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ÂÑÒÓÏ

Ïiñëÿ âiäêðèòòÿ îäíîãî ç íàéÿñêðàâiøèõ ôiçè÷íèõ ÿâèù 20 ñòîëiòòÿ �

çìåíøåííÿ îïîðó ïðîâiäíèêà ïðè íèçüêèõ òåìïåðàòóðàõ äî íóëÿ [1],

ïðîéøëî ìàéæå ñòî ðîêiâ, à çàïèòàíü, íà ÿêi íàìàãàþòüñÿ äàòè âiäïîâiäü

â÷åíi óñüîãî ñâiòó, çàëèøà¹òüñÿ ùå áàãàòî. Çàçíà÷åíå ÿâèùå äiñòàëî íà-

çâó íàäïðîâiäíiñòü. Âîíî ïðèâàáëþ¹ äåäàëi áiëüøó êiëüêiñòü íàóêîâöiâ,

ÿêèì âñå æ òàêè âäà¹òüñÿ äîëàòè, õî÷ i ïîâiëüíî, òåíåòà ñêëàäíîñòi ïiçíà-

ííÿ öüîãî "÷àðiâíîãî"ÿâèùà. Íàéáiëüøèì äîñÿãíåííÿì íà öüîìó øëÿõó

¹ ïîáóäîâà ìiêðîñêîïi÷íî¨ òåîði¨ íàäïðîâiäíîñòi â 1957 ðîöi � òàê çâàíî¨

òåîði¨ ÁÊØ íàçâàíî¨ íà ÷åñòü ¨¨ àâòîðiâ Áàðäiíà, Êóïåðà, Øðiôôåðà [2].

Îñíîâíi iäå¨, íà ÿêi ñïèðàëèñü öi àâòîðè, áóëè âèñóíóòi: 1) Ôðüîëiõîì

[3] ïðî òå, ùî íàäïðîâiäíiñòü ¹ íàñëiäîê âçà¹ìîäi¨ åëåêòðîíiâ ç êâàíòî-

âèìè êîëèâàííÿìè êðèñòàëi÷íî¨ ãðàòêè, à öå ïðèâîäèòü äî åôåêòèâíî-

ãî ïðèòÿãàííÿ ìiæ åëåêòðîíàìè ïîáëèçó ôåðìi-ñôåðè, 2) â 1956 ðîöi

Êóïåðîì [4] áóëî âiäêðèòå ÿâèùå íåñòiéêîñòi îñíîâíîãî ñòàíó iäåàëüíî¨

Ôåðìi-ñèñòåìè ïðè "âêëþ÷åííi"ÿê çàâãîäíî ìàëîãî ïðèòÿæiííÿ. Íàéäî-

âåðøåíiøî¨ ôîðìè ìiêðîñêîïi÷íà òåîðiÿ íàäïðîâiäíîñòi íàáóëà â ïðàöÿõ

Ìèêîëè Áîãîëþáîâà. Â íèõ âîíà áóëà ïîáóäîâàíà çà äîïîìîãîþ ÷iòêîãî i

ïîñëiäîâíîãî ìàòåìàòè÷íîãî ìåòîäó, ÿêèé âêëþ÷àâ çíàìåíèòå êàíîíi÷íå

ïåðåòâîðåííÿ äî îïåðàòîðiâ êâàçi÷àñòèíîê . Ïiñëÿ ïîáóäîâè îñíîâ ìiêðî-

ñêîïi÷íî¨ òåîði¨ íàäïðîâiäíîñòi âîíà ïî÷àëà øèðîêî çàñòîñîâóâàëàñÿ äî

òåîðåòè÷íîãî îïèñó ÿê ñòàðèõ, òàê i íîâèõ åêñïåðèìåíòàëüíèõ åôåêòiâ,

ïîâ'ÿçàíèõ ç íàäïðîâiäíiñòþ, êðiì òîãî, áàãàòî åôåêòiâ áóëî ïåðåäáà÷åíî

òåîðåòè÷íî i ÷åêàëè íà ¨õ åêñïåðèìåíòàëüíå ïiäòâåðäæåííÿ. Â 1962 ðîöi
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Áðàéàí Äæîçåôñîí [6] çðîáèâ ñâî¹ çíàìåíèòå ïåðåäáà÷åííÿ ïðî ìîæëè-

âiñòü ïðîòiêàííÿ íàäñòðóìó ÷åðåç òóíåëüíèé êîíòàêò, óòâîðåíèé äâîìà

íàäïðîâiäíèêàìè, ðîçäiëåíèìè òîíêèì ïðîøàðêîì äiåëåêòðèêà, íàâiòü ó

âiäñóòíîñòi ðiçíèöi ïîòåíöiàëiâ ìiæ íèìè. Âií òàêîæ çàóâàæèâ, ùî â ðàçi,

êîëè òóíåëüíèé ñòðóì ïåðåâèùó¹ ïåâíå êðèòè÷íå çíà÷åííÿ, íà êîíòàêòi

ç'ÿâëÿ¹òüñÿ âiäìiííà âiä íóëÿ ðiçíèöÿ ïîòåíöiàëiâ U , i ñòðóì ñòà¹ íåñòà-

öiîíàðíèì, âií îñöèëþ¹ ç ÷àñòîòîþ ω = 2eU . Âñi öi òåîðåòè÷íi ðåçóëüòàòè

áóëè åêñïåðåìåíòàëüíî ïiäòâåðäæåíi â ðîáîòàõ: Àíäåðñîí, Ðîóåëë [91] òà

ßíñîí, Ñâèñòóíîâ, Äìèòðåíêî [91]. Åôåêò Äæîçåôñîíà i íà äàíèé ìî-

ìåíò ¹ àêòóàëüíîþ òåìîþ ôóíäàìåíòàëüíèõ òà ïðèêëàäíèõ äîñëiäæåíü

â íàäïðîâiäíîñòi. Íàäïðîâiäíi êîíòàêòè (êîíòàêò äâîõ íàäïðîâiäíèêiâ,

ìiæ ÿêèìè iñíó¹ ñëàáêèé çâ'ÿçîê, òà ¨õ êîìïîçèöi¨) øèðîêî âèêîðèñòîâó-

þòüñÿ â íîâiòíiõ òåõíîëîãiÿõ ïðè ñòâîðåííi: íàä÷óòëèâèõ âèìiðþâàëüíèõ

ïðèëàäiâ, êîìï'þòåðiâ íîâîãî ïîêîëiííÿ òà iíøèõ åëåêòðîííèõ ïðèñòðî-

ÿõ. Óíiêàëüíi âëàñòèâîñòi äæîçåôñîíiâñüêèõ êîíòàêòiâ çðîáèëè ìîæëè-

âèì ñòâîðåííÿ íàä÷óòëèâèõ (äî 10−9 Ãñ) ïðèñòðî¨â äëÿ âèìiðþâàííÿ ìà-

ãíiòíîãî ïîëÿ, à òàêîæ åëåêòðè÷íîãî çàðÿäó, íàïðóæåíîñòi åëåêòè÷íîãî

ïîëÿ, ñòðóìó, òåïëîâèõ ïîòîêiâ òà ií. Öi åëåìåíòè ïðè âèÿâëåííi ìà-

ëèõ ñèãíàëiâ ìàþòü ÷óòëèâiñòü, áëèçüêó äî ôóíäàìåíòàëüíî¨ êâàíòîâî¨

ãðàíèöi, òîáòî â òèñÿ÷i, äåñÿòêè òèñÿ÷ ðàçiâ âèùó, íiæ â òðàäèöiéíèõ

íàïiâïðîâiäíèêîâèõ ïðèñòðîÿõ. Öå äàëî ìîæëèâiñòü âèêîðèñòîâóâàòè ¨õ

â áåçêîíòàêòíié ìåäè÷íié äiàãíîñòèöi (ìàãíiòîêàðäiîãðàôè, ìàãíiòîåí-

öåôàëîãðàôè). Â êiëüöi ç äâîõ äæîçåôñîíiâñüêèõ êîíòàêòiâ, ââiìêíåíèõ

ïàðàëåëüíî, ìîæå iñíóâàòè ìàãíiòíèé ïîòiê, êðàòíèé öiëîìó ÷èñëó êâàí-

òiâ ìàãíiòíîãî ïîòîêó. Åëåìåíòè øâèäêî¨ îäíîêâàíòîâî¨ ëîãiêè, â ÿêèõ

îäèíèöÿ iíôîðìàöi¨ ¹ êâàíò ìàãíiòíîãî ïîòîêó, äîçâîëÿþòü ñïðèéìàòè

ñèãíàëè ç ÷àñòîòàìè âèùå 100 ÃÃö ïðè äóæå íèçüêîìó ðiâíi äèñèïàöi¨

åíåðãi¨. Ðîçãëÿä ðiâíÿíü òåîði¨ íàäïðîâiäíîñòi âèêîíàíî â ôîðìàëiçìi
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ìåòîäó ôóíêöié Ãðiíà iç çàëó÷åííÿì óìîâè ñàìîóçãîäæåíîñòi. Ïðè îäåð-

æàííi íà îñíîâi óìîâè ñàìîóçãîäæåíîñòi ðiâíÿííÿ äëÿ ÏÂ ñèñòåìó ðiâ-

íÿíü Ãîðüêîâà ðîçâ'ÿçàíî íà îñíîâi òåîði¨ çáóðåíü çà ìàëîþ âåëè÷èíîþ

ÏÂ. Êîíñòàíòà, ÿêà âèçíà÷à¹ ãðàíè÷íó óìîâó äëÿ ðiâíÿííÿ Ãiíçáóðãà-

Ëàíäàó, çíàéäåíà ìåòîäîì êâàçiîðòîãîíàëüíîñòi äî àñèìïòîòèêè, çàïðî-

ïîíîâàíèì â äàíîìó äèñåðòàöiéíîìó äîñëiäæåííi. Äëÿ îá÷èñëåííÿ ãó-

ñòèíè ñòðóìó âèêîðèñòàíî çàãàëüíó òåîðiþ Ãiíçáóðãà-Ëàíäàó, îäåðæàíó

ç ìiêðîñêîïi÷íî¨ òåîði¨ íàäïðîâiäíîñòi ïîáëèçó êðèòè÷íî¨ òåìïåðàòóðè.

Ïðîáëåìà ïîáóäîâè ñòðóìîâèõ ñòàíiâ â íàäïðîâiäíèõ êîíòàêòàõ ïðè íå-

ìàëié ïðîçîðîñòi äiåëåêòðè÷î¨ ïëiâêè òà ïðè ìàëèõ ðîçìiðàõ (â îäíîìó

âèìiði) ïðîñòîðîâèõ íåîäíîðiäíîñòåé äîñëiäæóâàëàñü âïåðøå ç âèêîðè-

ñòàííÿì ËIÐ äëÿ ÏÂ ïîáëèçó ãðàíèöü íåîäíîðiäíîñòåé.



Ðîçäië 1

ÎÃËßÄ

Òåîðiÿ ñòðóìîâèõ ñòàíiâ â êîíòàêòàõ òèïó SNS ðîçâèâàëàñÿ ïiä âïëè-

âîì âiäêðèòòÿ Äæîçåôñîíà [6], ùî ñòîñóâàëîñÿ êîíòàêòiâ òèïó SIS, òîáòî

ìîäåëi ç òîíêèì ïðîøàðêîì içîëÿòîðà ìiæ äâîìà íàäïðîâiäíèêàìè. Íà

ïî÷àòêó äîñëiäæåííÿ òóíåëüíîãî ñòðóìó â SIS � êîíòàêòi âèêîðèñòîâó-

âàâñÿ ìåòîä òóíåëüíîãî ãàìiëüòîíiàíà, çàïðîïîíîâàíîãî â ðîáîòi Êîåíà,

Ôàëiêîâà i Ôiëiïñà [57] äëÿ ðîçðàõóíêó ñòðóìó ç íîðìàëüíîãî ìåòàëó â

íàäïðîâiäíèê. Âèêîðèñòîâóþ÷è ¨õ ìåòîä i ñïèðàþ÷èñü íà ãëèáîêi òåî-

ðåòè÷íi ìiðêóâàííÿ ïðî ðîëü ôàçîâî¨ êîãåðåíòíîñòi ìiæ äâîìà íàäïðî-

âiäíèêàìè â êîíòàêòi, Äæîçåôñîí [6] ïåðåäáà÷èâ ìîæëèâiñòü ïðîòiêàííÿ

íåçàòóõàþ÷îãî òóíåëüíîãî ñòðóìó â êîíòàêòi ç äâîõ íàäïðîâiäíèêiâ, ðîç-

äiëåíèõ ïëiâêîþ äiåëåêòðèêà, ïðè íóëüîâié ðiçíèöi ïîòåíöiàëiâ ìiæ íè-

ìè. Ïîäàëüøèé ðîçâèòîê ðîáîòà Äæîçåôñîíà çäîáóëà â ñòàòòi Àíäåðñîíà

[91], ÿêèé, çîêðåìà, çàïðîâàäèâ ïîíÿòòÿ "ñëàáêî¨ íàäïðîâiäíîñòi ïiçíiøå

ïîøèðåíå íà åôåêòè â iíøèõ òèïàõ êîíòàêòiâ. Ïåðøîþ ðîáîòîþ, â ÿêié

ñòàâèëîñü çà ìåòó ïîáóäóâàòè çàãàëüíó òåîðiþ òóíåëþâàííÿ, ùî äàâà-

ëà á ìîæëèâiñòü îäåðæàòè âèðàç äëÿ ñòðóìó, ÿêèé ìiñòèòü âñi âêëàäè:

êâàçi÷àñòèíêîâèé, äæîçåôñîíiâñüêèé i iíòåðôåðåíöiéíèé, áóëà âèêîíàíà

Àìáåãàîêàðîì i Áàðàòîâèì [90]. Â öié ðîáîòi ðåçóëüòàò äëÿ ñòðóìó

j =
π∆(T )

2eRN
th

∆(T )

2T
sinφ, (1.1)

9
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äå R−1
N = e2v0N(0)

1∫
0

xD(x)dx îïið êîíòàêòó â íîðìàëüíîìó ñòàíi, áóâ

îäåðæàíèé òåõíiêîþ ôóíêöié Ãðiíà â ïåðøîìó ïîðÿäêó òåîði¨ çáóðåíü

ïî îïåðàòîðó òóíåëþâàííÿ, òîáòî ðîçãëÿäàëàñü ìàëà ïðîçîðiñòü áàð'¹ðó.

Âèêîðèñòîâóþ÷è êiíåòè÷íèé ïiäõiä, íåñòàöiîíàðíèé ñòðóì Äæîçåôñîíà â

SIS � êîíòàêòi áóâ îòðèìàíèé â ðîáîòi [58] íà ÷àñîâîìó iíòåðâàëi, çíà÷íî

áiëüøîìó, íiæ â ðîáîòi [90]. Â òåõíiöi ôóíêöié Ãðiíà öÿ æ çàäà÷à áóëà

ðîçâ'ÿçàíà â ðîáîòàõ [59].

Íåçâàæàþ÷è íà î÷åâèäíi óñïiõè, ñõåìà, çàñíîâàíà íà òóíåëüíîìó ãà-

ìiëüòîíiàíi, íå âiäïîâiäà¹ íà íèçêó ïèòàíü, ÿêi âèíèêàþòü ïðè ñïðîái çðî-

çóìiòè ÿâèùå òóíåëþâàííÿ i ñòðóêòóðó òåîði¨, ùî éîãî îïèñó¹. Ùå ãîñòði-

øå öi ïèòàííÿ âèíèêëè, êîëè ïðåäìåòîì äîñëiäæåíü ñòàëè iíøi òèïè êîí-

òàêòiâ, çîêðåìà, ñèñòåìà íàäïðîâiäíèê-íîðìàëüíèé ìåòàë-íàäïðîâiäíèê,

äå ìåòîä òóíåëüíîãî ãàìiëüòîíiàíà âèÿâèâñÿ öiëêîì íå ïðèäàòíèé. Ó ñõå-

ìi òóíåëüíîãî ãàìiëüòîíiàíà çàëèøà¹òüñÿ íåçðîçóìiëèì, ùî òàêå ëiâi i

ïðàâi åëåêòðîííi ñòàíè. Öÿ ìîäåëü íå çäàòíà äàòè ãðàäi¹íòíî iíâàðiàí-

òíîãî îïèñó ñòðóìîâèõ ñòàíiâ â òóíåëüíîìó êîíòàêòi i ¹ íåçàñòîñîâíîþ

ïîçà ïåðøèì íàáëèæåííÿì òåîði¨ çáóðåíü çà ïðîçîðiñòþ áàð'¹ðó: âiäïî-

âiäíi ïîïðàâêè âèÿâëÿþòüñÿ íåñêií÷åííèìè.

Ïåðøi ñïðîáè ïîáóäîâè ìiêðîñêîïi÷íî¨ òåîði¨ ñòàöiîíàðíîãî åôåêòó

Äæîçåôñîíà, â ÿêié áè íå âèêîðèñòîâóâàëîñü ïîíÿòòÿ òóíåëüíîãî ãà-

ìiëüòîíiàíà, áóëè çðîáëåíi ñàìèì Äæîçåôñîíîì [90]. Éîãî ïiäõiä âèêëà-

äåíèé â ìîíîãðàôi¨ Êóëèêà i ßíñîíà [64]. Â ïîäàëüøîìó äëÿ ïîáóäîâè

ïîñëiäîâíî¨ ìiêðîñêîïi÷íî¨ òåîði¨ îïèñó òóíåëüíîãî êîíòàêòó áóëî ðîç-

ðîáëåíî åôåêòèâíèé ìåòîä t - ïðåäñòàâëåííÿ, ñóòü ÿêîãî ïîëÿãà¹ â ïî-

áóäîâi ðiâíÿíü òåîði¨ íàäïðîâiäíîñòi ç âðàõóâàííÿì êâàçiêëàñè÷íîãî õà-

ðàêòåðó ðóõó êóïåðiâñüêèõ ïàð. Ðóõ êóïåðiâñüêèõ ïàð ìîæíà ââàæàòè

êâàçiêëàñè÷íèì, îñêiëüêè iìïóëüñ, ïîâ'ÿçàíèé ç ðóõîì ïàðè, ÿê öiëîãî,

òîáòî mvs, çíà÷íî ìåíøèé çà ôåðìi-iìïóëüñ p0, ùî âèïëèâà¹ ç îöií-
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êè vcs ∼ ∆/p0 ∼ Tc/p0. Âiäíîøåííÿ mvs/p0 ≪ Tc/EF ∼ a/ξ0, äå a �

àòîìíà äîâæèíà. Ìàþ÷è òàêèé ìàëèé ïàðàìåòð, à âií îñîáëèâî ìàëèé

(∼ 10−4) äëÿ íèçüêîòåìïåðàòóðíèõ íàäïðîâiäíèêiâ, ìîæíà âèêîíàòè îïå-

ðàöiþ çãëàäæåííÿ ïðîñòîðîâî¨ ïîâåäiíêè ôóíêöié, ç ÿêèìè ìà¹ìî ñïðàâó,

çîêðåìà ÏÂ, ïî àòîìíèé äîâæèíi, òîáòî çíåõòóâàòè äðiáíîìàñøòàáíè-

ìè çìiíàìè, çàëèøèâøè ëèøå âåëèêîìàñøòàáíi � íà äîâæèíàõ ïîðÿäêó

äîâæèíè êîãåðåíòíîñòi. Öi ðiâíÿííÿ çíà÷íî ïðîñòiøi âèõiäíèõ ðiâíÿíü

Ãîðüêîâà, íà ¨õ îñíîâi áóëè äîñÿãíóòi çíà÷íi óñïiõè â ðîçâ'ÿçêó òàêèõ

çàäà÷ òåîði¨ íàäïðîâiäíîñòi, äå ìåòîä òóíåëüíîãî ãàìiëüòîíiàíà âçàãàëi

íåïðèäàòíèé. Ïðàâèëà ïîáóäîâè öèõ ðiâíÿíü i îäåðæàííÿ îñíîâíèõ ðå-

çóëüòàòiâ äëÿ òóíåëüíîãî êîíòàêòó âèêëàäåíî â ðîáîòàõ Ñâiäçèíñüêîãî

i Ñëþñàðåâà [66] (äèâ. òàêîæ ìîíîãðàôiþ Ñâiäçèíñüêîãî 1982 ðîêó [12],

äå ìåòîä âèêëàäåíî âåëüìè äîêëàäíî). Íà îñíîâi ìåòîäó t - ïðåäñòàâëå-

ííÿ â [89] áóëî çíàéäåíî ïîïðàâêó äî ñòðóìó (1.1) â äðóãîìó ïîðÿäêó ïî

ïðîçîðîñòi áàð'¹ðó äëÿ ÷èñòîãî íàäïðîâiäíèêà (l ≫ ξ0)

δj(φ) = −Aenv0
∆(T )

EF
(sinφ− 1

2
sin 2φ)D2, (1.2)

äå A = 3
√
3π4

448ζ(3)
.

Ïðîáëåìà ðîçðàõóíêó ñòðóìó Äæîçåôñîíà ÷åðåç êîíòàêò äîâiëüíî¨

ïðîçîðîñòi â áàëiñòè÷íîìó ðåæèìi (l ≫ ξ0) áóëà ðîçâ'ÿçàíà áàãàòüìà

àâòîðàìè [92�94] â ìîäåëi ç êóñêîâî-íåïåðåðâíèì ÏÂ, â ÿêié ïðèéìàëîñÿ,

ùî ∆ íà áåðåãàõ áàð'¹ðó ðiâíå éîãî îá'¹ìíîìó çíà÷åííþ.

Iäåÿ ðîçãëÿíóòè àíàëîãi÷íó çàäà÷ó ïðî SNS � êîíòàêò áóëà ïîâ'ÿçàíà

ç áàæàííÿì ç'ÿñóâàòè, ÿêi íîâi ðèñè ñòðóìîâèõ ñòàíiâ áóäóòü âèíèêà-

òè, ÿêùî çàìiñòü òîíêîãî ïðîøàðêó içîëÿòîðà ïîñòàâèòè áiëüø øèðî-

êèé ïðîøàðîê íîðìàëüíîãî ìåòàëó. ßê ç'ÿñóâàëîñÿ, â òàêié ñèñòåìi ìî-

æå iñíóâàòè íàäïðîâiäíèé ñòðóì, ÿêèé òàêîæ ïîâ'ÿçàíèé ç êîãåðåíòíîþ

ðiçíèöåþ ôàç ìiæ áåðåãàìè êîíòàêòó. Îäíàê ìåõàíiçì ïðîíèêíåííÿ åëå-

êòðîíiâ ÷åðåç íîðìàëüíèé ïðîøàðîê äåùî iíøèé àíiæ òóíåëüíèé, âëà-
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ñòèâèé äëÿ êîíòàêòó Äæîçåôñîíà, îñêiëüêè SNS � êîíòàêò ìîæíà çðî-

áèòè ç äîñòàòíüî ãàðíèìè ãðàíèöÿìè i åëåêòðîíè ïðîíèêàòèìóòü âiëüíî

ç íàäïðîâiäíèêà â íîðìàëüíèé ìåòàë. Òîäi ñòà¹ çðîçóìiëèì, ùî ñòðóì

â ñèñòåìi ïðîòiêà¹ âíàñëiäîê ÿêîãîñü íîâîãî åôåêòó. Ñïðàâà òóò âèãëÿ-

äà¹ íàñòóïíèì ÷èíîì. Â íîðìàëüíîìó ìåòàëi, äå íåìà åôåêòèâíîãî ïðè-

òÿæiííÿ ìiæ åëåêòðîíàìè, íå ìîæóòü âèíèêàòè êóïåðiâñüêi ïàðè, âîíè

óòâîðþþòüñÿ â íàäïðîâiäíèêó i õàðàêòåðèçóþòüñÿ õâèëüîâîþ ôóíêöiþ,

ÿêà âíàñëiäîê íåïåðåðâíîñòi ïðîíèêà¹ â íîðìàëüíó îáëàñòü íà âiäñòàíü

ïîðÿäêó äîâæèíè êîãåðåíòíîñòi (ïðè T = 0 öå ξ0). Òàêèì ÷èíîì, õâîñòè

õâèëüîâèõ ôóíêöi¨ êóïåðiâñüêèõ ïàð çëiâà i ñïðàâà âiä íàäïðîâiäíèêiâ,

ùî óòâîðþþòü êîíòàêò, òîþ ÷è òîþ ìiðîþ (â çàëåæíîñòi âiä òîâùèíè

íîðìàëüíîãî ïðîøàðêó) ïåðåêðèâàþòüñÿ, òîìó âèíèêà¹ ñèòóàöiÿ, êîëè

ñïàðåíi åëåêòðîíè áóäóòü i â íîðìàëüíîìó ïðîøàðêó. Öåé åôåêò íàçâà-

ëè åôåêòîì áëèçêîñòi. Ñàìå âií i ¹ âiäïîâiäàëüíèé çà íàäïðîâiäíèé ñòðóì

â SNS � êîíòàêòi.

Ïðè äîñëiäæåííi ñòðóìîâèõ ñòàíiâ â íàäïðîâiäíèõ êîíòàêòàõ òèïó

SNS ÷àñòî âæèâàíèì ¹ ïiäõiä, ÿêèé áàçó¹òüñÿ íà ìîäåëi ç êóñêîâî-íåïåðåðâíèì

ÏÂ (äèâ. [39]). Â öié ìîäåëi ìîäóëü ÏÂ ââàæà¹òüñÿ ñòàëèì àæ äî ãðà-

íèöi ðîçäiëó íîðìàëüíîãî ïðîøàðêó òà íàäïðîâiäíèêà i ðiâíèì íóëþ â

íîðìàëüíîìó ìåòàëi, à äëÿ ìîæëèâîñòi iñíóâàííÿ íåíóëüîâèõ ñòðóìîâèõ

ñòàíiâ â êîíòàêòi ïðèïóñêà¹òüñÿ íàÿâíiñòü ðiçíèöi ôàç ìiæ áåðåãàìè êîí-

òàêòó. Ç'ÿñóâàëîñÿ, ùî â òàêié çàäà÷i ìîæíà ïîðàõóâàòè ñòðóì, õî÷à íå

îáiéøëîñÿ áåç ïåâíèõ íåïîðîçóìiíü. À ñàìå, ïåðøà ðîáîòà [40], â ÿêié

öå íàìàãàâñÿ çðîáèòè àâòîð (Êóëèê È.Î.) áóëà ïîìèëêîâîþ õî÷à iäåéíî

àâòîð áóâ íà ïðàâèëüíîìó øëÿõó. Âií âèêîðèñòàâ òåõíiêó ðîçêëàäó çà

âëàñíèìè ôóíêöiÿìè i íå âïîðàâñÿ ç ñóìàöiþ òà iíòåãðàöiþ, ÿêà ïåðåäáà-

÷à¹òüñÿ öèì ðîçêëàäîì äëÿ îá÷èñëåííÿ ôóíêöi¨ Ãðiíà. Â ðåçóëüòàòi îòðè-

ìàâ, â öiëîìó, íåïðàâèëüíèé ðåçóëüòàò (íàïðèêëàä, áóëî îäåðæàíî åôåêò
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îñöèëÿöi¨ ñòðóìó, ÿê ôóíêöi¨ òîâùèíè íîðìàëüíîãî ïðîøàðêó). Òîìó â

óñïiøíié ðîáîòi [41] íà öþ òåìó, ÿêà íàëåæàëà Iøi¨, áóëà âèêîðèñòàíà

ñõåìà iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü i îäåðæàíà ïðàâèëüíà âiäïîâiäü äëÿ ñòðóìó.

Îäíàê àëüòåðíàòèâíèé ïiäõiä, ÿêèé ïåðåäáà÷àâ îá÷èñëåííÿ ñòðóìó ÷åðåç

F -ôóíêöiþ âiâ äî iíøîãî ðåçóëüòàòó ÷åðåç òå, ùî àïðîêñèìàöi¨ âèêîðè-

ñòàíi â öèõ ñõåìàõ áóëè ðîçóçãîäæåíi. Iøè¨ äîâåëîñÿ ç'ÿñîâóâàòè ÷îìó öi

ðîçóçãîäæåííÿ âèíèêëè i ïiçíiøå ç'ÿâèëàñÿ ïóáëiêàöiÿ [42], â ÿêié öi ïèòà-

ííÿ áóëè çíÿòi. Ïðàâèëüíèé ðåçóëüòàò óçãîäæåíèé ç âèãëÿäîì F -ôóíêöi¨

áóâ îäåðæàíèé â ðîáîòi Ñâiäçèíñüêîãî, Àíöèãiíî¨, Áðàòóñü [43] ïðè öüî-

ìó áóâ âèêîðèñòàíèé íå ìåòîä iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü, à çíà÷íî ïðîñòiøèé

ìåòîä ñêëåþâàííÿ (äèâ.[27]), â ÿêîìó, ÿê íîðìàëüíà òàê i àíîìàëüíà ôóí-

êöi¨ Ãðiíà áóäóâàëèñÿ çà ¨¨ âiäîìèìè àíàëiòè÷íèìè âëàñòèâîñòÿìè. Ïiñëÿ

öüîãî áóëà çàêëàäåíà îñíîâà i äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ áiëüø ñêëàäíèõ çàäà÷ â

ìîäåëi ç ñòàëèì ïî ìîäóëþ ÏÂ. Ðîêîì ïiçíiøå ç'ÿâèëàñÿ ðîáîòà Áàðäiíà i

Äæîíñîíà [44], â ÿêié àâòîðè ïiøëè òèì øëÿõîì, ùî i Êóëèê, à ñàìå ðîç-

êëàäîì ôóíêöi¨ Ãðiíà çà âëàñíèìè ôóíêöiÿìè, îäíàê âîíè íå ïîìiòèëè,

ùî ÷åðåç òi æ çàãàëüíi âëàñòèâîñòi ôóíêöié Ãðiíà âíåñêè âiä äèñêðåòíîãî

ñïåêòðó ïîâíiñòþ àíóëþþòüñÿ ÷àñòèíîþ âíåñêiâ íåïåðåðâíîãî ñïåêòðó i

öåé ôàêò ¹ òî÷íèì. Ó çâ'ÿçêó ç öèì â íîâié ðîáîòi Ñâiäçèíñüîãî, Àíöèãi-

íî¨, Áðàòóñü [45] áóâ âèêîðèñòàíèé ìåòîä ðîçêëàäó ïî âëàñíèõ ôóíêöiÿõ

i öåé åôåêò çíèùåííÿ âíåñêiâ âiä äèñêðåòíîãî ñïåêòðó ÷àñòèíîþ âíåñêiâ

íåïåðåðâíîãî ñïåêòðó áóâ òî÷íî âñòàíîâëåíèé. Òàêèì ÷èíîì, ñòàëî çðî-

çóìiëî, ÿê ðîçâ'ÿçóâàòè çàäà÷ó i iíøèì ìåòîäîì � ìåòîäîì ðîçêëàäó çà

âëàñíèìè ôóíêöiÿìè, ïðè÷îìó ðåçóëüòàò áóâ òàêèì ñàìèì, ÿê i â áiëüø

ïðîñòié ðîáîòi òèõ ñàìèõ àâòîðiâ.

Õî÷à öi ðåçóëüòàòè äîáðå óçãîäæóâëèñü ç åêñïåðèìåíòîì, âñå æ òàêè

òåîðiÿ âèêëèêàëà ïåâíå íåçàäîâîëåííÿ ó çâ'ÿçêó iç âèêîðèñòàííÿì ìîäåëi

ç êóñêîâî-íåïåðåðâíèì çà ìîäóëåì ÏÂ, òîìó áóëî áàæàíèì âèêîíàòè ðîç-
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ðàõóíîê ñàìîóçãîäæåíèì ÷èíîì, áåðó÷è äî óâàãè ïðîñòîðîâó çìiíó ÏÂ

ïîáëèçó ãðàíèöi. Äëÿ öüîãî ìîæíà îáðàòè ÿêóñü ïðîáíó ôóíêöiþ i ïîäè-

âèòèñü, íàñêiëüêè ìiíÿ¹òüñÿ ðåçóëüòàò. Îöiíêè ïîêàçóþòü, ùî ðåçóëüòàò

ìiíÿ¹òüñÿ íåñóòò¹âî, ÿêiñíî âií çàëèøà¹òüñÿ òàêèì ñàìèì, à ÷èñëîâèé

êîåôiöi¹íò ïåðåä âèðàçîì äëÿ ñòðóìó ìiíÿ¹òüñÿ íà âåëè÷èíó ïîðÿäêó

îäèíèöi.

Ïîáëèçó êðèòè÷íî¨ òåìïåðàòóðè åôåêò çìåíøåííÿ ÏÂ ïîáëèçó ãðà-

íèöi çáiëüøó¹òüñÿ, îäíàê âiäêðèâà¹òüñÿ ìîæëèâiñòü ïîáóäîâè ñàìîóçãî-

äæåíî¨ òåîði¨, îñêiëüêè âèíèêà¹ âåëüìè ñâî¹ðiäíà ñèòóàöiÿ, çàâäÿêè ÿêié

çàäà÷à â îêîëi êðèòè÷íî¨ òåìïåðàòóðè ìîæå áóòè ðîçâ'ÿçàíà òî÷íî, à òi

ñóìíiâè, ÿêi âèíèêàþòü â ìîäåëi ç ñòàëèì ÏÂ çíiìàþòüñÿ.

Òåîðiÿ, ÿêó òóò ìîæíà ðîçâèíóòè, áóëà íàìi÷åíà Äå Æåíîì [65], ÿêèé

ñïèðàâñÿ íà òåîðiþ Ãiíçáóðãà-Ëàíäàó [13] (ïîáóäîâà òåîði¨ Ãiíçáóðãà-

Ëàíäàó, ÿê àñèìïòîòè÷íî¨ ôîðìè ìiêðîñêîïi÷íî¨ òåîði¨ ÁÊØ ïîñëiäîâíî

âèêîíàíà â ìîíîãðàôi¨ [10]). Äå Æåí îäåðæàâ çàëåæíiñòü ñòðóìó âiä

òåìïåðàòóðè òà ðiçíèöi ôàç i ïîêàçàâ, ùî âåëè÷èíà êðèòè÷íîãî ñòðóìó

çàëåæèòü âiä òåìïåðàòóðè ïî çàêîíó (1 − T/Tc)
2, à íå 1 − T/Tc, ÿê ó

âèïàäêó òóíåëüíîãî êîíòàêòó i öÿ âiäìiííiñòü ïîâ'ÿçàíà ñàìå iç çìiíîþ

ìîäóëÿ ÏÂ. Îäíàê ðåçóëüòàò Äå Æåíà áóâ ÿêiñíèé, êiëüêiñíèé ðåçóëüòàò

â ñòðîãié ïîñëiäîâíié òåîði¨ áóâ îäåðæàíèé Ãàëàéêî, Ñâiäçèíñüêèì i Ñëþ-

ñàðåâèì [9]. Âîíè ÷iòêî ïîêàçàëè, ùî â íàäïðîâiäíèêó ïîáëèçó Tc, ÿêùî

öåé íàäïðîâiäíèê îáìåæåíèé ç îäíîãî áîêó, íàïðèêëàä, ïðîøàðêîì içî-

ëÿòîðà, âèíèêà¹ ñêëàäíiøà ñèòóàöiÿ, à ñàìå, äëÿ îáëàñòi, âiääàëåíî¨ âiä

ãðàíèöi íà âiäñòàíü ïîðÿäêó äîâæèíè êîãåðåíòíîñòi â òåîði¨ Ãiíçáóðãà-

Ëàíäàó ξ(T ) ìîæíà âèêîðèñòîâóâàòè ÐÃË. Îäíàê áëèæ÷å äî ãðàíèöi,

íà âiäñòàíi ïîðÿäêó ξ0, ÐÃË íå ïðàöþ¹. Òóò âèíèêà¹ íå íåëiíiéíå äè-

ôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ Ãiçáóðãà-Ëàíäàó, à ëiíiéíå iíòåãðàëüíå ðiâíÿííÿ.

Ðîçâ'ÿçîê ËIÐ ìà¹ áóòè çøèòèé ç ðîçâ'ÿçêîì ÐÃË, ïðè öüîìó â îáëà-
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ñòi çøèâó õàðàêòåðíi âiäñòàíi ìàþòü áóòè çíà÷íî áiëüøi ξ0, àëå çíà÷íî

ìåíøi ξ(T ), òîáòî àñèìïòîòèêà ðîçâ'ÿçêó ËIÐ íà íåñêií÷åííîñòi çøèâà¹-

òüñÿ ç àñèìïòîòèêîþ ðîçâ'ÿçêó ÐÃË â íóëi. Ç'ÿñîâó¹òüñÿ, ùî àñèìïòîòèêà

ðîçâ'ÿçêó ËIÐ ¹ ëiíiéíà, ïðîòå íàéñóòò¹âiøèì ¹ òå, ùî âiäíîøåííÿ êîåôi-

öi¹íòiâ öi¹¨ àñèìïòîòèêè íå ¹ äîâiëüíèì: âîíî âèçíà÷à¹òüñÿ îäíîçíà÷íî

ÿäðîì ËIÐ. Öå ðîáèòüñÿ â òàêèé æå ñïîñiá ÿê i â çàäà÷i Ìiëíà (äèâ.

[18]), òî÷íèé âèðàç äëÿ öüîãî âiäíîøåííÿ îòðèìó¹ìî, çàñòîñîâóþ÷è äëÿ

ðîçâ'ÿçàííÿ ËIÐ ìåòîä Âiíåðà-Ãîïôà. Îäíàê àâòîðè ðîáîòè [9] âèêîðè-

ñòàëè iíøèé ïiäõiä äëÿ îá÷èñëåííÿ öüîãî âiäíîøåííÿ, à ñàìå âàðiàöiéíèé

ìåòîä Ðiòöà, çàïðîâàäèâøè ôóíêöiîíàë, ç óìîâè ìiíiìóìó ÿêîãî îòðè-

ìó¹òüñÿ ËIÐ. Âàðiàöiéíèé ìåòîä äîçâîëèâ îäåðæàòè äëÿ ïîøóêîâàíîãî

âiäíîøåííÿ íàáëèæåíå çíà÷åííÿ, áëèçüêå äî òî÷íîãî. Íàñïðàâäi òî÷íå

çíà÷åííÿ öüîãî êîåôiöi¹íòà ìîæíà ðîçðàõóâàòè ÷èñåëüíî, àëå âæå äëÿ

êîíòàêòó SNS ìåòîä äîñòàòíüî ãðîìiçäêèé i çóñèëëÿ íå âèïðàâäîâóþòüñÿ,

òèì áiëüøå, ùî íàáëèæåíèé ðåçóëüòàò ìàëî âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä òî÷íîãî i

íàñ öiëêîì çàäîâîëüíÿ¹. Òîìó íàäàëi ó âåëèêié êiëüêîñòi ðiçíèõ ðîáiò,

äå ðîçãëÿäàëèñÿ òàêîæ i ñêëàäíiøi òèïè êîíòàêòiâ, íàïðèêëàä SNINS òà

äåÿêi iíøi, âèêîðèñòîâóâàâñÿ âàðiàöiéíèé ìåòîä. Îäíàê ñëiä âiäçíà÷èòè,

ùî â çàäà÷àõ, ÿêi íå ¹ ëiâî-ïðàâî ñèìåòðè÷íèìè, ïîáóäóâàòè âiäïîâiäíèé

ôóíêöiîíàë íå âäà¹òüñÿ. Òîìó â ðîáîòi Ñâiäçèíñüêîãî, Ãîëóáåâà [21] áóëî

âèêîðèñòàíî åêâiâàëåíòíèé ìåòîäó Ðiòöà, àëå ïðîñòiøèé ìåòîä Ãàëüîð-

êiíà, â ÿêîìó âiäïàäà¹ ïîòðåáà ïîáóäóâè ôóíêöiîíàëó äëÿ ðiâíÿíü, ÿêi

íåîáõiäíî ðîç'ÿçàòè. Â ðåçóëüòàòi ïðîöåäóðà çíàõîäæåííÿ ðîçâ'ÿçêiâ öèõ

ðiâíÿíü çíà÷íî ñïðîùó¹òüñÿ â ïîðiâíÿííi ç âàðiàöiéíèì ìåòîäîì Ðiòöà.

Áiëüøå òîãî, öåé ìåòîä ìîæå áóòè óñïiøíî çàñòîñîâàíèé äî ñèñòåì, â

ÿêèõ íåìà¹ ïðàâî-ëiâî¨ ñèìåòði¨. Öå äàëî ìîæëèâiñòü ðîçâ'ÿçàòè çàäà-

÷i ïðî SINS � êîíòàêò [21] òà íåñèìåòðè÷íèé SINIS � êîíòàêò [31], ÷îãî

íå âäàâàëîñü çðîáèòè ìåòîäîì Ðiòöà [92,52]. Âòiì, ðiâíÿííÿ Ãàëüîðêiíà
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ìîæíà ñôîðìóëþâàòè ùå ïðîñòiøå i âèêîðèñòîâóâàòè ïiäõiä, íàçâàíèé

ìåòîäîì êâàçiîðòîãîíàëüíîñòi äî àñèìïòîòèêè, çàïðîïîíîâàíèé â [28] i

øèðîêî âæèâàíèé â äàíié ðîáîòi.

Îïèñàíà ñõåìà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè ñàìîóçãîäæåíîñòi i â öüîìó ïîëÿ-

ãà¹ ¨¨ ïåâíà ïåðåâàãà íàä ìîäåëëþ, äå |∆| = const. Îäíàê ðåçóëüòàòè

îñòàííüî¨ òåîði¨ ñïðàâåäëèâi òàêîæ äëÿ íèçüêèõ òåìïåðàòóð. Âîíè ôiçè-

÷íî çðîçóìiëi i âèïðàâäàíi. Â öié ìîäåëi áóëî îòðèìàíî â äóæå çàãàëü-

íié ñèòóàöi¨ (äëÿ íåñèìåòðè÷íîãî SINS � êîíòàêòó) ôîðìóëà äëÿ ñòðóìó

(äèâ.[12]), ÿêà îõîïèëà âåëèêó êiëüêiñòü êîíêðåòíèõ ðåçóëüòàòiâ, ó òîìó

÷èñëi i äëÿ òî÷êîâîãî êîíòàêòó .

Â ðîáîòi Ãàëàéêà, Ñâiäçèíñüêîãî i Ñëþñàðåâà [9] i íèçöi iíøèõ áóäó-

âàëàñÿ òåîðiÿ ñëàáêî¨ íàäïðîâiäíîñòi, òîáòî ïðèïóñêàëîñÿ, ùî D ≪ 1

(SIS � êîíòàêò) àáî d ≫ ξ0 (SNS � êîíòàêò). Ïðîòå Ñâiäçèíñüêèé À.Â. â

ìîíîãðàôi¨ [12], äå öi ðåçóëüòàòè ¹ âèêëàäåíi, ïîêàçàâ, ùî âîíè ñòàþòü

íåçàäîâiëüíèìè, êîëè êîåôiöi¹íò ïðîçîðîñòi â çàäà÷i ïðî SIS � êîíòàêò

íå ¹ ìàëèì � ñòðóì ñòà¹ íåîáìåæåíèé íi çâåðõó, íi çíèçó i äëÿ îäåðæàííÿ

êîðåêòíîãî ðåçóëüòàòó íåîáõiäíî âðàõóâàòè âïëèâ ñòðóìó íà ïðîñòîðîâó

ïîâåäiíêó ÏÂ.

Ôåðíàíäî Ñîëñ i Äæåéìñ Ôåðåð [70,72] äîñëiäèëè ïåðåõiä âiä iäåàëü-

íî¨ äæîçåôñîíiâñüêî¨ ïîâåäiíêè, êîëè êîåôiöi¹íò ïðîçîðîñòi ¹ ìàëèì, äî

âèïàäêó îäíîðiäíîãî íàäïðîâiäíèêà (áàð'¹ð âçàãàëi âiäñóòíié D = 1), ïî-

áëèçó êðèòè÷íî¨ òåìïåðàòóðè, áåðó÷è äî óâàãè ïðîñòîðîâó çìiíó ÏÂ. Â

ïåðøîìó âèïàäêó çâ'ÿçîê ìiæ äâîìà íàäïðîâiäíèêàìè ââàæà¹òüñÿ ñëàá-

êèì, â äðóãîìó � ñèëüíèì. Â ¨õ ìîäåëi âiëüíà åíåðãiÿ ìiñòèòü åôåêòèâíèé

δ - ôóíêöiéíèé ïîòåíöiàë, ÿêèì ìîäåëþ¹òüñÿ äiåëåêòðèê i çàïèñó¹òüñÿ ó

âèãëÿäi

F =

∫
dz

[
|▽ψ|2

k2
− (1− V0δ(z))|ψ|2 +

|ψ|4

2

]
,
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äå k = λ/ξ(T ), λ � ãëèáèíà ïðîíèêíåííÿ i ξ(T ) � äîâæèíà êîãåðåíòíî-

ñòi çàëåæíà âiä òåìïåðàòóðè. Ôóíêöiÿ ψ(z) áåðåòüñÿ ó âèãëÿäi: ψ(z) =

R(z)eiφ(z). Â ðåçóëüòàòi îäåðæóþòüñÿ íàñòóïíi ðiâíÿííÿ

1

k

d2R

dz2
+ (1− V0δ(z))(1− j2/R4)R−R3 = 0,

dφ

dz
=
kj

R2 ,

ÿêi ââàæàþòüñÿ ñïðàâåäëèâèìè ó âñüîìó iíòåðâàëè çíà÷åíü z. Íåâiäî-

ìi ñòàëi â ðîçâ'ÿçêàõ öèõ ðiâíÿíü çíàõîäÿòüñÿ ç óìîâ íåïåðåðâíîñòi íà

áàð'¹ði. Ïðîòå âîíè íå îäåðæàëè àíàëiòè÷íî¨ çàëåæíîñòi âèðàçó äëÿ ñòðó-

ìó, à âèêîíàëè ÷èñåëüíi ðîçðàõóíêè, ÿêi âêàçóþòü íà ñêëàäíó çàëåæíiñòü

ñòðóìó âiä ðiçíèöi ôàç, ÿêà â ãðàíèöi ìàëî¨ ïðîçîðîñòi ïåðåõîäèòü ó ñè-

íóñî¨äàëüíó. Òàêà æ ìîäåëü ç ïîäâiéíèì δ - ôóíêöiéíèì áàð'¹ðîì äîñëi-

äæó¹òüñÿ â [71].

Çà íàÿâíîñòi íåìàãíiòíèõ äîìiøîê âèðàç äëÿ ñòðóìó â ïåðøîìó ïî-

ðÿäêó ïîD â ñèëó òåîðåìè Àíäåðñîíà çáiãà¹òüñÿ ç ðåçóëüòàòîì Àìáåãàîêàðà-

Áàðàòîâà (1.1). Ðîçðàõóíîê ñòðóìó ó âèïàäêó äîâiëüíî¨ ïðîçîðîñòi, çà

íàÿâíîñòi äîìiøîê, ¹ äîâîëi ïðîáëåìàòè÷íèì, íàâiòü â ïðîñòié ìîäåëi,

áåç âðàõóâàííÿ çìiíè ÏÂ ïîáëèçó êîíòàêòó iç çàëó÷åííÿì ÷èñåëüíèõ ìå-

òîäiâ ðîçâ'ÿçóâàííÿ ðiâíÿíü äëÿ ôóíêöié Ãðiíà.

Âïëèâ íåìàãíiòíèõ äîìiøîê íà âëàñòèâîñòi SIS � êîíòàêòó ç'ÿñîâó¹òüñÿ

â ðîáîòi Áðàòóñü i Ñâiäçèíñüêîãî [69] ñàìå íà îñíîâi ìåòîäó t - ïðåäñòàâ-

ëåííÿ. �õ ðåçóëüòàòè ¹ âèêëàäåíi â ìîíîãðàôi¨ [12]. Îñîáëèâiñòþ öèõ ðîáiò

¹ òå, ùî âèêîíàíi â íèõ ðîçðàõóíêè ¹ ïðàâèëüíèìè äëÿ ìàëèõ çíà÷åíü

êîåôiöi¹íòà ïðîçîðîñòi äiåëåêòðèêà.

Ñëàáêèé çâ'ÿçîê ÷åðåç íàäïðîâiäíèê (SS'S - êîíòàêò) çà íàÿâíîñòi íå-

ìàãíiòíèõ äîìiøîê ðîçãëÿíóòî â ðîáîòi [72], Êóïðiÿíîâ [74] çàñòîñóâàâ

äî ãðàíè÷íî áðóäíîãî SIS � êîíòàêòó ðiâíÿííÿ Óçàäåëÿ [77] i îäåðæàâ ðå-

çóëüòàòè äëÿ êiëüêîõ çíà÷åíü êîåôiöi¹íòà ïðîçîðîñòi, àëå íå äëÿ áëèçü-
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êèõ äî îäèíèöi. ßêîáñîí [75] çàìiñòü δ - ôóíêöiéíîãî áðàâ ïðÿìîêóòíèé

áàð'¹ð. Â ðîáîòi Âîëêîâà À.Ô. [76] δ - ôóíêöiÿ âèêîðèñòàíà äëÿ îïèñó

SNS � êîíòàêòó.

Êðiì âèùåçãàäàíèõ îðèãiíàëüíèõ äæåðåë, åôåêò Äæîçåôñîíà ìiñòè-

òüñÿ â áàãàòüîõ ïiäðó÷íèêàõ i ìîíîãðàôiÿõ [78�86]. Ìîæëèâi îáëàñòi çà-

ñòîñóâàííÿ åôåêòó Äæîçåôñîíà ðîçãëÿíóòî â [88] 1.

Iíøèé òèï íàäïðîâiäíèõ êîíòàêòiâ, ÿêèì ïðèäiëÿ¹òüñÿ çíà÷íà óâà-

ãà, öå ¹ êîíòàêòè òèïó S − C − S ( äå Ñ - îçíà÷à¹ ãåîìåòðè÷íå çâó-

æåííÿ (constriction), ÷åðåç ÿêå âñòàíîâëþ¹òüñÿ çâ'ÿçîê ìiæ ìàñèâíèìè

íàäïðîâiäíèìè åëåêòðîäàìè). Íàäïðîâiäíi çâóæåííÿ ìîæóòü áóòè çìî-

äåëüîâàíi, ÿê îòâið äiàìåòðîì d â ïëîùèíi ìiæ äâîìà íàäïðîâiäíèêàìè,

÷åðåç ÿêèé åëåêòðîíè ìîæóòü ïðîíèêàòè ç ëiâîãî ïiâïðîñòîðó â ïðàâèé,

àáî íàâïàêè (òàê çâàíèé òî÷êîâèé êîíòàêò). Â iíøié ìîäåëi (ìiêðîìi-

ñòîê) çâóæåííÿ ìîäåëþ¹òüñÿ òîíêèì êàíàëîì äîâæèíîþ L â êîíòàêòi

ç íàäïðîâiäíèìè áåðåãàìè. Àñëàìàçîâ i Ëàðêií [53] íà îñíîâi ðiâíÿíü

Ãiíçáóðãà-Ëàíäàó ïîêàçàëè, ùî â áðóäíié ãðàíèöi i äëÿ ìàëèõ ðîçìiðiâ

çâóæåííÿ L, d≪ ξ(T ) çâ'ÿçîê ìiæ ñòðóìîì i ðiçíèöåþ ôàç ìiæ áåðåãàìè

êîíòàêòó äàþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿì

I = Ic sinφ, Ic = π△2
0(T )/4eRNTc, (1.3)

äå △0(T ) - àáñîëþòíå çíà÷åííÿ ÏÂ â ìàñèâíèõ áåðåãàõ, RN - íîðìàëü-

íèé îïið ìiêðîìiñòêà. Êðèòè÷íèé ñòðóì ìiêðîìiñòêà (1.3) çàëåæèòü âiä

äîâæèíè ìiñòêà, ÿê Ic ∼ 1

L
. Ïðîòå âèðàç (1.3) ¹ ïðàâèëüíèé â ìåæàõ

çàñòîñîâíîñòi òåîði¨ Ãiíçáóðãà-Ëàíäàó, òîáòî äëÿ òåìïåðàòóð, áëèçüêèõ

äî êðèòè÷íî¨ i L, d ≫ ξ0 (ξ0 =
υ0

2πTc
). Ó âèïàäêó ìàëèõ çáóðåíü, ðîç-

1Ó ìîíîãðàôi¨ [64] çà 1970 ðiê àâòîðè â ïåðåäìîâi íàïèñàëè � "Ìîæíà íå ñóìíiâàòèñü, ùî òóíåëü-

íèé åôåêò Äæîçåôñîíà (â øèðîêîìó çìiñòi öüîãî ñëîâà) ùå òðèâàëèé ÷àñ áóäå ïðèâåðòàòè óâàãó

äîñëiäíèêiâ � íàóêîâèõ ñïiâðîáiòíèêiâ òà iíæåíåðiâ � ÿê â îáëàñòi ïîäàëüøîãî âèâ÷åííÿ ôiçèêè öüî-

ãî ÿâèùà, òàê i ç òî÷êè çîðó âèêîðèñòàííÿ óíiêàëüíèõ âëàñòèâîñòåé äæîçåôñîíiâñüêèõ òóíåëüíèõ

êîíòàêòiâ â ïðèêëàäíèõ öiëÿõ"i ìè, ñó÷àñíèêè, áà÷èìî íàñêiëüêè âîíè áóëè ïðàâi.
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ìiðè ÿêèõ ¹ ïîðÿäêó äîâæèíè êîãåðåíòíîñòi àáî ìåíøi, âèðàç (1.3) ¹

íåïðèäàòíèì, à äëÿ îäåðæàííÿ ïðàâèëüíîãî ðåçóëüòàòó íåîáõiäíî çàñòî-

ñóâàòè ìiêðîñêîïi÷íèé ïiäõiä íàâiòü äëÿ òåìïåðàòóð, áëèçüêèõ äî êðèòè-

÷íî¨. Òàêà ìiêðîñêîïi÷íà òåîðiÿ ñòàöiîíàðíîãî åôåêòó Äæîçåôñîíà äëÿ

ìiêðîçâóæåíü â áàëiñòè÷íîìó ðåæèìi áóëà ðîçðîáëåíà Êóëèêîì òà Îìå-

ëüÿí÷óêîì [55] ïðè äîâæèíi ìiñòêà L = 0 i äiàìåòði îòâîðó d ≪ ξ0. �õ

ðåçóëüòàò

I =
π△0(T )

eR0
sin

φ

2
th

△0(T ) cos
φ

2
2T

, R−1
0 =

1

2
Se2υ0N(0), (1.4)

äå S =
πd2

4
- ïëîùà îáëàñòi êîíòàêòó ìiæ íàäïðîâiäíèêàìè. Ïðè òåìïå-

ðàòóðàõ, áëèçüêèõ äî êðèòè÷íî¨, âèðàç (1.4) óçãîäæó¹òüñÿ iç ðåçóëüòàòîì

(1.3) â ÿêîìó çàìiñòü RN ïîòðiáíî ïiäñòàâèòè R0. Â ðîáîòi Çàðåÿíà, Êî-

ëåñíi÷åíêà i Îìåëüÿí÷óêà [95] ïðåäñòàâëåíà ìiêðîñêîïi÷íà òåîðiÿ ñòðó-

ìîâèõ ñòàíiâ â ìiêðîìiñòêàõ äîâiëüíî¨ äîâæèíè (àëå L, d > λ0 =
ℏ
p0
) â

ìàñøòàái äîâæèíè êîãåðåíòíîñòi. Äëÿ òåìïåðàòóð, áëèçüêèõ äî êðèòè-

÷íî¨, íèìè áóëà äîñëiäæåíà çàëåæíiñòü êðèòè÷íîãî ñòðóìó Äæîçåôñîíà

âiä âiäíîøåííÿ
L

ξ0
i ïðîàíàëiçîâàíî ïåðåõiä âiä âèïàäêó Ic(L = 0) (1.4)

äî Ic ∼ 1

L
(1.3) iç çáiëüøåííÿì äîâæèíè L. Â îñíîâi öüîãî äîñëiäæåí-

íÿ áóëè êâàçiêëàñè÷íi ðiâíÿííÿ Àéëåíáåðãåðà [96] äëÿ ôóíêöié Ãðiíà ç

âiäïîâiäíèìè ãðàíè÷íèìè óìîâàìè äëÿ íèõ [55]. Âiäïîâiäíèé âèðàç äëÿ

ñòðóìó îäåðæàíèé öèìè àâòîðàìè

I = I0
16T 2

υ0

∑
ω>0

[
1

ω2

〈
υze

−
ωL

υz

〉
vz>0

+
2

ω

L/2∫
0

dzq(z)

〈
e
−
2ω

υz
z
〉

υz>0

]
sinφ,

(1.5)
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äå ôóíêöiÿ q(z) çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ

q(z) = 2λπT
∑
ω>0

1

ω

〈
e
−
ωL

υz sh
2ωz

υz

〉
vz>0

+

L/2∫
−L/2

dz′q(z′)λ2πT
∑
ω>0

〈
1

υz
e
−
2ω

υz
z
〉

υz>0

(1.6)

Âèðàç (1.5) ïðè L=0 óçãîäæó¹òüñÿ ç ðåçóëüòàòîì (1.4) ïðè òåìïåðà-

òóðàõ, áëèçüêèõ äî êðèòè÷íî¨. À ïðè L ≫ ξ0 ç (1.5) ìîæíà âiäòâîðèòè

ðåçóëüòàò, îäåðæàíèé íà îñíîâi òåîði¨ Ãiíçáóðãà-Ëàíäàó äëÿ ÷èñòèõ ìi-

êðîìiñòêiâ â ðîáîòi [56], êðiì òîãî, îäåðæàíi ïîïðàâêè äî ñòðóìó â [55],

ïîâ'ÿçàíi ç ñêií÷åííiñòþ äîâæèíè çâóæåííÿ. Âèïàäîê äîâiëüíî¨ ïðîçî-

ðîñòi òî÷êîâîãî êîíòàêòó äîñëiäæóâàâñÿ ðiçíèìè àâòîðàìè [94,30,97-98].

�õ ðåçóëüòàò:

j =
π

4
eυ0N(0)

△2(T )D

|ε(φ)|
sinφ th

|ε(φ)|
2T

,

äå ε(φ) = ±△(T )

√
1−D sin2

φ

2
- äèñêðåòíi åíåðãåòè÷íi ðiâíi çâ'ÿçàíèõ

ñòàíiâ, ÿêi âèíèêàþòü ïðè åíåðãiÿõ ìåíøèõ çà âåëè÷èíó åíåðãåòè÷íèõ

ùiëèíè i ëîêàëiçîâàíi â îêîëi êîíòàêòó. Öi ñòàíè ïåðåíîñÿòü îñíîâíó

÷àñòêó íàäñòðóìó ÷åðåç êîíòàêò. ßê ïîêàçàíî â [99], öi ñòàíè iñíóþòü

íàâiòü â ñëàáêèõ çâ'ÿçêàõ, øèðèíà ÿêèõ ¹ íàáàãàòî áiëüøà çà äîâæèíó

êîãåðåíòíîñòi ξ0 . Â öié ðîáîòi äîñëiäæóâàâñÿ âèïàäîê çâóæåíü äîâiëü-

íî¨ äîâæèíè L, âiä ãðàíè÷íîãî âèïàäêó
L

ξ0
→ 0 (òî÷êîâèé êîíòàêò) äî

ïðîòèëåæíîãî ãðàíè÷íîãî âèïàäêó
L

ξ0
≫ 1 (ïðîñòîðîâî îäíîðiäíèé êâà-

çiîäíîâèìiðíèé íàäïðîâiäíèê). Â îñíîâi öüîãî äîñëiäæåííÿ ¹ ïiäõiä, ÿêèé

áàçó¹òüñÿ íà ëîêàëüíîìó îïèñi íàäïðîâiäíèõ ìåçîñêîïi÷íèõ ñèñòåì ç âè-

êîðèñòàííÿì ôîðìàëiçìó íåðiâíîâàæíèõ ôóíêöié Ãðiíà.

Ùî æ äî äàíî¨ ðîáîòè òî îäíi¹þ iç çàäà÷, ÿêó öiêàâèì ¹ ðîçãëÿíó-

òè áóëà çàäà÷à ïðî êîíòàêò, ÿêèé íå áóâ áè äóæå øèðîêèì â ìàñøòàái
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äîâæèíè êîãåðåíòíîñòi ξ0. Ñïðàâà â òîìó, ùî â çãàäàíèõ âèùå ðîáîòàõ

ïðîñòi àñèìïòîòè÷íi ôîðìóëè îäåðæóþòüñÿ ó âèïàäêàõ øèðîêèõ êîíòà-

êòiâ, êîëè d≫ ξ0, à â òèõ âèïàäêàõ, êîëè ¹ ïðîçîðiñòü, ôîðìàëüíî ìîæíà

îäåðæàòè ðåçóëüòàò äëÿ áóäü-ÿêî¨ ïðîçîðîñòi, àëå, ïðè D íå çíà÷íî ìåí-

øå îäèíèöi âiäïîâiäü óñêëàäíþ¹òüñÿ, çîêðåìà, ôàçîâà çàëåæíiñòü ñòðó-

ìó. Ïðîñòi ôîðìóëè âèíèêàþòü, êîëè D ≪ 1. Îäíàê ìîäåëü ç ñòàëèì

ïî ìîäóëþ ∆ ïðè íåìàëèõ D ìà¹ áóòè âäîñêîíàëåíà, àáè âðàõóâàòè âíå-

ñîê â ñòðóì, çóìîâëåíèé ïðîñòîðîâîþ çìiíîþ ÏÂ. Òîìó áóëî âèðiøåíî

âäîñêîíàëèòè òåîðiþ i âðàõóâàòè âïëèâ ïðîñòîðîâî¨ çìiíè ÏÂ íà âåëè÷è-

íó ñòðóìó. Óíiêàëüíà ìîæëèâiñòü îäåðæàòè òåîðiþ, ÿêà á íå âèêëèêàëà

ÿêèõîñü ñóìíiâiâ â òîìó ïëàíi, ùî âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ñïðîùåíà ìîäåëü,

öå ¹ òåîðiÿ ïîáëèçó êðèòè÷íî¨ òåìïåðàòóðè. Åôåêò, ÿêèé òóò äîäàòêîâî

ìà¹ áóòè âçÿòèé äî óâàãè � öå âïëèâ ñòðóìó íà ïðîñòîðîâó çìiíó ÏÂ. Öå

íåëiíiéíèé çâîðîòíèé åôåêò, ÿêèé ïðèâîäèòü äî ñóòò¹âîãî óñêëàäíåííÿ

â òåîði¨, îñêiëüêè ìè îòðèìó¹ìî êóái÷íå ðiâíÿííÿ, ïðè ðîçâ'ÿçêó ÿêî-

ãî òðåáà âèîêðåìèòè ç òðüîõ êîðåíiâ ïîòðiáíèé. Çíà÷íå ìiñöå â ðîáîòi i

ïîñiäà¹ ðîçâ'ÿçàííÿ öi¹¨ ïðîáëåìè.



Ðîçäië 2

ÇÀÃÀËÜÍÀ ÑÕÅÌÀ ÎÏÈÑÓ ÍÀÄÏÐÎÂIÄÍÈÕ

ÊÎÍÒÀÊÒIÂ ÏÎÁËÈÇÓ ÊÐÈÒÈ×ÍÎ� ÒÅÌÏÅÐÀÒÓÐÈ

Äàíèé ðîçäië ïðèñâÿ÷åíèé çàãàëüíié ñõåìi äîñëiäæåííÿ íàäïðîâiäíèõ

êîíòàêòiâ ïðè òåìïåðàòóðàõ, áëèçüêèõ äî êðèòè÷íî¨. Âàæëèâîþ âåëè-

÷èíîþ, ÿêà õàðàêòåðèçó¹ íàäïðîâiäíó ñòðóêòóðó, ¹ ÏÂ ∆(r⃗). ÏÂ � êîì-

ïëåêñíà ôóíêöiÿ, ìîäóëü ÿêî¨ íå çàëåæèòü âiä êîîðäèíàò â ïðîñòîðîâî

îäíîðiäíîìó íàäïðîâiäíèêó i ¹ ôóíêöi¹þ ëèøå âiä òåìïåðàòóðè. Ó âè-

ïàäêó íåîäíîðiäíîãî íàäïðîâiäíèêà ìà¹ìî çàëåæíiñòü òàêîæ i âiä êî-

îðäèíàò. Îñêiëüêè ãîëîâíà ìåòà ðîáîòè � îòðèìàòè âèðàç äëÿ ãóñòèíè

ñòðóìó â íàäïðîâiäíèõ êîíòàêòàõ, âèõiäíà ôîðìóëà äëÿ ÿêîãî ¹ ôóí-

êöiîíàëîì ∆(r⃗), òî íåîáõiäíî äîñëiäèòè ïðîñòîðîâó çìiíó ÏÂ. Òàê ÿê âñi

ðîçðàõóíêè âèêîíóþòüñÿ äëÿ îáëàñòi òåìïåðàòóð, áëèçüêèõ äî êðèòè-

÷íî¨, òîìó ìîæíà âèêîðèñòàòè òåîðiþ Ãiíçáóðãà-Ëàíäàó äëÿ çíàõîäæå-

ííÿ ïðîñòîðîâî¨ çìiíè ÏÂ. Ðîçâ'ÿçîê âiäïîâiäíîãî ðiâíÿííÿ ìiñòèòèìå

íåâiäîìó ñòàëó, äëÿ çíàõîäæåííÿ ÿêî¨ íåáõiäíî ìàòè ãðàíè÷íó óìîâó.

Ïîñëiäîâíèé ìiêðîñêîïi÷íèé îïèñ îäåðæàííÿ ãðàíè÷íî¨ óìîâè äëÿ

ÐÃË, âèõîäÿ÷è ç ËIÐ äëÿ ÏÂ ïîáëèçó ãðàíèöi íåîäíîðiäíîñòi, áóëî âè-

êîíàíî â ðîáîòi Ãàëàéêî Â.Ï., Ñâiäçèíñüêèé À.Â., Ñëþñàðåâ Â.À. [9], à

áiëüø äîêëàäíî ðîçâèíåíèé â ìîíîãðàôiÿõ Ñâiäçèíñüêîãî À.Â. [10�12].

Äàíèé ðîçäië â çíà÷íié ìiði íàñëiäó¹ îñíîâíi iäå¨ çàêëàäåíi â öèõ ðîáîòàõ

ç äåÿêèìè ìîäèôiêàöiÿìè, çîêðåìà çàïðîïîíîâàíèé íîâèé âàðiàíò âàðià-

22
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öiéíîãî ïðèíöèïó äëÿ çíàõîäæåííÿ ãðàíè÷íî¨ óìîâè äëÿ ÐÃË íàçâàíèé

ìåòîäîì êâàçiîðòîãîíàëüíîñòi äî àñèìïòîòèêè.

Â ïiäïóíêòi 2.2.1 íà ïðèêëàäi NS � êîíòàêòó âèêëàäåíî çàãàëüíó ñõå-

ìó îäåðæàííÿ ËIÐ äëÿ ÏÂ ïîáëèçó ãðàíèöi, âèõîäÿ÷è iç ñèñòåìè ðiâ-

íÿíü Ãîðüêîâà äëÿ ìàöóáàðiâñüêèõ ôóíêöié Ãðiíà iç çàëó÷åííÿì óìîâè

ñàìîóçãîäæåíîñòi. Êîëè âiäõîäèòè âiä ãðàíèöi â ãëèá íàäïðîâiäíèêà (íà

âiäñòàíü ïîðÿäêó ξ(T ) =

√
7ζ(3)

12

ξ0√
1− T/Tc

), òî ËIÐ âòðà÷à¹ ñâîþ ÷èí-

íiñòü, i ÏÂ îïèñó¹òüñÿ ÐÃË. ßê âiäáóâà¹òüñÿ ïåðåõiä âiä ËIÐ äî ÐÃË, â

ìiðó âiääàëåííÿ âiä ãðàíèöi ðîçãëÿíóòî â ïiäïóíêòi 2.2.2, à 2.2.3 ç óìîâ

çøèâó àñèìïòîòèê ðîçâ'ÿçêiâ ËIÐ i ÐÃË â îáëàñòi ¨õ ñïiëüíî¨ ÷èííîñòi

(ξ0 ≪ z ≪ ξ(T )), äëÿ îñòàííüîãî çíàéäåíî ãðàíè÷íó óìîâó. Ïðîòå ãðà-

íè÷íà óìîâà ìiñòèòü êîíñòàíòó, ÿêó íåîáõiäíî çíàéòè, âèõîäÿ÷è ç ËIÐ.

Íàáëèæåííi ñïîñîáè îá÷èñëåííÿ öi¹¨ êîíñòàíòè ïîäàíi â ïóíêòi 2.3.

2.1 Êîíòàêò íîðìàëüíîãî ìåòàëó i íàäïðîâiäíèêà

2.1.1 Ïîáóäîâà ËIÐ äëÿ ÏÂ ïîáëèçó NS�ãðàíèöi.

Ðîçãëÿíåìî êîíòàêò íîðìàëüíîãî ìåòàëó i íàäïðîâiäíèêà (íàäàëi NS-

êîíòàêò). Ââàæàòèìåìî ãðàíèöþ ðîçäiëó ïëîñêîþ i òàêîþ, ùî âiäáèòòÿ

åëåêòðîíiâ âiä íå¨ âiäñóòí¹, òîáòî D = 1. Íåõàé ïiâïðîñòið z > 0 çàïîâ-

íþ¹ íàäïðîâiäíèê, à z < 0 � íîðìàëüíèé ìåòàë.

Îäåðæèìî ðiâíÿííÿ, ÿêi îïèñóþòü ïîâåäiíêó ÏÂ â íàäïðîâiäíié îáëà-

ñòi, i äîñëiäèìî ¨õ ðîçâ'ÿçêè. ßê âiäîìî ç ìiêðîñêîïi÷íî¨ òåîði¨ íàäïðîâiä-

íîñòi [10 � 11], äæåðåëîì iíôîðìàöi¨ ïðî ïðîñòîðîâó ïîâåäiíêó ïàðàìåòðà

âïîðÿäêóâàííÿ ¹ óìîâà ñàìîóçãîäæåíîñòi

∆(r⃗) = |g|T
∑
ωn

Fωn
(r⃗, r⃗), (2.1)

äå g - êîíñòàíòà çâ'ÿçêó, ÿêà äîðiâíþ¹ íóëþ â íîðìàëüíîìó ìåòàëi i ¹
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ñòàëîþ â íàäïðîâiäíèêó; Ò � òåìïåðàòóðà; Fωn
(r⃗, r⃗) � òàê çâàíà àíîìà-

ëüíà ôóíêöiÿ Ãðiíà, ÿêà ¹ ôóíêöiîíàëîì âiä ∆(r⃗).

F - ôóíêöiÿ çàäîâîëüíÿ¹ ñèñòåìó ðiâíÿíü Ãîðüêîâà
(iωn + ξ̂)Gωn

(r⃗, r⃗′) + ∆(r⃗)Fωn
(r⃗, r⃗′) = δ(r⃗ − r⃗′),

(iωn − ξ̂)Fωn
(r⃗, r⃗′)+

∗
∆ (r⃗)Gωn

(r⃗, r⃗′) = 0.

(2.2)

Òóò ωn = πT (2n + 1) � íåïàðíà ìàöóáàðiâñüêà ÷àñòîòà, Gωn
(r⃗, r⃗′) �

ìàöóáàðiâñüêà ôóíêöiÿ Ãðiíà, ξ̂ =
ˆ⃗p2

2m
− µ. Ùîá îäåðæàòè ôóíêöiî-

íàëüíó çàëåæíiñòü Fωn
(r⃗, r⃗′) âiä ∆(r⃗), ïîòðiáíî ðîâ'ÿçàòè ñèñòåìó ðiâ-

íÿíü (2.2). Çðîáèòè öå àíàëiòè÷íî â çàãàëüíîìó âèïàäêó ¹ íå ìîæëèâèì.

Ïðîòå, îñêiëüêè ïðèéìà¹ìî äî ðîçãëÿäó îáëàñòü òåìïåðàòóð, áëèçüêó äî

êðèòè÷íî¨, ðîâ'ÿçîê ìîæíà îäåðæàòè íàáëèæåíî ó âèãëÿäi ðîçêëàäó çà

ñòóïåíÿìè ÏÂ, ÿêèé ¹ ìàëèì ïîáëèçó êðèòè÷íî¨ òåìïåðàòóðè.

Çàïèøåìî ñèñòåìó (2.2) â íóëüîâîìó íàáëèæåííi ïî ∆(r⃗) (iωn + ξ̂)G(0)
ωn
(r⃗, r⃗′) = δ(r⃗ − r⃗′),

(iωn − ξ̂)F
(0)
ωn (r⃗, r⃗

′) = 0
(2.3)

Ç äðóãîãî ðiâíÿííÿ ìà¹ìî F (0)
ωn (r⃗, r⃗

′) ≡ 0. Ñïðàâäi, ìè äëÿ îäåðæàííÿ

(2.3) ïîêëàëè â (2.2) ∆(r⃗) = 0, òîáòî ôàêòè÷íî ðîçãëÿäà¹ìî íîðìàëüíèé

ìåòàë, à â íîðìàëüíîìó ìåòàëi F - ôóíêöiÿ äîðiâíþ¹ íóëåâi. Âiçüìåìî

äðóãå ðiâíÿííÿ ñèñòåìè (2.2) â ïåðøîìó íàáëèæåííi

(iωn − ξ̂)F (1)
ωn

(r⃗, r⃗′)+
∗
∆ (r⃗)G(0)

ωn
(r⃗, r⃗′) = 0.

Ç ïåðøîãî ðiâíÿííÿ ñèñòåìè (2.3), çàïèñàíîãî â ñèìâîëi÷íié ôîðìi, îäåð-

æó¹ìî

G(0)
ωn

= (iωn + ξ̂)−1. (2.4)

Ç îñòàííüîãî ðiâíÿííÿ, âðàõîâóþ÷è (2.4), çíàõîäèìî

F (1)
ωn

= G
(0)
−ωn

∗
∆ G(0)

ωn
.
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Ïåðåõîäÿ÷è äî êîíôiãóðàöiéíîãî ïðåäñòàâëåííÿ, äëÿ ôóíêöi¨ F (1)
ωn (r⃗, r⃗) â

ëiíiéíîìó ïî ∆(r⃗) íàáëèæåííi îòðèìó¹ìî

F (1)
ωn

(r⃗, r⃗′) =

∫
dr⃗′G

(0)
−ωn

(r⃗, r⃗′)G(0)
ωn
(r⃗, r⃗′)∆∗(r⃗), (2.5)

G
(0)
ωn (r⃗, r⃗

′) � ìàöóáàðiâñüêà ôóíêöiÿ Ãðiíà íîðìàëüíîãî ìåòàëó, äëÿ ÿêî¨

íà îñíîâi (2.4) ìà¹ìî

G(0)
ωn
(r⃗) =

1

(2π)3

∫
eip⃗r⃗

iωn − ξp
dp⃗. (2.6)

Öåé iíòåãðàë ìîæíà îá÷èñëèòè íàáëèæåíî, îñêiëüêè îñíîâíèé âíåñîê â

íàäïðîâiäíèé ñòàí äàþòü åëåêòðîíè, iìïóëüñè ÿêèõ áëèçüêi äî ôåðìi¹â-

ñüêîãî p0.

Ïåðø çà âñå ïåðåéäåìî â (2.6) äî ñôåðè÷íèõ êîîðäèíàò

G(0)
ωn
(r⃗) =

1

(2π)3

2π∫
0

dφ

π∫
0

dθ

∞∫
0

dp p2
eipr cos θ

iωn − ξp
sin θ =

=
1

(2π)2

∞∫
0

dp p2
1∫

−1

eiprx

iωn − ξp
dx =

1

(2π)2
1

ir

∞∫
0

dp p
eipr − e−ipr

iωn − ξp
.

Äàëi, ïðèéìàþ÷è, ùî

ξ =
p2

2m
− p20

2m
=

1

2m
(p− p0)(p+ p0) ∼=

1

2m
2p0(p− p0) = v0(p− p0),

òîáòî p = p0+
ξ

v0
, ïåðåéäåìî äî çìiííî¨ ξ i çàìiíèìî ôóíêöi¨, ùî ïîâiëüíî

çìiíþþòüñÿ ïiä iíòåãðàëîì ¨õ çíà÷åííÿì ïðè p = p0. Â ðåçóëüòàòi îäåð-

æèìî

G(0)
ωn
(r⃗) =

m

(2π)2
1

ir

∞∫
−∞

eip0re
i
ξ
v0 r − e−ip0re

−i
ξ
v0 r

iωn − ξ
dξ =

=
m

(2π)2ir

{
eip0r

∞∫
−∞

e
i rv0 ξ

iωn − ξ
dξ − eip0r

∞∫
−∞

e
−i rv0 ξ

iωn − ξ
dξ

}
=

= −m

2π
eip0rsignωne

−i
|ωn|
v0 r

. (2.7)
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Ïîâåðíåìîñÿ òåïåð äî óìîâè ñàìîóçãîäæåíîñòi (2.1) i ïåðåïèøåìî ¨¨, áå-

ðó÷è äî óâàãè âèêîíàíèé âèùå ðîçêëàä (2.5). Â ðåçóëüòàòi îäåðæèìî

ðiâíÿííÿ

∆(r⃗) = |g|T
∑
ωn

∫
dr⃗′

∗
G

(0)

−ωn
(r⃗ − r⃗′)

∗
G

(0)

ωn
(r⃗′ − r⃗)∆(r⃗′),

àáî â iíøié ôîðìi

∆(r⃗) =

∫
dr⃗′K(r⃗ − r⃗′)∆(r⃗′), (2.8)

òóò K(r⃗ − r⃗′) ÿäðî ðiâíÿííÿ, âèðàç äëÿ ÿêîãî ìà¹ âèãëÿä

K(r⃗ − r⃗′) = |g|T
∑
ωn

∗
G

(0)

−ωn
(r⃗ − r⃗′)

∗
G

(0)

ωn
(r⃗′ − r⃗). (2.9)

Òîäi äëÿ K(r⃗) íà ïiäñòàâi (2.8) òà (2.9) îäåðæèìî

K(r⃗) =
|g|m2

4π2r2
Tc
∑
ωn

exp(−2
|ωn|
v0

r). (2.10)

Çàóâàæèìî, ùî â ïîäàëüøèõ ïåðåòâîðåííÿõ ìîæíà ââàæàòè iíòåã-

ðóâàííÿ ïîøèðåíèì íà âåñü íåñêií÷åííèé ïðîñòið, ÿêùî ïiä g ðîçóìiòè

ôóíêöiþ âiä êîîðäèíàò. Ëèøå ó âiäïîâiäi ìîæíà âðàõóâàòè, ùî |g(z)| =

|g|θ(z).

Âiçüìåìî äî óâàãè, ùî ∆ çàëåæèòü ëèøå âiä z i çàïèøåìî ðiâíÿííÿ

äëÿ ∆(z) â òàêié ôîðìi

∆(z) =
|g|m2

4π2
Tc
∑
ωn

∫
exp(−2

|ωn|
v0

r1)∆(z + z1)
dr⃗1

r21

(ìè ââåëè çàìiíó r⃗1 = r⃗′ − r⃗). Çàïèøåìî iíòåãðàë ïî r⃗1 â öèëiíäðè÷íèõ

êîîðäèíàòàõ i âèêîíà¹ìî iíòåãðóâàííÿ ïî àçèìóòàëüíîìó êóòó. Òîäi, îñêi-

ëüêè r21 = ρ2 + z21 , ìà¹ìî

∆(z) =
|g|m2

2π
Tc
∑
ωn

∞∫
0

dρ ρ

∫ exp

(
−2

|ωn|
v0

√
ρ2 + z21

)
ρ2 + z21

∆(z + z1)dz1.
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Ïîêëàäàþ÷è ρ = z1u,
√
1 + u2 = 1/x, îòðèìó¹ìî ïiñëÿ ïåðåõîäó äî çìií-

íèõ z òà z′:

∆(z) =
|g|m2

2π
Tc
∑
ωn

1∫
0

dx

x

∞∫
0

exp(−2|ωn|
v0x

|z − z′|)∆(z′)dz′. (2.11)

Òóò ìè âçÿëè äî óâàãè, ùî |g| çíèêà¹ ïðè z < 0. Ñêîðèñòà¹ìîñÿ òàêîæ

ñïiââiäíîøåííÿì
m2

2π
=
π

v0
N(0) i çàïèøåìî öå ðiâíÿííÿ ÷åðåç áåçðîçìið-

íó êîíñòàíòó çâ'ÿçêó ρ = |g|N(0). Â öèõ ïîçíà÷åííÿõ îñòàòî÷íî ìà¹ìî

∆(z) =

∞∫
0

K(z − z′)∆(z′)dz′, z > 0. (2.12)

K(z) =
πρTc
v0

∑
ωn

1∫
0

dx

x
exp

(
−2|ωn|
v0x

|z|
)
. (2.13)

Òàêèì ÷èíîì, îòðèìàíî ËIÐ äëÿ ÏÂ íà ïiâîñi ç ðiçíèöåâèì ÿäðîì, ÿêå

ìiíÿ¹òüñÿ íà õàðàêòåðíié äîâæèíi ξ0 =
v0

2πTc
. ßäðî ìà¹ äåÿêi âàæëèâi

îñîáëèâîñòi, ÿêi âàðòî îäðàçó âçÿòè äî óâàãè: 1) K(z) � ïàðíà ôóíêöiÿ

z; 2) K(z) ïîçèòèâíå;

3)

∞∫
−∞

K(z)dz = K̃(0) = πρTc
∑
ωn

1

|ωn|
= 1; 4) 1 − K̃(p) ìà¹ ¹äèíèé íóëü

äðóãîãî ïîðÿäêó â òî÷öi p = 0 (òóò K̃(p) � ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹). Âëà-

ñòèâiñòü 3) âèïëèâà¹ ç âèçíà÷åííÿ êðèòè÷íî¨ òåìïåðàòóðè; îáðiçàííÿ íà

äåáà¨âñüêié ÷àñòîòi ìà¹òüñÿ íà óâàçi. Âëàñòèâiñòü 4) âèïëèâà¹ ç 3) i òîãî,

ùî K̃(p) =
2πρTc
v0

∑
ωn

1

p
arctg

v0p

2|ωn|
. Ôàêòè÷íî, âðàõîâóþ÷è 3), îòðèìó¹ìî

äëÿ ìàëèõ p àñèìïòîòèêó

1− K̃(p) ∼ 7ζ(3)

24π2
ρ ξ20 p

2.

Iç çàçíà÷åíîãî ëåãêî ïîáà÷èòè, ùî àñèìïòîòèêà ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ

(2.12) íà íåñêií÷åííîñòi ¹ ëiíiéíîþ. Ïåðåêîíàòèñÿ â öüîìó íåâàæêî: ïðè

z → +∞ âíåñîê â iíòåãðàë (2.12) äàþòü âåëèêi z′, îòæå, â öüîìó iíòåãðàëi
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ìîæíà ðîçòÿãíóòè íèæíþ ãðàíèöþ äî −∞. Ïiñëÿ ïåðåõîäó äî ôóð'¹-

îáðàçiâ îòðèìó¹ìî

(1− K̃(p))∆̃as(p) = 0.

Îñêiëüêè 1 − K̃(p) ∼ p2 ïðè ìàëèõ p, ìà¹ìî: ∆̃as(p) = c1δ(p) + c2δ
′(p),

çâiäêè é âèïëèâà¹ ëiíiéíiñòü àñèìïòîòèêè â êîíôiãóðàöiéíîìó ïðîñòîði.

Âòiì, òå, ùî ëiíiéíà ôóíêöiÿ çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ (2.12) ïðè z → ∞,

ìîæíà ëåãêî ïîáà÷èòè i áåç ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹. ßêùî ïiäñòàâèòè ëiíié-

íó ôóíêöiþ ∆′z +∆, äå ∆′ òà ∆ � ñòàëi, â ðiâíÿííÿ (2.12), îäåðæèìî

∆′z+∆ = (∆′z+∆)πρTc
∑
ωn

1

|ωn|
+
π

4
∆′ρv0Tc

∑
ωn

1

ω2
n

1∫
0

x exp(−2|ωn|
v0x

z)dx−

−π
2
∆ρTc

∑
ωn

1

|ωn|

1∫
0

exp(−2|ωn|
v0x

z)dx.

Îñêiëüêè πρTc
∑
ωn

1

|ωn|
= 1, à ðåøòà ÷ëåíiâ ó ïðàâié ÷àñòèíi åêñïîíåí-

öiàëüíî ïðÿìóþòü äî íóëÿ ïðè z → +∞, ëiíiéíà ôóíêöiÿ ¹ àñèìïòî-

òè÷íèì ðîçâ'ÿçêîì.

Äëÿ ïîäàëüøîãî àíàëiçó çðó÷íî çàïèñàòè iíòåãðàëüíå ðiâíÿííÿ â áåç-

ðîçìiðíèõ çìiííèõ. Ïîêëàäiìî ζ = z/ξ0, òîäi öå ðiâíÿííÿ çàïèøåòüñÿ ó

òàêîìó âèãëÿäi

∆(ζ) =
ρ

2

∞∫
0

dζ ′∆(ζ ′)

1∫
0

dx

x

∑
n

exp

{
−|2n+ 1|

x
|ζ − ζ ′|

}
, (2.14)

à éîãî ÿäðî òàê:

K(ζ) =
ρ

2

1∫
0

dx

x

∑
n

exp

{
−|2n+ 1|

x
|ζ|
}
. (2.15)

ßêùî âèäiëèòè àñèìïîòèêó íà íåñêií÷åííîñòi, íåâiäîìèé ðîçâ'ÿçîê ìî-

æíà çàïèñàòè ÷åðåç íîâó ôóíêöiþ ψ(ζ), ÿêà ïðÿìó¹ äî íóëÿ ïðè ζ → ∞:

∆(ζ) = ζ + q∞ + ψ(ζ). (2.16)
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Òóò q∞ � êîíñòàíòà, ÿêó ñëiä îá÷èñëèòè, îñêiëüêè âîíà âèçíà÷à¹ ãðàíè-

÷íó óìîâó äëÿ ÐÃË. Ïiäñòàâèìî (2.16) â (2.14) i ñêîðèñòó¹ìîñÿ âëàñòè-

âiñòþ ÿäðà

∞∫
−∞

K(ζ)dζ = 1, à òàêîæ éîãî ïàðíiñòþ. Îòðèìà¹ìî

ψ(ζ)−
∞∫
0

K(ζ−ζ ′)ψ(ζ ′)dζ ′ =
∞∫
0

K(ζ+ζ ′)ζ ′dζ ′−q∞

∞∫
0

K(ζ+ζ ′)dζ ′. (2.17)

Ëåãêî áà÷èòè, ùî çàäàíå q∞ âiäïîâiäà¹ öiëêîì ïåâíîìó ðîçâ'ÿçêó ψ(ζ).

Äîâåäåìî öå âiä ñóïðîòèâíîãî. ßêáè ïðè äàíîìó q∞ òàêèõ ðîçâ'ÿçêiâ

áóëî äâà ψ1(ζ, q∞) òà ψ2(ζ, q∞), òî äëÿ ¨õ ðiçíèöi ψ1(ζ, q∞)− ψ2(ζ, q∞) =

χ(ζ, q∞) îòðèìàëè á îäíîðiäíå ðiâíÿííÿ äëÿ ôóíêöié χ ç êëàñó ôóíêöié,

ùî íà íåñêií÷åííîñòi îáåðòàþòüñÿ íà íóëü

χ(ζ, q∞)−
∞∫
0

K(ζ − ζ ′)χ(ζ ′, q∞)dζ ′ = 0.

Îäíàê â öüîìó êëàñi öå ðiâíÿííÿ ìà¹ ëèøå íóëüîâèé ðîçâ'ÿçîê. Ñïðàâ-

äi, õàé ζ0 ¹ çíà÷åííÿì, äëÿ ÿêîãî |χ(ζ0, q∞)| = M äîñÿãà¹ íàéáiëüøîãî

çíà÷åííÿ. Çðîçóìiëî, ùî 0 < ζ0 <∞, îñêiëüêè χ→ 0 ïðè ζ → ∞. Îòæå,

M =

∞∫
0

K(ζ0 − ζ ′)|χ(ζ ′, q∞)|dζ ′ ≤M

∞∫
0

K(ζ0 − ζ ′)dζ ′ =

=M(1−
∞∫
0

K(ζ0 + ζ ′)dζ ′) < M.

Òàêèì ÷èíîì, M = 0.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ñïiââiäíîøåííÿ, ÿêå âèçíà÷àëî á q∞ ÿê iíòåãðàë

âiä ðîçâ'ÿçêó ψ(ζ, q∞), ìîãëî á áóòè âèêîðèñòàíå äëÿ íàáëèæåíîãî îá÷èñ-

ëåííÿ q∞, ÿêùî á òàêèé iíòåãðàë ìiã áóòè îöiíåíèé íà îñíîâi âiäïîâiäíîãî

âàðiàöiéíîãî ïðèíöèïó.
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2.1.2 Ïåðåõiä âiä ëiíiéíîãî iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ äî ðiâíÿííÿ

Ãiíçáóðãà-Ëàíäàó

Ïðèïóñòiìî, ùî ÏÂ çìiíþ¹òüñÿ ïîâiëüíî, òîäi, çðîáèâøè ó (2.8) çàìiíó

çìiííî¨ iíòåãðóâàííÿ r⃗′ → r⃗ + r⃗′, âiçüìåìî ∆(r⃗ + r⃗′) ó âèãëÿäi ðîçêëàäó

íàâêîëî òî÷êè ç ðàäióñ-âåêòîðîì r⃗, îáìåæóþ÷èñü êâàäðàòè÷íèì äîäàí-

êîì:

∆(r⃗ + r⃗′) = ∆(r⃗) +
∂∆(r⃗)

∂ri
r′i +

∂2∆(r⃗)

∂ri∂rj
r′ir

′
j. (2.18)

Ïiäñòàâèìî öåé ðîçêëàä ó ðiâíÿííÿ (2.8)

∆(r⃗) = ∆(r⃗)|g|T
∑
ωn

∫
dr⃗′

∗
G

(0)

−ωn
(−r⃗′)

∗
G

(0)

ωn
(r⃗′)+

+
∂∆(r⃗)

∂ri
|g|T

∑
ωn

∫
dr⃗′r′i

∗
G

(0)

−ωn
(−r⃗′)

∗
G

(0)

ωn
(r⃗′)+

+
1

2

∂2∆(r⃗)

∂ri∂rj
|g|T

∑
ωn

∫
dr⃗′r′ir

′
j

∗
G

(0)

−ωn
(−r⃗′)

∗
G

(0)

ωn
(r⃗′). (2.19)

Ðîçãëÿíåìî îêðåìî êîæåí äîäàíîê â ïðàâié ÷àñòèíi (2.19). Äëÿ ïåð-

øîãî äîäàíêó ìà¹ìî

∆(r⃗)|g|T
∑
ωn

∫
dr⃗′

∗
G

(0)

−ωn
(−r⃗′)

∗
G

(0)

ωn
(r⃗′) =

∆(r⃗)|g|T
∑
ωn

∫
dr⃗′
∫

dp⃗1

(2π)3

∫
dp⃗2

(2π)3
G

(0)
−ωn

(p⃗1)e
ip⃗1r⃗′G(0)

ωn
(p⃗2)e

−ip⃗2r⃗′ =

∆(r⃗)|g|T
∑
ωn

∫
G

(0)
−ωn

(p⃗)G(0)
ωn
(p⃗)

dp⃗

(2π)3
= ∆(r⃗)|g|T

∑
ωn

∫
1

ξ2 + ω2
n

dp⃗

(2π)3
=

∆(r⃗)|g|
∫

1

2ξ
th

ξ

2T

dp⃗

(2π)3
. (2.20)
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Ïðèãàäóþ÷è, ùî ρ = |g|N(0), a N(0) =
m2v0

2π2
, îäåðæèìî

∆(r⃗)ρ

∫
1

2ξ
th

ξ

2T
dξ = ∆(r⃗)ρ

(∫
1

2ξ
th

ξ

2Tc
dξ +

∫
1

2ξ
th

ξ

2T
dξ −

∫
1

2ξ
th

ξ

2Tc
dξ

)
= ∆(r⃗)

(
1 + ρ

(
ln

2γωn

πT
− ln

2γωn

πTc

))
=

= ∆(r⃗)

(
1 + ρ ln

Tc
T

)
= ∆(r⃗)

(
1 + ρ

(
1− T

Tc

))
. (2.21)

Äðóãèé äîäàíîê ðiâíèé íóëåâi. Âèêîðèñòîâóþ÷è äëÿ ôóíêöi¨ G(0)
ωn íà-

áëèæåíèé âèðàç (2.7), îá÷èñëèìî òðåòié äîäàíîê â (2.19):∫
dr⃗′r′ir

′
j

∗
G

(0)

−ωn
(−r⃗′)

∗
G

(0)

ωn
(r⃗′) = δij

∫
dr⃗′r′i

2 ∗
G

(0)

−ωn
(−r⃗′)

∗
G

(0)

ωn
(r⃗′) =

= δij
m2

4π2

2π∫
0

dφ

π∫
0

dθ sin θ cos2 θ

∞∫
0

dr′r′
2
e
−2|ωn|
v0 r′

=

= δij
m2

4π2
2π

2

3

∞∫
0

dr′r′
2
e
−2|ωn|
v0 r′

= δij
m2

3π
2

(
v0

2|ωn|

)3

=

= δij
m2v0

2π2
v20

6π2T 3|2n+ 1|3
=

N(0)v20
6π2T 3|2n+ 1|3

δij. (2.22)

Áåðó÷è äî óâàãè (2.21) i (2.22), äëÿ (2.19) îäåðæó¹ìî

∆(r⃗) = ∆(r⃗) + ρ∆(r⃗)

(
1− T

Tc

)
+ ρ

v20
π2T 2

7ζ(3)

48

∂2∆(r⃗)

∂r2i
. (2.23)

Ç îñòàííüîãî ðiâíÿííÿ áà÷èìî, ùî îñíîâíi äîäàíêè çíèùóþòüñÿ, êðiì

òîãî ôîðìó¹òüñÿ íîâà õàðàêòåðíà äîâæèíà çìiíè ïàðàìåòðà âïîðÿäêó-

âàííÿ ξ(T ) ∼ 1√
1− T/Tc

. Îñêiëüêè âæå â ïðîñòîðîâî îäíîðiäíîìó âè-

ïàäêó ∆ ∼
√
1− T/Tc, òî äîäàíêè, ÿêi çàëèøèëèñÿ, áóäóòü ïîðÿäêó (1−

T/Tc)
3/2. Îòæå, â äàíié ñèòóàöi¨ âèíèêà¹ ïîòðåáà ïðîäîâæèòè ðîçêëàä

Fωn
(r⃗, r⃗) äî êóái÷íîãî ÷ëåíà ïî ∆(r⃗).
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Çàïèøåìî ñèñòåìó ðiâíÿíü Ãîðüêîâà, áåðó÷è äî óâàãè ïåðøå ðiâíÿííÿ

â êâàäðàòè÷íîìó íàáëèæåííi, à äðóãå � êóái÷íîìó
(iωn − ξ̂)G(2)

ωn
+∆F (1)

ωn
= 0,

(iωn + ξ̂)F
(3)
ωn +

∗
∆ G

(2)
ωn = 0.

(2.24)

Òóò âèêîðèñòàíî ñèìâîëi÷íó ôîðìó çàïèñó. Ç öi¹¨ ñèñòåìè îäåðæó¹ìî

G(2)
ωn

= − 1

iωn − ξ̂
∆F (1)

ωn
, F (3)

ωn
= − 1

iωn + ξ̂

∗
∆ G(2)

ωn
,

àáî

G(2)
ωn

= G(0)
ωn
∆F (1)

ωn
, F (3)

ωn
= −G(0)

−ωn

∗
∆ G(0)

ωn
∆G

(0)
−ωn

∗
∆ G(0)

ωn
.

Òàêèì ÷èíîì, ó ïðàâié ÷àñòèíi ðiâíÿííÿ (2.8) ç'ÿâëÿ¹òüñÿ ùå îäèí äî-

äàíîê (êóái÷íèé ïî ÏÂ), ïðîòå âæå â äàíîìó äîäàíêó ìîæíà çíåõòóâàòè

ìàëèìè ãðàäi¹íòàìè ∆(r⃗) i âçÿòè éîãî â ëîêàëüíié ôîðìi, òîäi iíòåãðàëè,

ÿêi òàì ìiñòÿòüñÿ, ìîæíà ëåãêî îá÷èñëèòè. Çàçíà÷åíi âèùå äi¨ âèêîíàíi
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àíàëiòè÷íî íèæ÷å

− |g|T
∑
ωn

∫
dr⃗1

∫
dr⃗2

∫
dr⃗3

∗
G

(0)

−ωn
(r⃗ − r⃗1)∆(r⃗1)

∗
G

(0)

ωn
(r⃗1 − r⃗2)

∗
∆ (r⃗2)×

∗
G

(0)

−ωn
(r⃗2 − r⃗3)∆(r⃗3)

∗
G

(0)

ωn
(r⃗3 − r⃗) =

−|g|T
∑
ωn

∫
dr⃗1

∫
dr⃗2

∫
dr⃗3

∗
G

(0)

−ωn
(−r⃗1)∆(r⃗1+r⃗)

∗
G

(0)

ωn
(r⃗1−r⃗2)

∗
∆ (r⃗2+r⃗)×

∗
G

(0)

−ωn
(r⃗2 − r⃗3)∆(r⃗ + r⃗3)G

(0)
ωn
(r⃗3) =

− |g| |∆(r⃗)|2∆(r⃗)T
∑
ωn

∫
dp⃗1

(2π)3

∫
dp⃗2

(2π)3

∫
dp⃗3

(2π)3

∫
dp⃗4

(2π)3

∫
dr⃗1

∫
dr⃗2×

∫
dr⃗3G

(0)
−ωn

(p⃗1)G
(0)
ωn
(p⃗2)G

(0)
−ωn

(p⃗3)G
(0)
ωn
(p⃗4)e

ip⃗1r⃗1e−ip⃗2(r⃗1−r⃗2)e−ip⃗3(r⃗2−r⃗3)e−ip⃗4r⃗3 =

− |g| |∆(r⃗)|2∆(r⃗)T
∑
ωn

∫
dp⃗

(2π)3

(
G

(0)
−ωn

(p⃗)G(0)
ωn
(p⃗)
)2

=

− |g| |∆(r⃗)|2∆(r⃗)T
∑
ωn

N(0)2

∞∫
0

dξ

(ξ2 + ω2
n)

2 = −ρ|∆(r⃗)|2∆(r⃗)
7ζ(3)

8π2T 2 .

Äîäàþ÷è öåé äîäàíîê äî ïðàâî¨ ÷àñòèíè ðiâíÿííÿ (2.23), îäåðæèìî

∆(r⃗)

(
1− T

Tc

)
+

7ζ(3)

12

v20
4π2T 2

c

∂2∆(r⃗)

∂r2i
− 7ζ(3)

8π2T 2
c

|∆(r⃗)|2∆(r⃗) = 0. (2.25)

Ââiâøè ïîçíà÷åííÿ:

∆2
∞ =

8π2T 2
c

7ζ(3)

(
1− T

Tc

)
, (2.26)

ξ(T ) =

√
7ζ(3)

12

ξ0√
1− T/Tc

, (2.27)

äå ξ0 =
v0

2πTc
, ðiâíÿííÿ (2.25) ìîæíà ïåðåïèñàòè òàê

ξ2(T )
∂2∆(r⃗)

∂r2i
− 1

∆2
∞
|∆(r⃗)|2∆(r⃗) + ∆(r⃗) = 0. (2.28)

Îòæå, îòðèìàíî íåëiíiéíå äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ, â ïðèïóùåííi, ùî

õàðàêòåðíà äîâæèíà çìiíè ÏÂ çíà÷íî áiëüøà çà ξ0. Öå ðiâíÿííÿ íàçèâà-
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þòü ðiâíÿííÿì Ãiíçáóðãà-Ëàíäàó, âîíî áóëî îäåðæàíî â ôåíîìåíîëîãi-

÷íié òåîði¨ ùå çà äîâãî äî ïîáóäîâè ìiêðîñêîïi÷íî¨ òåîði¨ íàäïðîâiäíîñòi.

Âèùå áóëî ïîäàíî ïîñëiäîâíèé ìiêðîñêîïi÷íèé éîãî âèâiä (áåç ìàãíiòíî-

ãî ïîëÿ).

2.1.3 Ðîçâ'ÿçàííÿ ïðîáëåìè ãðàíè÷íèõ óìîâ äëÿ ÐÃË.

ßê çàçíà÷åíî âèùå, íà âiäñòàíÿõ âiä ãðàíèöi ïîðÿäêó ξ(T ) (ξ(T ) ≫ ξ0) i

ïîáëèçó Tc ñïðàâåäëèâå ÐÃË, ðîçâ'ÿçîê ÿêîãî äëÿ âèïàäêó NS � ãðàíèöi

ìiñòèòü êîíñòàíòó iíòåãðóâàííÿ, ùî çàëèøà¹òüñÿ äîâiëüíîþ. Âèêîðèñòî-

âóþ÷è àñèìïòîòèêó ðîçâ'ÿçêó ËIÐ íà íåñêií÷åííîñòi, òîáòî äëÿ z ≫ ξ0

ç ôiêñîâàíèì âiäíîøåííÿì êîíñòàíò ∆/∆′, ìîæíà îòîòîæíèòè öþ âå-

ëè÷èíó ç íåâèçíà÷åíîþ êîíñòàíòîþ iíòåãðóâàííÿ ÐÃË i, òàêèì ÷èíîì,

îòðèìàòè äëÿ íüîãî ãðàíè÷íó óìîâó íà NS � ãðàíèöi.

À çàðàç çøè¹ìî àñèìïòîòèêó ðîçâ'ÿçêó ËIÐ íà íåñêií÷åííîñòi ç àñèì-

ïòîòèêîþ ðîçâ'ÿçêó ÐÃË íà ìàëèõ âiäñòàíÿõ âiä ãðàíèöi ðîçäiëó íîð-

ìàëüíîãî ìåòàëó i íàäïðîâiäíèêà. Çðîçóìiëî, ùî ìîæëèâiñòü çøèâó çà-

ñíîâàíà íà òîìó, ùî ðîçâ'ÿçîê ËIÐ òà ðîçâ'ÿçîê ÐÃË ìàþòü ðiçíi õàðà-

êòåðíi ìiðèëà çìiíè. Ïåðøèé çìiíþ¹òüñÿ íà äîâæèíi z ∼ ξ0 (àáî ζ ∼ 1),

äðóãèé � íà çíà÷íî áiëüøié äîâæèíi z ∼ ξ(T ). Iñíóþòü z, ÿêi â ìiðèëi ξ0

¹ âåëèêèìè, à âîäíî÷àñ ìàëèìè â ìiðèëi ξ(T ). Àñèìïòîòèêà ËIÐ íà íå-

ñêií÷åííîñòi ïåðåêðèâà¹òüñÿ, òàêèì ÷èíîì, ç àñèìïòîòèêîþ ÐÃË â íóëi.

Ðîçâ'ÿçîê ÐÃË äîðiâíþ¹

∆(ζ) = ∆∞th
(ζ + γ)ξ0√

2ξ(T )
. (2.29)

Ïðè ìàëèõ ζ ìà¹ìî

∆(ζ) = ∆∞

(
th

γξ0√
2ξ(T )

+
ξ0√
2ξ(T )

ζ

ch2(γξ0/
√
2ξ(T ))

)
.

Ùî æ äî ðîçâ'ÿçêó ËIÐ, òî éîãî àñèìïòîòèêà ïðè z ≫ ξ0 ìà¹ âèãëÿä

∆(ζ) = C(ζ + q∞). (2.30)



35

Ïðèðiâíþþ÷è âiäïîâiäíi êîåôiöi¹íòè, çíàõîäèìî

C =
∆∞ξ0√
2ξ(T )

ch−2 γξ0√
2ξ(T )

, Cq∞ = ∆∞th
γξ0√
2ξ(T )

. (2.31)

Îñêiëüêè q∞ ¹ âåëè÷èíîþ ïîðÿäêà îäèíèöi (éîãî çíà÷åííÿ áóäå îäåðæàíî

â íàñòóïíîìó ïóíêòi), à âiäíîøåííÿ ξ(T )/ξ0 ≫ 1, òî iç ñïiââiäíîøåííÿ

q∞ =

√
2ξ(T )

ξ0
ch2

γξ0√
2ξ(T )

th
γξ0√
2ξ(T )

âèäíî, ùî âîíî ìîæëèâå ëèøå çà óìîâè ìàëèçíè àðãóìåíòó ãiïåðáîëi÷íî-

ãî òàíãåíñó. Îòæå, th
γξ0√
2ξ(T )

∼ γξ0√
2ξ(T )

, ch
γξ0√
2ξ(T )

∼ 1. Òàêèì ÷èíîì,

â öüîìó íàáëèæåííi

γ ∼= q∞, C ∼= ∆∞ξ0/
√
2ξ(T ). (2.32)

Âíàñëiäîê çøèâó êîíñòàíòà iíòåãðóâàííÿ ó ÐÃË âèÿâèëàñÿ ðiâíîþ q∞.

Çàðàçîì âèçíà÷èëàñÿ é ìóëüòèïëiêàòèâíà ñòàëà ó ðîçâ'ÿçêó ËIÐ.

2.2 Íàáëèæåíi ìåòîäè îá÷èñëåííÿ q∞.

Âñòàíîâèìî äåÿêi òî÷íi ñïiââiäíîøåííÿ, ÿêi çíàäîáëÿòüñÿ äëÿ íàáëè-

æåíîãî îá÷èñëåííÿ q∞. Çàóâàæèìî, ùî ðiâíÿííÿ (2.17), ÿêå ôîðìàëü-

íî ñòàëî íåîäíîðiäíèì ïiñëÿ âèäiëåííÿ àñèìïòîòèêè, ìà¹ íåòðèâiàëü-

íèé ðîçâ'çîê äëÿ ψ(ζ) ëèøå çà óìîâè îðòîãîíàëüíîñòi ïðàâî¨ ÷àñòèíè äî

ðîç'ÿçêó îäíîðiäíîãî ðiâíÿííÿ ∆(ζ). Öÿ óìîâà ìà¹ âèãëÿä

∞∫
0

dζ∆(ζ)

∞∫
0

K(ζ + ζ ′)ζ ′dζ ′ = q∞

∞∫
0

dζ∆(ζ)

∞∫
0

K(ζ + ζ ′)dζ ′,

çâiäêè

q∞ =

∞∫
0

dζ∆(ζ)

∞∫
0

K(ζ + ζ ′)ζ ′dζ ′

∞∫
0

dζ∆(ζ)

∞∫
0

K(ζ + ζ ′)dζ ′

.
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Ïîêëàäiìî â ÷èñåëüíèêó ∆(ζ) = q(ζ) + ζ, lim
ζ→∞

q(ζ) = q∞, òîäi

q∞ =

I2 +

∞∫
0

dζq(ζ)

∞∫
0

K(ζ + ζ ′)ζ ′dζ ′

∞∫
0

dζ∆(ζ)

∞∫
0

K(ζ + ζ ′)dζ ′

.

Òóò çàïðîâàäæåíî ïîçíà÷åííÿ: I2 =

∞∫
0

dζ ·ζ
∞∫
0

dζ ′·ζ ′K(ζ+ζ ′). Àíàëîãi÷íî

ïîçíà÷èìî I1 =

∞∫
0

dζ · ζ
∞∫
0

dζ ′K(ζ + ζ ′), I0 =

∞∫
0

dζ

∞∫
0

dζ ′K(ζ + ζ ′).

Çàçíà÷èìî, ùî ìà¹ ìiñöå òî÷íå ñïiââiäíîøåííÿ

∞∫
0

dζ∆(ζ)

∞∫
0

K(ζ + ζ ′)dζ ′ = 2I1, (2.33)

îòæå, ç éîãî óðàõóâàííÿì ìîæíà çàïèñàòè òàêó òî÷íó ôîðìóëó äëÿ q∞:

q∞ =
1

2I1

I2 +
∞∫
0

dζq(ζ)

∞∫
0

K(ζ + ζ ′)ζ ′dζ ′

 . (2.34)

2.2.1 Âàðiàöiéíèé ìåòîä

Çãiäíî ç (2.34), äëÿ âèçíà÷åííÿ q∞ ïîòðiáíî çíàòè iíòåãðàë

∞∫
0

dζq(ζ)

∞∫
0

K(ζ + ζ ′)ζ ′dζ ′. (2.35)

Ïîêàæåìî, ùî éîãî ìîæíà âèòëóìà÷èòè ÿê ìiíiìóì ôóíêöiîíàëó, äëÿ

ÿêîãî íåîáõiäíà óìîâà åêñòðåìóìó äà¹òüñÿ iíòåãðàëüíèì ðiâíÿííÿì äëÿ

q(ζ). Áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè ðiâíÿíííÿ äëÿ q(ζ) = ∆(ζ)−ζ = q∞+ψ(ζ),

ÿêå ìà¹ âèãëÿä

q(ζ)−
∞∫
0

K(ζ − ζ ′)q(ζ ′)dζ ′ =

∞∫
0

K(ζ + ζ ′)ζ ′dζ ′. (2.36)
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Ðîçãëÿíüìî òåïåð ôóíêöiîíàë Φ, âèçíà÷åíèé íà ïåâíîìó êëàñi ôóí-

êöié q̃(ζ)

Φ =

∞∫
0

q̃(ζ)[q̃(ζ)−
∞∫
0

K(ζ − ζ ′)q̃(ζ ′)dζ ′]dζ

[

∞∫
0

dζq̃(ζ)

∞∫
0

K(ζ + ζ ′)ζ ′dζ ′]2

. (2.37)

Ïðèðiâíþþ÷è íóëþ âàðiàöiéíó ïîõiäíó δΦ/δq̃(ζ), îòðèìó¹ìî

q̃(ζ)−
∞∫
0

K(ζ − ζ ′)q̃(ζ ′)dζ ′ =

=

∞∫
0

K(ζ + ζ ′)ζ ′dζ ′

∞∫
0

q̃(ζ ′)[q̃(ζ ′)−
∞∫
0

K(ζ ′ − ζ ′′)q̃(ζ ′′)dζ ′′]dζ ′

∞∫
0

dζq̃(ζ)

∞∫
0

K(ζ + ζ ′)ζ ′dζ ′

. (2.38)

Ôóíêöiîíàë (2.38) íå çìiíþ¹òüñÿ ïðè ìàñøòàáíîìó ïåðåòâîðåííi ôóíêöi¨

q̃(ζ), îòæå, ìîæëèâî éîãî çàäàòè òàê, ùîá

∞∫
0

q(ζ)[q(ζ)−
∞∫
0

K(ζ − ζ ′)q(ζ ′)dζ ′]dζ =

∞∫
0

dζq(ζ)

∞∫
0

K(ζ + ζ ′)ζ ′dζ ′.

Ïðè òàêîìó âèáîði óìîâà åêñòðåìóìó ôóíêöiîíàëó (2.38) ïåðåòâîðþ¹òüñÿ

íà íàøå iíòåãðàëüíå ðiâíÿííÿ (2.36). Ïðè öüîìó ìiíiìóì ôóíêöiîíàëó Φ

äîðiâíþ¹

Φmin =


∞∫
0

dζq(ζ)

∞∫
0

K(ζ + ζ ′)ζ ′dζ ′


−1

. (2.39)

Òåïåð ìè áà÷èìî, ùî çãiäíî ç (2.34) ïîòðiáíèé êîåôiöi¹íò q∞ âèðàæà¹òü-

ñÿ ÷åðåç ìiíiìàëüíå çíà÷åííÿ ôóíêöiîíàëó

q∞ =
1

2I1

(
I2 +

1

Φmin

)
. (2.40)
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Ïîêàæåìî, ùî ïðè âèáîði çàìiñòü q̃(ζ) ïðîáíî¨ ôóíêöi¨ ó âèãëÿäi ñòàëî¨

Γ, îòðèìà¹ìî ç âàðiàöiéíîãî ïðèíöèïó òàêó àïðîêñèìàöiþ äëÿ Φmin:

Φmin
∼=

∞∫
0

dζ[1−
∞∫
0

K(ζ − ζ ′)dζ ′]

[

∞∫
0

dζ

∞∫
0

K(ζ + ζ ′)ζ ′dζ ′]2

=
I0

I21
. (2.41)

Òîäi äëÿ q∞ íà ïiäñòàâi (2.40) îòðèìà¹ìî

q∞ =
1

2

(
I2
I1

+
I1
I0

)
. (2.42)

Òàêó ñàìó âiäïîâiäü ìîæíà îòðèìàòè iíàêøå. Ïðîiíòåãðó¹ìî ðiâíÿííÿ

(2.36) ïî ζ âiä íóëÿ äî íåñêií÷åííîñòi. Â ðåçóëüòàòi îäåðæèìî
∞∫
0

dζq(ζ)

∞∫
0

K(ζ + ζ ′)dζ ′ = I1. (2.43)

Ïiäñòàâèìî â (2.34) i (2.43) ïðîáíó ôóíêöiþ ó âèãëÿäi êîíñòàíòè Γ. Òîäi

(2.34) äà¹

q∞ ∼=
1

2I
(I2 + ΓI1),

à ç (2.43) âèïëèâà¹, ùî Γ = I1/I0. Âèêëþ÷àþ÷è Γ, îòðèìó¹ìî çíîâó (2.42).

Åëåìåíòàðíå îá÷èñëåííÿ iíòåãðàëiâ I0, I1, I2 äà¹

I0 =
ρ

4
S2; I1 =

ρ

6
S3; I2 =

ρ

8
S4,

äå

Sα =
∞∑

n=−∞
|2n+ 1|−α.

Ïiñëÿ ïiäñòàíîâêè â (2.42) çíà÷åíü ñóì S2
∼= 2, 47, S3

∼= 2, 10, S4
∼=

2, 02, îòðèìó¹ìî äëÿ q∞ ÷èñåëüíå çíà÷åííÿ: q∞ ∼= 0, 64. Âîíî íåñóòò¹-

âî âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä çíà÷åííÿ q∞ ∼= 0, 70, îá÷èñëåíîãî íà îñíîâi òî÷íî¨

ôîðìóëè

q∞ =
1

π

∞∫
0

(
2

k
+

K̃ ′(k)

1− K̃(k)

)
dk

k
,

îäåðæàíî¨ ìåòîäîì Âiíåðà-Õîïôà â [11].
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2.2.2 Ìåòîä Ãàëüîðêiíà

Çãîäîì, êîëè âèíèêëà ïîòðåáà óçàãàëüíèòè ìåòîä íà êîíòàêòè, ÿêi íå

ìàþòü ïðàâî-ëiâî¨ ñèìåòði¨, ïîáóäóâàòè âiäïîâiäíèé ôóíêöiîíàë íå âäà-

ëîñÿ. Äëÿ ïîäîëàííÿ öi¹¨ òðóäíîñòi â ðîáîòi [21] àâòîðè çâåðíóëèñÿ äî

âiäîìîãî ìåòîäó Ãàëüîðêiíà, â ÿêîìó çíàòè ôóíêöiîíàë íå ïîòðiáíî. Â

öüîìó ìåòîäi ïiäñòàâëÿþòü ïðîáíó ôóíêöiþ áåçïîñåðåäíüî â ðiâíÿííÿ i

çíàõîäÿòü íåâ'ÿçêó, òîáòî ðiçíèöþ ìiæ íóëåì, ÿêèé îòðèìàëè á, ÿêáè öÿ

ïðîáíà ôóíêöiÿ âèÿâèëàñÿ òî÷íèì ðîçâ'ÿçêîì, i ôàêòè÷íèì çíà÷åííÿì

ëiâî¨ ÷àñòèíè ðiâíÿííÿ çà óìîâè ïiäñòàíîâêè ó íå¨ îáðàíî¨ ïðîáíî¨ ôóí-

êöi¨ (î÷åâèäíî, âñi ÷ëåíè â ðiâíÿííi ñëiä ïåðåíåñòè íàëiâî). Äàëi âèìà-

ãàþòü îðòîãîíàëüíîñòi íåâ'ÿçêè äî ïðîáíî¨ ôóíêöi¨. Ó âèïàäêó ðiâíÿííÿ

(2.36)

q(ζ)−
∞∫
0

K(ζ − ζ ′)q(ζ ′)dζ ′ −
∞∫
0

K(ζ + ζ ′)ζ ′dζ ′ = 0

íåâ'ÿçêà ïðè âèáîði ïðîáíî¨ ôóíêöi¨ ó âèãëÿäi ñòàëî¨ Γ äîðiâíþ¹

Γ(1−
∞∫
0

K(ζ − ζ ′)dζ ′)−
∞∫
0

K(ζ + ζ ′)ζ ′dζ ′ =

= Γ

∞∫
0

K(ζ + ζ ′)dζ ′ −
∞∫
0

K(ζ + ζ ′)ζ ′dζ ′.

Óìîâà îðòîãîíàëüíîñòi íåâ'ÿçêè äî ïðîáíî¨ ôóíêöi¨ (ôàêòè÷íî äî îäè-

íèöi) äà¹

Γ

∞∫
0

dζ

∞∫
0

dζ ′K(ζ + ζ ′)−
∞∫
0

dζ

∞∫
0

dζ ′K(ζ + ζ ′)ζ ′ = 0,

àáî â çàïðîâàäæåíèõ âèùå ïîçíà÷åííÿõ

ΓI0 − I1 = 0, Γ = I1/I0. (2.44)
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Òåïåð ìîæíà ñêîðèñòàòèñÿ òî÷íèì ñïiââiäíîøåííÿì (2.34), i ïiäñòàâèòè

â íüîãî çíàéäåíå çíà÷åííÿ ïðîáíî¨ ôóíêöi¨ Γ = I1/I0. Îòðèìà¹ìî

q∞ =
1

2I1
(I2 + ΓI1) =

1

2

(
I2
I1

+
I1
I0

)
, (2.45)

òîáòî òå ñàìå, ùî äàâ âàðiàöiéíèé ìåòîä. Î÷åâèäíî, ùî ïðàöþâàòè ç

ìåòîäîì Ãàëüîðêiíà ïðîñòiøå.

2.2.3 Ìåòîä êâàçiîðòîãîíàëüíîñòi äî àñèìïòîòèêè

Îäíàê, íàéïðîñòiøèì ¹ ñïîñiá íàáëèæåíîãî îá÷èñëåííÿ q∞, ÿêèé âèïëè-

âà¹ ç òî÷íèõ ñïiââiäíîøåíü (2.34), (2.43). Ïîãëÿíüìî íà ¨õ îòðèìàííÿ ïiä

äåùî iíøèì êóòîì çîðó. ßê ìè áà÷èëè, (2.43) îòðèìàíî øëÿõîì iíòå-

ãðóâàííÿ ðiâíÿííÿ (2.36) ç âèäiëåíîþ àñèìïòîòèêîþ ïî ζ i çíèùåííÿì

iíòåãðàëà

∞∫
0

ψ(ζ)dζ. Àíàëîãi÷íî äëÿ îòðèìàííÿ äðóãîãî ñïiââiäíîøåííÿ

äîìíîæà¹ìî ðiâíÿííÿ (2.36) íà ζ i iíòåãðó¹ìî âiä íóëÿ äî íåñêií÷åííîñòi.

Äàëi òàê ñàìî çíèùó¹òüñÿ ÷ëåí

∞∫
0

dζ ·ζψ(ζ) ñòàíäàðòíèì ïåðåòâîðåííÿì

ç âèêîðèñòàííÿì ôîðìóëè

∞∫
0

K(ζ − ζ ′)ζdζ = ζ ′ +

∞∫
0

K(ζ + ζ ′)ζdζ.

Ó âèñëiäi îäåðæó¹ìî

−
∞∫
0

dζ · ζ
∞∫
0

K(ζ + ζ ′)ψ(ζ ′)dζ ′ = I2 − q∞I1.

Ïåðåõîäÿ÷è òåïåð äî ôóíêöi¨ q(ζ) = ψ(ζ) + q∞, íàäà¹ìî äðóãîìó ñïiâ-

âiäíîøåííþ ôîðìè

∞∫
0

dζ · ζ
∞∫
0

dζ ′K(ζ + ζ ′)q(ζ ′) = 2q∞I1 − I2.

Öå ¹ òî÷íà ôîðìóëà (2.36).
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ßêèé ñåíñ öèõ ïåðåòâîðåíü? Â ïåðøîìó âèïàäêó ìè ìíîæèëè ðiâ-

íÿííÿ íà îäèíèöþ, â äðóãîìó � íà ζ i ðîáèëè ïåðåòâîðåííÿ, ÿêi äàëè

áè â ëiâié ÷àñòèíi ðiâíîñòi íóëü, ÿêáè îäèíèöÿ àáî ζ áóëè ðîçâ'ÿçêàìè

îäíîðiäíîãî ðiâíÿííÿ. Îäíàê öå íå òàê, âçÿòi ôóíêöi¨ ¹ ëèøå àñèìïòî-

òèêàìè òàêîãî ðîçâ'ÿçêó ïðè âåëèêèõ ζ. Òîìó íóëÿ íå îòðèìó¹ìî, àëå

îñíîâíi â ïåâíîìó ñåíñi ÷ëåíè çíèùóþòüñÿ. Îäåðæàíi ñïiââiäíîøåííÿ

ìîæíà íàçâàòè óìîâàìè êâàçiîðòîãîíàëüíîñòi (íåïîâíî¨ îðòîãîíàëüíîñ-

òi) äî àñèìïòîòèêè. Öi óìîâè ìàþòü ôîðìó òî÷íèõ ñïiââiäíîøåíü, ç ÿêèõ

i îá÷èñëþ¹òüñÿ íàáëèæåíî q∞ ïiñëÿ âèáîðó ôóíêöi¨ q(ζ) ó âèãëÿäi êîí-

ñòàíòè. Äàíèé ìåòîä áóâ çàïðîïîíîâàíèé â [28] äëÿ îá÷èñëåííÿ êîåôiöi-

¹íòà q∞ ïðè ðîçãëÿäi NIS � ãðàíèöi çà íàÿâíîñòi íåìàãíiòíèõ äîìiøîê.

Ñàìå òàêèé âàðiàíò ñõåìè íàáëèæåíèõ îá÷èñëåíü áóäå âèêîðèñòîâóâà-

òèñü â íàñòóïíèõ ðîçäiëàõ.

2.3 Âèñíîâêè òà îáãîâîðåííÿ

Çðîáèìî ïåâíi âèñíîâêè ç âèêîíàíèõ âèùå ðîçðàõóíêiâ. Ïðè ðîçãëÿ-

äi ïðîñòîðîâî íåîäíîðiäíèõ íàäïðîâiäíèêiâ ïðè òåìïåðàòóði, áëèçüêié

äî êðèòè÷íî¨, ìîæíà ñêîðèñòàòèñÿ ìàëèçíîþ ïàðàìåòðà âïîðÿäêóâàííÿ

äëÿ íàáëèæåíîãî ðîçâ'ÿçàííÿ âiäïîâiäíèõ ðiâíÿíü òåîði¨. Òàêèì ÷èíîì,

ç ñèñòåìè ðiâíÿíü Ãîðüêîâà, âèêîðèñòîâóþ÷è óìîâó ñàìîóçãîäæåíîñòi,

îäåðæàíî äëÿ ïàðàìåòðà âïîðÿäêóâàííÿ ëiíiéíå iíòåãðàëüíå ðiâíÿííÿ, ç

ÿêîãî áà÷èìî, ùî õàðàêòåðíà äîâæèíà ïðîñòîðîâî¨ çìiíè ∆(r⃗) ¹ ïîðÿä-

êó ξ0. ßêùî â öüîìó ðiâíÿííi ðîçãëÿäàòè âåëèêi r (r >> ξ0) i ââàæàòè,

ùî ÏÂ çìiíþ¹òüñÿ ïîâiëüíî, òî âèíèêà¹ ìîæëèâiñòü ðîçêëàäó ∆(r⃗ + r⃗′)

â ðÿä ïî r⃗′ ïiä çíàêîì iíòåãðàëà. Âíàñëiäîê öüîãî ëiíiéíi ïî ∆ ÷ëåíè

çíèùóþòüñÿ (ç âðàõóâàííÿì ðiâíÿííÿ äëÿ êðèòè÷íî¨ òåìïåðàòóðè), à çà-

ëèøà¹òüñÿ ÷ëåí ç äðóãîþ ïîõiäíîþ âiä∆ ïî r i ÷ëåí ïîðÿäêó (1−T/Tc)∆,

òîìó âèíèêà¹ ïîòðåáà ïðîäîâæèòè ðîçêëàä Fωn
(r⃗, r⃗′) i âðàõîâóâàòè íà-
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ñòóïíèé, êóái÷íèé ïî ∆(r⃗) ÷ëåí, îñêiëüêè âií áóäå òîãî æ ïîðÿäêó ÿê i

òi, ùî çàëèøèëèñü. Îòæå, ÏÂ îïèñó¹òüñÿ: ËIÐ íà âiäñòàíÿõ âiä ãðàíèöi

ïîðÿäêó ξ0, íåëiíiéíèì äèôåðåíöiàëüíèì ðiâíÿííÿì íà âiäñòàíÿõ çíà÷íî

áiëüøèõ çà ξ0. Òîìó íàïåâíî iñíó¹ îáëàñòü, äå âiäáóâà¹òüñÿ ïåðåõiä âiä

ËIÐ äî ÐÃË, òîáòî îáëàñòü ÷èííîñòi îáîõ öèõ ðiâíÿíü. Ñàìå íàÿâíiñòü

öi¹¨ îáëàñòi äîçâîëÿ¹ ç ËIÐ çíàéòè ãðàíè÷íó óìîâó äëÿ ÐÃË.



Ðîçäië 3

ÐÎÇÐÀÕÓÍÎÊ ÑÒÐÓÌÓ Â SNS � ÊÎÍÒÀÊÒI ÏÐÈ

ÄÎÂIËÜÍIÉ ÒÎÂÙÈÍI ÍÎÐÌÀËÜÍÎÃÎ ÏÐÎØÀÐÊÓ ÒÀ

Ó ÂÈÏÀÄÊÓ ÍÀßÂÍÎÑÒI ÍÅÌÀÃÍIÒÍÈÕ ÄÎÌIØÎÊ

ÄÎÂIËÜÍÎ� ÊÎÍÖÅÍÒÐÀÖI�

3.1 Âñòóï

Â äàíîìó ðîçäiëi ðîçãëÿäàòèìåòüñÿ êîíòàêò äâîõ íàäïðîâiäíèêiâ, ðîçäi-

ëåíèõ ïðîøàðêîì íîðìàëüíîãî ìåòàëó (SNS � êîíòàêò). Äëÿ îïèñó ñòðó-

ìîâèõ ñòàíiâ â íàäïðîâiäíèõ êîíòàêòàõ òèïó SNS ïðè òåìïåðàòóðàõ,

íå íàäòî áëèçüêèõ äî êðèòè÷íî¨ âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ìîäåëü ç êóñêîâî-

íåïåðåðâíèì çà ìîäóëåì ÏÂ, ÿêèé ââàæà¹òüñÿ ðiâíèì íóëþ â íîðìàëü-

íîìó ìåòàëi i âiäìiííèì âiä íóëÿ òà ñòàëèì â íàäïðîâiäíèêó. À äëÿ òîãî,

ùîá óìîæëèâèòè iñíóâàííÿ ñòðóìîâèõ ñòàíiâ, ïðèïóñêà¹òüñÿ íàÿâíiñòü

ðiçíèöi ôàç ìiæ îáîìà áåðåãàìè êîíòàêòó. Íàñïðàâäi ÏÂ çìåíøó¹òüñÿ

ïðè íàáëèæåííi äî ãðàíèöi íà õàðàêòåðíié äîâæèíi ξ0 � äîâæèíi êîãå-

ðåíòíîñòi � i âðàõóâàííÿ öüîãî çìåíøåííÿ ÏÂ âïëèâà¹ òiëüêè íà ÷è-

ñåëüíèé êîåôiöi¹íò â ñòðóìi äëÿ êîíòàêòiâ, êîëè òîâùèíà íîðìàëüíîãî

ïðîøàðêó d ¹ íàáàãàòî áiëüøà çà ξ0. Îäíàê ñïðîùåíà ìîäåëü íå ìîæå

çàñòîñîâóâàòèñü â îáëàñòi òåìïåðàòóð, áëèçüêèõ äî êðèòè÷íî¨, çà ÿêèõ

õàðàêòåðíà äîâæèíà çáiëüøó¹òüñÿ â (1 − T/Tc)
−1/2 ðàçiâ. Ïðè òåìïåðà-

òóðàõ, áëèçüêèõ äî êðèòè÷íî¨, ïîòðiáíî âðàõîâóâàòè ïðîñòîðîâó çìiíó

43
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ÏÂ.

Ìåòîþ äàíîãî ðîçäiëó ¹ äîñëiäæåííÿ ñòðóìîâèõ ñòàíiâ â SNS � êîí-

òàêòi äëÿ òåìïåðàòóð, áëèçüêèõ äî êðèòè÷íî¨, òà ïðè äîâiëüíié òîâùèíi

íîðìàëüíîãî ïðîøàðêó â ìàñøòàái äîâæèíè êîãåðåíòíîñòi ξ0. Ðîçãëÿäà-

òèìóòüñÿ äâà âèïàäêè � ÷èñòîãî êîíòàêòó òà êîíòàêòó çà íàÿâíîñòi íåìà-

ãíiòíèõ äîìiøîê. Ïðèðîäíî ââàæàòè, ùî êðèòè÷íèé ñòðóì çìåíøó¹òüñÿ

ïðè çðîñòàííi òîâùèíè íîðìàëüíîãî ïðîøàðêó. Âèíèêà¹ ïèòàííÿ, ÿêîþ

¹ õàðàêòåðíà âåëè÷èíà öüîãî çìåíøåííÿ. Îñêiëüêè ÏÂ ïðè òåìïåðàòó-

ðàõ, áëèçüêèõ äî êðèòè÷íî¨, ¹ ìàëèì, òî ôiçè÷íi âåëè÷èíè â ëiíiéíîìó ïî

∆(r⃗) íàáëèæåííi ìîæóòü áóòè âèðàæåíi ÷åðåç ôóíêöiþ Ãðiíà íîðìàëü-

íîãî ìåòàëó. Õàðàêòåðíà äîâæèíà ξN(T ), íà ÿêié ìiíÿ¹òüñÿ öÿ ôóíêöiÿ ¹

ïîðÿäêó v0/T , à îñêiëüêè T ∼ Tc, òî âîíà âèÿâëÿ¹òüñÿ ïîðÿäêó äîâæèíè

êîãåðåíòíîñòi ξ0. ßêùî äîâæèíà l âiëüíîãî ïðîáiãó åëåêòðîíiâ ñêií÷åí-

íà, õàðàêòåðíà äîâæèíà â ôóíêöi¨ Ãðiíà íîðìàëüíîãî ìåòàëó äîðiâíþ¹

(1/ξ0+1/l)−1. Iíøèìè ñëîâàìè, õàðàêòåðíà äîâæèíà ïîâèííà áóòè ðiâíà

min(ξ0, l). Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî öÿ õàðàêòåðíà äîâæèíà áóäå âèçíà÷àòè

çìåíøåííÿ ñòðóìó ïðè çðîñòàííi d. Íàñïðàâäi, ÿê äîáðå âiäîìî (äèâ.

[12]), ïðè l ≪ ξ0 õàðàêòåðíà äîâæèíà ¹ ξd =
√
ξ0l/3, òîáòî âèðàæà¹òüñÿ

íå ÷åðåç ñåðåäí¹ ãàðìîíi÷íå çíà÷åíü ξ0 i l, à ÷åðåç ¨õ ñåðåäí¹ ãåîìåòðè-

÷íå. Ïðè l ≫ ξ0 õàðàêòåðíîþ äîâæèíîþ ¹ ξ0. Î÷åâèäíî, âèíèêíåííÿ

íîâî¨ õàðàêòåðíî¨ äîâæèíè ïîâ'ÿçàíå ç íàâåäåííÿì íàäïðîâiäíèõ êîðå-

ëÿöié â íîðìàëüíîìó ìåòàëi, àëå íå î÷åâèäíèì ¹ òå, ÿê âiäáóâà¹òüñÿ ïå-

ðåõiä âiä îäíi¹¨ õàðàêòåðíî¨ äîâæèíè äî iíøî¨, à ñàìå, âiä ξd =
√
ξ0l/3 äî

ξ0 ïðè çðîñòàííi äîâæèíè âiëüíîãî ïðîáiãó. Öå ïèòàííÿ áóäå ðîçãëÿíóòî

â ïóíêòi 3.6. Â ïóíêòi 3.2 ïðåäñòàâëåíî ñõåìó äîñëiäæåííÿ ïðîñòîðîâî¨

ïîâåäiíêè ÏÂ ïîáëèçó NS � ãðàíèöi â SNS � êîíòàêòi. Äëÿ öüîãî âè-

êîðèñòàíî ËIÐ, ÿêå ¹ ñïðàâåäëèâèì íà âiäñòàíÿõ âiä ãðàíèöi ïîðÿäêó ξ0.

ÐÃË, ÿêîìó çàäîâîëüíÿ¹ ÏÂ íà âiäñòàíÿõ z ≫ ξ0 âèâ÷à¹òüñÿ â (2.2). Â 3.3
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îäåðæàíî ðîçâ'ÿçîê ÐÃË ç âðàõóâàííÿì äîäàíêó, ùî ìiñòèòü íàäïëèííó

øâèäêiñòü, òîáòî ç'ÿñîâàíî âïëèâ ñòðóìó íà ïðîñòîðîâó ïîâåäiíêó ÏÂ.

Âèêîðèñòîâóþ÷è ìåòîä êâàçiîðòîãîíàëüíîñòi äî àñèìïòîòèêè, îäåðæàíî

ãðàíè÷íó óìîâó, ùî äàëî ìîæëèâiñòü çàôiêñóâàòè íåâiäîìó ñòàëó, ÿêà

ìiñòèòüñÿ â ðîçâ'ÿçêó ÐÃË.

Ðîçðàõóíêè äëÿ ðiâíîâàæíèõ ñòðóìîâèõ ñòàíiâ â êîíòàêòi ïîäàíi â

ïóíêòi 3.4. Àñèìïòîòè÷íi âèïàäêè vs = 0 i d ≫ ξ0, âèõîäÿ÷è iç îäåðæà-

íîãî çàãàëüíîãî ðåçóëüòàòó, áóäóòü ðîçãëÿíóòi â ïóíêòi 3.5.

3.2 Ïîâåäiíêà ÏÂ ïîáëèçó NS � ãðàíèöi â SNS � êîí-

òàêòi

Ââàæàòèìåìî ïîâåðõíi, ùî ðîçäiëÿþòü íîðìàëüíèé ìåòàë i íàäïðîâiä-

íèê, ïëîñêèìè, à âiñü 0Z ïåðïåíäèêóëÿðíîþ äî íèõ. Íåõàé íàäïðîâiäíèê

çàïîâíþ¹ îáëàñòü |z| > d/2, à íîðìàëüíèé ìåòàë � |z| < d/2. Âiäáèò-

òÿ åëåêòðîíiâ âiä NS - ãðàíèöi âiäñóòí¹, òîáòî êîåôiöi¹íò ïðîõîäæåííÿ

D = 1. Êîíñòàíòó åôåêòèâíîãî ïðèòÿæiííÿ ìiæ åëåêòðîíàìè ïîêëàäà¹-

ìî ðiâíîþ íóëþ â íîðìàëüíîìó ìåòàëi i âiäìiííîþ âiä íóëÿ òà ñòàëîþ â

íàäïðîâiäíèêó.

Ïðîñòîðîâà ïîâåäiíêà ÏÂ ∆(z) â íàäïðîâiäíèêó ïîáëèçó NS - ãðàíè-

öi îïèñó¹òüñÿ ËIÐ. Ìåòîä ïîáóäîâè öüîãî ðiâíÿííÿ áóëî ïðåäñòàâëåíî â

ðîçäiëi I, éîãî âèãëÿä ç âðàõóâàííÿì ãåîìåòði¨ çàäà÷i òàêèé

∆(z) =

−d/2∫
−∞

K(z − z′)∆(z′)dz′ +

∞∫
d/2

K(z − z′)∆(z′)dz′ (3.1)

ç ÿäðîì

K(z) =
πρTc
v0

∑
ωn

1∫
0

dx

x
exp

(
−2|ωn|
v0x

|z|
)
, (3.2)
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äå ωn = πTc(2n + 1) � íåïàðíà Ìàöóáàðiâñüêà ÷àñòîòà (äëÿ ñòàòèñòèêè

Ôåðìi); ρ = |g|N(0) � áåçðîçìiðíà êîíñòàíòà çâ'ÿçêó åëåêòðîíiâ, N(0)

� ãóñòèíà åëåêòðîííèõ ñòàíiâ íà ïîâåðõíi ñôåðè Ôåðìi; v0 � øâèäêiñòü

Ôåðìi.

Äëÿ ïîäàëüøîãî äîñëiäæåííÿ ðiâíÿííÿ (3.1) çðó÷íî ïåðåïèñàòè òàê,

ùîá iíòåãðóâàííÿ âèêîíóâàëîñü íà ïiâîñi z > 0. Äëÿ öüîãî ââåäåìî ïàðíó

∆s(z) i íåïàðíó ∆a(z) ÷àñòèíè ÏÂ:

∆s(z) =
1

2
(∆(z) + ∆(−z)), ∆a(z) =

1

2
(∆(z)−∆(−z)),

ðiâíÿííÿ äëÿ ÿêèõ ìàòèìóòü âèãëÿä

∆s(z) =

∞∫
d/2

{K(z − z′) +K(z + z′)}∆s(z
′)dz′,

∆a(z) =

∞∫
d/2

{K(z − z′)−K(z + z′)}∆a(z
′)dz′.

(3.3)

Âèêîíà¹ìî çñóâ çìiííèõ z i z′ íà d/2 i ïîçíà÷èìî çñóíóòi ôóíêöi¨ òèìè

ñàìèìè ëiòåðàìè, òîáòî ∆s,a

{
z +

d

2

}
→ ∆s,a(z). Â ðåçóëüòàòi îäåðæèìî

∆s(z) =

∞∫
0

{K(z − z′) +K(z + z′ + d)}∆s(z
′)dz′,

∆a(z) =

∞∫
0

{K(z − z′)−K(z + z′ + d)}∆a(z
′)dz′.

(3.4)

Ç öèìè ðiâíÿííÿìè ïðîñòiøå ïðàöþâàòè â áåçðîçìiðíèõ çìiííèõ, òîìó

ïîêëàäåìî ζ =
z

ξ0
, a =

d

ξ0
, äå ξ0 =

v0
2πTc

� ÄÊ. Òîäi ðiâíÿííÿ (3.4)

çàïèøóòüñÿ ó òàêîìó âèãëÿäi

∆s(ζ) =

∞∫
0

{K(ζ − ζ ′) +K(ζ + ζ ′ + a)}∆s(ζ
′)dζ ′,

∆a(ζ) =

∞∫
0

{K(ζ − ζ ′)−K(ζ + ζ ′ + a)}∆a(ζ
′)dζ ′,

(3.5)
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à ¨õ ÿäðî òàê

K(ζ) =
ρ

2

∑
n

1∫
0

dx

x
exp

(
−|2n+ 1|

x
|ζ|
)
.

Ç (3.1) ìîæíà ïîêàçàòè, ùî àñèìïòîòèêà ÏÂ íà íåñêií÷åííîñòi îáîõ

çíàêiâ ¹ ëiíiéíîþ. Äëÿ öüîãî çðîáèìî â ïåðøîìó äîäàíêó ðiâíÿííÿ (3.1)

çàìiíó z → −z, òîäi ïðè âåëèêèõ z z + z′ → ∞, à ÿäðî åêïîíåíöiàëüíî

äî íóëÿ (äèâ. 3.2). Â äðóãîìó äîäàíêó ïðè âåëèêèõ z ìîæåìî íèæíþ ìå-

æó â iíòåãðàëi ïîêëàñòè ðiâíîþ íóëþ. Â ðåçóëüòàòi îäåðæèìî ðiâíÿííÿ,

àñèìïòîòèêà ÿêîãî, ÿê âæå áóëî ïîêàçàíî â ðîçäiëi I, ¹ ëiíiéíîþ. Îòæå

ïîêëàäåìî

∆(ζ)
as
= ∆

′

+ζ +∆+, ζ → +∞,

∆(ζ)
as
= ∆

′

−ζ +∆−, ζ → −∞.
(3.6)

Ïiä íåñêií÷åííiñòþ ðîçóìi¹òüñÿ îáëàñòü z ≫ ξ0 (ζ ≫ 1). Äëÿ ïàðíèõ i

íåïàðíèõ ðîçâ'ÿçêiâ ìàòèìåìî âiäïîâiäíî

∆s(ζ)
as
= C1(ζ + q1,∞),

∆a(ζ)
as
= C2(ζ + q2,∞),

ζ → +∞. (3.7)

Ïðè öüîìó

C1 = ∆
′

+ −∆
′

−, C1q1,∞ = ∆+ +∆−,

C2 = ∆
′

+ +∆
′

−, C2q2,∞ = ∆+ −∆−.

Ïiñëÿ âèêëþ÷åííÿ ñòàëèõ C1 i C2 îäåðæèìî

(∆
′

+ −∆
′

−)q1,∞ = ∆+ +∆−,

(∆
′

+ +∆
′

−)q2,∞ = ∆+ −∆−,

ζ → +∞. (3.8)

Ñòàëi q1,∞ i q2,∞ íå ¹ äîâiëüíèìè, âîíè ôiêñóþòüñÿ ðîçâ'ÿçêîì ËIÐ

îäíîçíà÷íî. Íàøèì ïîäàëüøèì çàâäàííÿì áóäå ¨õ îá÷èñëåííÿ, îñêiëüêè

âîíè âõîäèòèìóòü ó êiíöåâèé âèðàç äëÿ ãóñòèíè ñòðóìó.
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Iñíó¹ äåêiëüêà ìåòîäiâ, ÿêi ìîæóòü áóòè âèêîðèñòàíi äëÿ öüîãî. Iñòî-

ðè÷íî ïåðøèì áóâ ìåòîä Âiíåðà-Õîïôà, ÿêèé õî÷ i äà¹ òî÷íèé ðåçóëüòàò,

ïðîòå ¹ ãðîìiçäêèì, à äëÿ îäåðæàííÿ êiíöåâèõ çíà÷åíü âèìàãà¹ ÷èñåëü-

íèõ ðîçðàõóíêiâ. Íàáëèæåíèé ìåòîä (ïîõèáêà ïîðiâíÿíî ç òî÷íèìè ðîç-

ðàõóíêàìè ïîðÿäêó êiëüêîõ âiäñîòêiâ) áàçó¹òüñÿ íà âàðiàöiéíîìó ïðèí-

öèïi Ðiòöà. Â öüîìó èåòîäi äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ âiäïîâiäíèõ ðiâíÿíü ïîòðiáíî

ïîáóäóâàòè ôóíêöiîíàë, à öå íå çàâæäè âäà¹òüñÿ (íàïðèêëàä ó âiäñóòíî-

ñòi ïðàâî-ëiâî¨ ñèìåòði¨). Òîìó äëÿ çàäà÷ òàêîãî òèïó â ðîáîòi [9] áóâ

çàïðîïîíîâàíèé ìåòîä Ãàëüîðêiíà.

Â äàíîìó äîñëiäæåííi äëÿ çíàõîäæåííÿ çíà÷åíü ñòàëèõ q1,∞ i q2,∞

âèêîðèñòîâóâàòèìåòüñÿ òàê çâàíèé ìåòîä êâàçiîðòîãîíàëüíîñòi äî àñèì-

ïòîòèêè, âïåðøå çàïðîïîíîâàíèé â [28].

Ïåðåéäåìî äî ðîçãëÿäó ðiâíÿííÿ (3.5). Ïðè öüîìó äîñòàòíüî ðîçãëÿíó-

òè ëèøå ðiâíÿííÿ äëÿ ïàðíî¨ ÷àñòèíè ÏÂ∆s(ζ). Âèäiëÿþ÷è àñèìïòîòèêó

éîãî ðîçâ'ÿçêó íà íåñêií÷åííîñòi

∆s(ζ) = C1(ζ + q1,∞ + ψ(ζ)), lim
ζ→∞

ψ(ζ) = 0

i ïiäñòàâëÿþ÷è öåé âèðàç â (3.5), îòðèìà¹ìî òàêå ðiâíÿííÿ äëÿ ôóíêöi¨

ψ(ζ):

ψ(ζ)−
∞∫
0

{K(ζ − ζ ′) +K(ζ + ζ ′ + a)}ψ(ζ ′)dζ ′ =

∞∫
0

{K(ζ + ζ ′) +K(ζ + ζ ′ + a)} ζ ′dζ ′−

− q1,∞

∞∫
0

{K(ζ + ζ ′)−K(ζ + ζ ′ + a)} dζ ′. (3.9)
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Òóò âèêîðèñòàíî ôîðìóëè
∞∫
0

K(ζ − ζ ′)dζ ′ = 1−
∞∫
0

K(ζ + ζ ′)dζ ′, (3.10)

∞∫
0

K(ζ − ζ ′)ζ ′dζ ′ = ζ +

∞∫
0

K(ζ + ζ ′)ζ ′dζ ′, (3.11)

ÿêi ëåãêî ïåðåâiðèòè.

Òåïåð ïðîiíòåãðó¹ìî ðiâíÿííÿ (3.9) ïî ζ âiä íóëÿ äî íåñêií÷åííîñòi.

Âèêîðèñòîâóþ÷è ðiâíiñòü (3.11), îòðèìà¹ìî

∞∫
0

dζ

∞∫
0

{K(ζ + ζ ′)−K(ζ + ζ ′ + a)}ψ(ζ ′)dζ ′ =

∞∫
0

dζ

∞∫
0

{K(ζ + ζ ′) +K(ζ + ζ ′ + a)} ζ ′dζ ′−

− q1,∞

∞∫
0

dζ

∞∫
0

{K(ζ + ζ ′)−K(ζ + ζ ′ + a)} dζ ′. (3.12)

Äðóãå íåîáõiäíå ñïiââiäíîøåííÿ çíàéäåìî, äîìíîæàþ÷è (3.9) íà ζ i

iíòåãðóþ÷è ïî ζ âiä íóëÿ äî íåñêií÷åííîñòi. Òîäi, âèêîðèñòîâóþ÷è ðiâ-

íiñòü (3.10), çíàéäåìî

∞∫
0

dζ ζ

∞∫
0

{K(ζ + ζ ′) +K(ζ + ζ ′ + a)}ψ(ζ ′)dζ ′ =

−
∞∫
0

dζ ζ

∞∫
0

{K(ζ + ζ ′) +K(ζ + ζ ′ + a)} ζ ′dζ ′+

+ q1,∞

∞∫
0

dζ ζ

∞∫
0

{K(ζ + ζ ′)−K(ζ + ζ ′ + a)} dζ ′. (3.13)

Çàïðîâàäèìî íîâó ôóíêöiþ q(ζ) = q1,∞+ψ(ζ). Î÷åâèäíî, âðàõîâóþ÷è

(3.8), ìà¹ìî lim
ζ→∞

q(ζ) = q1,∞. Òîäi çðîáèìî â ðiâíÿííÿõ (3.12) i (3.13)
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çàìiíó ψ(ζ) = q(ζ)−q1,∞. Â ðåçóëüòàòi ìà¹ìî äâà òî÷íèõ ñïiââiäíîøåííÿ

∞∫
0

dζ

∞∫
0

{K(ζ + ζ ′)−K(ζ + ζ ′ + a)} q(ζ ′)dζ ′ = I1 + I1(a),

∞∫
0

dζ ζ

∞∫
0

{K(ζ + ζ ′) +K(ζ + ζ ′ + a)} q(ζ ′)dζ ′ =

2q1,∞I1 − I2 − I2(a),

(3.14)

ùî áóäóòü âèêîðèñòàíi íàäàëi äëÿ çíàõîäæåííÿ çíà÷åíü ñòàëèõ q1,∞ i

q2,∞.

Òóò ââåäåíî òàêi ïîçíà÷åííÿ:

I0(a) =

∞∫
0

dζ

∞∫
0

dζ ′K(ζ + ζ ′ + a),

I1(a) =

∞∫
0

dζ

∞∫
0

dζ ′ζ ′K(ζ + ζ ′ + a),

I2(a) =

∞∫
0

dζ ζ

∞∫
0

dζ ′ ζ ′K(ζ + ζ ′ + a),

Ik = Ik(0), k = 0, 1, 2.

Ç'ÿñó¹ìî ñåíñ âèêîíàíèõ âèùå ïåðåòâîðåíü. Â ïåðøîìó ðiâíÿííi áóëî

äîìíîæåíî íà îäèíèöþ, à â äðóãîìó � íà ζ i ïðîiíòåãðîâàíî ïî ζ. Êîëè

á 1 i ζ áóëè ðîçâ'ÿçêàìè îäíîðiäíîãî ðiâíÿííÿ, òî ëiâà ÷àñòèíà ðiâíîñòi

äîðiâíþâàëà á òîòîæíî íóëþ. Íóëÿ ìè íå îòðèìàëè òîìó, ùî ôóíêöi¨

1 i ζ íå ¹ ðîçâ'ÿçêàìè îäíîðiäíîãî ðiâíÿííÿ, âîíè ¹ ëèøå àñèìïòîòèêà-

ìè éîãî ðîçâ'ÿçêó ïðè âåëèêèõ ζ. Îäíàê îñíîâíi â ïåâíîìó ñåíñi ÷ëåíè

çíèùóþòüñÿ. Ñïiââiäíîøåííÿ (3.14) îòðèìàíi â ðîáîòi [28], äå ¨õ íàçâàíî

óìîâàìè êâàçiîðòîãîíàëüíîñòi äî àñèìïòîòèêè.

Ââåäåìî â ðiâíÿííÿõ (3.14) ïðîáíó ôóíêöèþ Γ, ÿêó ââàæàòèìåìî
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íåâèçíà÷åíîþ ñòàëîþ, çàìiñòü q(ζ). Â ðåçóëüòàòi îòðèìà¹ìî

Γ(I0 − I0(a)) = I1 + I1(a),

Γ(I1 + I1(a)) = −I2 − I2(a) + 2q1,∞I1.

Çâiäñè ìîæíà çíàéòè ÿê ñòàëó Γ òàê i âèðàç äëÿ q1,∞

q1,∞ =
1

2I1

{
I2 + I2(a) +

(I1 + I1(a))
2

I0 − I0(a)

}
. (3.15)

Âèðàç äëÿ q2,∞ âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä q1,∞ ëèøå çíàêîì ïåðåä Ik(a), öå ëåãêî

çðîçóìiòè ç âèãëÿäó ñèñòåìè (3.5). Òîìó

q2,∞ =
1

2I1

{
I2 − I2(a) +

(I1 − I1(a))
2

I0 + I0(a)

}
. (3.16)

Áåðó÷è äî óâàãè ââåäåíi âèùå ïîçíà÷åííÿ äëÿ iíòåãðàëiâ, ïîäàìî âè-

ðàçè äëÿ q1,∞, q2,∞ â ðîçãîðíóòîìó âèãëÿäi

q1,∞(a) =
12ζ(3)

7

{
π4

384
+

∞∑
n=1

1∫
0

dx x3

(2n− 1)4
exp

{
−2n− 1

x
a

}
+

7ζ(3)
24

+
∞∑
n=1

1∫
0

dx x2

(2n− 1)3
exp

{
−2n− 1

x
a

}2

π2

16
−

∞∑
n=1

1∫
0

dx x

(2n− 1)2
exp

{
−2n− 1

x
a

}
}
, (3.17)

q2,∞(a) =
12ζ(3)

7

{
π4

384
−

∞∑
n=1

1∫
0

dx x3

(2n− 1)4
exp

{
−2n− 1

x
a

}
+

7ζ(3)
24

−
∞∑
n=1

1∫
0

dx x2

(2n− 1)3
exp

{
−2n− 1

x
a

}2

π2

16
+

∞∑
n=1

1∫
0

dx x

(2n− 1)2
exp

{
−2n− 1

x
a

}
}
. (3.18)
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Ðèñ. 3.1: Êðèâà çàëåæíîñòi çíà÷åííÿ q1,∞ òà q2,∞ âiä òîâùèíè íîðìàëüíîãî ïðîøàðêó.

Çâè÷àéíî ôîðìóëè (3.15) i (3.16) äàþòü íàáëèæåíå çíà÷åííÿ êîåôi-

öi¹íòiâ q1,∞ i q2,∞, îñêiëüêè çàìiñòü òî÷íîãî âèðàçó äëÿ q(ζ) âçÿòî áó-

ëî ñòàëó Γ ÿê ïðîáíó ôóíêöiþ . Çàçíà÷èìî, ùî òàêèé ñàìèé ðåçóëüòàò

îòðèìó¹òüñÿ iíøèìè âàðiàöiéíèìè ìåòîäàìè, ÿêùî ïðîáíà ôóíêöiÿ àíà-

ëîãi÷íà. Ïðîòå çàïðîïîíîâàíèé òóò ìåòîä êâàçiîðòîãîíàëüíîñòi äî àñèì-

ïòîòèêè ¹ íàéïðîñòiøèì iç íèõ. Ç (3.15) i (3.16) âèïëèâà¹ òàêîæ, ùî

q1,∞ → ∞, q2,∞ → 0, ÿêùî a→ 0.

3.3 Äîñëiäæåííÿ ïðîñòîðîâî¨ ïîâåäiíêè ÏÂ ç âðàõó-

âàííÿì íàäïëèííî¨ øâèäêîñòi

3.3.1 Ðîçâ'ÿçóâàííÿ ÐÃË äëÿ ÏÂ.

Â ïîïåðåäíüîìó ïóíêòi áóëî äîñëiäæåíå ËIÐ, ÿêîìó çàäîâîëüíÿ¹ ÏÂ∆(r⃗)

ïîáëèçó ãðàíèöi íîðìàëüíîãî ìåòàëó i íàäïðîâiäíèêà íà âiäñòàíÿõ ïî-

ðÿäêó ξ0. ßêùî âiäiéòè âãëèá íàäïðîâiäíèêà íà âiäñòàíü ïîðÿäêó ξ(T ),

ËIÐ âòðà÷à¹ ñâîþ ÷èííiñòü, i ÏÂ îïèñó¹òüñÿ ÐÃË. Òå, ÿê âiäáóâà¹òüñÿ ïå-
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ðåõiä âiä ËIÐ äî ÐÃË, áóëî ïîêàçàíî â ðîçäiëi I, òàì æå áóâ îäåðæàíèé

ðîçâ'ÿçîê ÐÃË ó áåçñòðóìîâîìó âèïàäêó äëÿ SN-êîíòàêòó. Öåé ðîçâ'ÿîê

âèêîðèñòîâó¹òüñÿ [11] i ó âèïàäêó íàÿâíîñòi ñòðóìó â êîíòàêòi, ùî îçíà-

÷à¹ íåõòóâàííÿ âïëèâîì ñòðóìó íà ïðîñòîðîâó çìiíó ÏÂ. Îñêiëüêè â

äàíîìó ðîçäiëi öåé âïëèâ áóäå âðàõîâàíî, òî ðîçâ'ÿçîê ÐÃË ñëiä øóêàòè

iç çáåðåæåííÿì â íüîìó äîäàíêó, ÿêèé ìiñòèòü íàäïëèííó øâèäêiñòü.

Âèïèøåìî ÐÃË äëÿ ÏÂ ∆(r⃗)

ξ2(T )
∂2∆(r⃗)

∂r2i
− 1

∆2
∞
|∆(r⃗)|2∆(r⃗) + ∆(r⃗) = 0, (3.19)

äå ∆2
∞ =

8π2T 2
c

7ζ(3)

(
1− T

Tc

)
� çíà÷åííÿ ÏÂ íà íåñêií÷åííîñòi,

ξ(T ) =

√
7ζ(3)

12

ξ0√
1− T/Tc

� õàðàêòåðíà äîâæèíà çìiíè ÏÂ ïîáëèçó

êðèòè÷íî¨ òåìïåðàòóðè. Áåðó÷è äî óâàãè, ùî ïðîñòîðîâà îäíîðiäíiñòü

ïîðóøåíà ëèøå â íàïðÿìêó îñi OZ i ïåðåõîäÿ÷è äî áåçðîçìiðíî¨ çìiííî¨

ζ =
z

ξ0
, ðiâíÿííÿ (3.19) ìîæíà ïåðåïèñàòè ó ôîðìi

ξ2(T )

ξ20

d2∆(ζ)

dζ2
− 1

∆2
∞
|∆(ζ)|2∆(ζ) + ∆(ζ) = 0 (3.20)

Îñêiëüêè ïðèïóñêà¹òüñÿ íàÿâíîñòi ñòðóìó â êîíòàêòi, òî ðîçâ'ÿçîê ðiâ-

íÿííÿ (3.20) ñëiä øóêàòè ó âèãëÿäi

∆(ζ) = e±iφ/2∆∞f(ζ)e
2imχ(ζ). (3.21)

Òóò ââåäåíà ôàçà ÏÂ, ïîâ'ÿçàíà ç íàäïëèííîþ øâèäêiñòþ dχ
dζ

= ξ0vs. Öÿ

ôóíêöiÿ ââàæà¹òüñÿ âñþäè íåïåðåðâíîþ, çîêðåìà ïîêëàäåìî

χ(d/2) = χ(−d/2) = 0.

Îäíàê äëÿ iñíóâàííÿ íåíóëüîâîãî ñòðóìó ñëiä äîïóñêàòè íàÿâíiñòü ñòðèá-

êà ôàçè ìiæ îáîìà áåðåãàìè êîíòàêòó. Ç öi¹þ ìåòîþ ââåäåíèé ôàçîâèé

ìíîæíèê, íå çàëåæíèé âiä êîîðäèíàò â ìåæàõ êîæíîãî ç íàäïðîâiäíèêiâ,

àëå ðiçíèé â íèõ îáîõ. Áåç îáìåæåííÿ çàãàëüíîñòi ìîæíà ââàæàòè, ùî
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íàÿâíiñòü ðiçíèöi ôàç φ ìiæ áåðåãàìè îçíà÷à¹ çíà÷åííÿ −φ/2 äëÿ ëiâîãî

i φ/2 äëÿ ïðàâîãî íàäïðîâiäíèêà. Ïiñëÿ ïiäñòàíîâêè (3.21) â (3.20) äëÿ

ôóíêöi¨ f(ζ) ìà¹ìî ðiâíÿííÿ

ξ2(T )

ξ20
f ′′(ζ)− ξ2(T )4m2v2s(ζ)f(ζ) + f(ζ)− f 3(ζ) = 0. (3.22)

Óÿâíà ÷àñòèíà ÐÃË, ÿêà âèíèêà¹ ïðè ïiäñòàíîâöi (3.21), çâîäèòüñÿ äî

ðiâíÿííÿ íåïåðåðâíîñòi divj⃗ = 0, ÿêå â äàíîìó (îäíîâèìiðíîìó) âèïàäêó

äà¹ ðiâíiñòü

vs(ζ)f
2(ζ) = const. (3.23)

Çà óìîâ ñëàáêî¨ íàäïðîâiäíîñòi ïðèéìà¹òüñÿ, ùî f íå ìiíÿ¹òüñÿ ïiä âïëè-

âîì ñòðóìó i ÷ëåí −4ξ2(T )m2v2sf â ÐÃË íåõòó¹òüñÿ. Òîäi ðiâíÿííÿ íåïå-

ðåðâíîñòi ç óðàõóâàííÿì ãðàíè÷íî¨ óìîâè f(∞) = 1, ÿêà ñëiäó¹ ç (3.23),

ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi vs(ζ)f 2(ζ) = vs(∞). Ïðîòå, ÿêùî ìàòè çà ìåòó

ðîçãëÿíóòè áiëüø çàãàëüíèé âèïàäîê, òî ñëiä çáåðåãòè â ÐÃË äîäàíîê,

ùî ìiñòèòü íàäïëèííó øâèäêiñòü.

Íà íåñêií÷åííîñòi f ¹ êîíñòàíòà, òîäi ç ðiâíÿííÿ (3.22) îäåðæèìî

f 2∞ = 1− 4m2v2s(∞)ξ2(T ), f∞ ≡ f(∞).

Ç (3.23), çàëó÷àþ÷è îñòàííþ ðiâíiñòü, ìà¹ìî

v2s(ζ) =
1− f 2∞

4m2ξ2(T )

f 4∞
f 4(ζ)

. (3.24)

Ïiäñòàâëÿþ÷è (3.24) â (3.22), îäåðæó¹ìî çàìêíåíå ðiâíÿííÿ âiäíîñíî f(ζ)

ξ2(T )

ξ20
f ′′(ζ)− (1− f 2∞)

f 4∞
f 3(ζ)

+ f(ζ)− f 3(ζ) = 0. (3.25)

Äëÿ äàíîãî ðiâíÿííÿ ëåãêî çíàõîäèòüñÿ ïåðøèé iíòåãðàë

ξ2(T )

ξ20
(f ′(ζ))2 + (1− f 2∞)

f 4∞
f 2(ζ)

+ f 2(ζ)− 1

2
f 4(ζ) = const. (3.26)

Ðîçãëÿäàþ÷è îñòàíí¹ ðiâíÿííÿ â ãðàíèöi ζ → ∞, ôiêñó¹ìî êîíñòàíòó

const = 2f 2∞

(
1− 3

4
f 2∞

)
.
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Òàêèì ÷èíîì, ïðèõîäèìî äî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ ïåðøîãî ïîðÿä-

êó äëÿ f(ζ)

ξ2(T )

ξ20
(f ′(ζ))2 + (1− f 2∞)f 2∞

(
f 2∞
f 2(ζ)

− 1

)
+

f 2(ζ)− f 2∞ +
1

2
f 4∞ − 1

2
f 4(ζ) = 0, (3.27)

ÿêå ìîæíà ïðèâåñòè äî íàñòóïíî¨ ôîðìè

f(ζ)df(ζ)[
f 2∞ − f 2(ζ)

]√
2f 2∞ − 2 + f 2(ζ)

=
ξ0 dζ√
2ξ(T )

. (3.28)

Âèêîíóþ÷è iíòåãðóâàííÿ, îñòàòî÷íî çíàõîäèìî

f(ζ) =


2(1− f 2∞)

ch2
ζ + C√
2ξ(T )

ξ0

+ f 2∞ th2
ζ + C√
2ξ(T )

ξ0


1/2

, (3.29)

äå C � ñòàëà iíòåãðóâàííÿ, äëÿ çíàõîäæåííÿ ÿêî¨ ïîòðiáíî ìàòè ãðàíè÷íó

óìîâó. Öå ïèòàííÿ áóäå ðîçãëÿäàòèñÿ â íàñòóïíîìó ïiäïóíêòi. Ðîçâ'ÿçîêó

(3.29) ìîæíà íàäàòè é iíøî¨ ôîðìè

f(ζ) =

{
2(1− f 2∞) + (3f 2∞ − 2) th2

ζ + C√
2ξ(T )

ξ0

}1/2

, (3.30)

àáî ÷åðåç íàäïëèííó øâèäêiñòü

f(ζ) =

1− 4m2v2s(∞)ξ2(T ) +
12m2v2s(∞)ξ2(T )− 1

ch2
ζ + C√
2ξ(T )

ξ0


1/2

. (3.31)

Ïîðiâíþþ÷è îäåðæàíèé ðåçóëüòàò (ôîðìóëà (3.29)) ç âiäîìèì ðàíiøå

(2.29), áà÷èìî, ùî âðàõóâàííÿ â ÐÃË äîäàíêó ç íàäïëèííîþ øâèäêiñòþ

ïðèâîäèòü äî âèíèêíåííÿ íîâîãî äîäàíêó ó âèðàçi äëÿ f(ζ).

ßêùî ïîêëàñòè vs(∞) = 0 (àáî f∞ = 1, ùî ¹ åêâiâàëåíòíî) â ôîðìóëi

(3.29), òî ïîâåðíåìîñÿ äî ñòàðîãî ðåçóëüòàòó (2.29). Êðèâi çàëåæíîñòi

f(ζ) ïðè çíà÷åííÿõ f∞ = 1 òà f∞ ≲ 1 ïîäàíi íà ðèñóíêó 3.1.
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Ðèñ. 3.2: Çàëåæíiñòü çíà÷åííÿ ìîäóëÿ ïàðàìåòðà âïîðÿäêóâàííÿ âiä âiäñòàíi äî NS

� ãðàíèöi

Ç öüîãî êðåñëåííÿ ìè áà÷èìî, ùî íàÿâíiñòü ñòðóìó â êîíòàêòi ïî-

íèæó¹ çíà÷åííÿ ÏÂ â ïîðiâíÿííi iç åêâiâàëåíòíèì, àëå áåçñòðóìîâèì

êîíòàêòîì.

3.3.2 Ãðàíè÷íå çíà÷åííÿ äëÿ ïàðàìåòðà âïîðÿäêóâàííÿ

Ïåðøèé iíòåãðàë ÐÃË (3.25) ìà¹ âèãëÿä

ξ(T )

ξ0
f ′(ζ)− f 2∞ − f 2(ζ)

f(ζ)

√
f 2∞ − 1 +

1

2
f(ζ) = 0. (3.32)

Ïîêëàäiìî â ðiâíÿííi (3.32) ζ = a/2 i íåõàé f(a/2) ≡ f+. Â ðåçóëüòàòi

ìàòèìåìî ñïiââiäíîøåííÿ ìiæ f ′+ i f+

ξ(T )

ξ0
f ′+ −

f 2∞ − f 2+
f+

√
f 2∞ − 1 +

1

2
f 2+ = 0. (3.33)

Äëÿ îäåðæàííÿ ùå îäíîãî ñïiââiäíîøåííÿ ìiæ f ′+ i f+ çâåðíiìîñÿ äî

ãðàíè÷íèõ óìîâ (3.8), i çàïèøåìî ¨õ ÷åðåç ôóíêöiþ f(ζ) òà ¨¨ ïîõiäíó

f ′(ζ) íà ãðàíèöÿõ íàäïðîâiäíîãî êîíòàêòó (ç òî÷êè çîðó òåîði¨ Ãiíçáóðãà-

Ëàíäàó). Â öèõ òåðìiíàõ i ïiñëÿ ðîçäiëåííÿ äiéñíî¨ òà óÿâíî¨ ÷àñòèí, öi
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ñïiââiäíîøåííÿ íàáóâàþòü ôîðìè ÷îòèðüîõ ðiâíÿíü

2q1,∞q2,∞f
′
+ − (q1,∞ + q2,∞)f+ + (q1,∞ − q2,∞)f− cosφ = 0,

4mvsξ0q1,∞q2,∞f+ + (q2,∞ − q1,∞)f− sinφ = 0,

2q1,∞q2,∞f
′
− + (q1,∞ + q2,∞)f− + (q2,∞ − q1,∞)f+ cosφ = 0,

4mvsξ0q1,∞q2,∞f− + (q2,∞ − q1,∞)f+ sinφ = 0

(3.34)

Âèïèñàíi ðiâíÿííÿ ìàþòü íåòðèâiàëüíèé ðîçâ'ÿçîê çà óìîâè

4mvsξ0 =

(
1

q2,∞
− 1

q1,∞

)
sinφ. (3.35)

Áåðó÷è ¨¨ äî óâàãè, ëåãêî çíàõîäèìî ç (3.34), ùî

f ′+
f+

=
1

2

(
1

q1,∞
+

1

q2,∞

)
+

1

2

(
1

q1,∞
− 1

q2,∞

)
cosφ ≡ 1

q∞
.

f+ = f−, f ′+ = −f ′−, . (3.36)

Òàêèì ÷èíîì, íàñïðàâäi f+ = f−, ÿê i ìà¹ áóòè ç îãëÿäó íà ñèìåòðiþ

çàäà÷i; ç ñèìåòði¹þ ïîâ'ÿçàíå òàêîæ i ñïiââiäíîøåííÿ f ′+ = −f ′−, îñêiëü-

êè íàõèë êðèâî¨ çëiâà ¹ äçåðêàëüíèì âiäîáðàæåííÿì íàõèëó ñïðàâà; ç

òðåòüî¨ ôîðìóëè âèïëèâà¹, ùî f ′+ = f+/q∞.

Âèêîðèñòîâóþ÷è (3.36), âèêëþ÷èìî ç (3.33) f ′+. Â ðåçóëüòàòi ïðèõîäè-

ìî äî çàìêíåíîãî ðiâíÿííÿ âiäíîñíî f+:

f 6+ − 2

(
1 +

ξ2(T )

ξ20q
2
∞

)
f 4+ + f 2∞(4− 3f 2∞)f 2+ + 2f 4∞(f 2∞ − 1) = 0. (3.37)

Ðîçãëÿíåìî ðiâíÿííÿ (3.37) ó âèïàäêó f∞ = 1

f 4+ − 2

(
1 +

ξ2(T )

ξ20q
2
∞

)
f 2+ + 1 = 0. (3.38)

Öå ðiâíÿííÿ ìîæíà ïðèâåñòè äî íàñòóïíî¨ ôîðìè:

2ξ2(T )

ξ20q
2
∞
f 2+ = (f 2+ − 1)2, (3.39)

ÿêå ïiñëÿ âçÿòòÿ êîðåíÿ i âðàõóâàííÿ, ùî 0 ≤ f+ ≤ 1 , ìà¹ âèãëÿä

êâàäðàòíîãî ðiâíÿííÿ

f 2+ +

√
2ξ(T )

ξ0q∞
f+ − 1 = 0, (3.40)
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éîãî êîðåíi

(f+)1,2 = − ξ(T )√
2q∞ξ0

+

√
1 +

ξ2(T )

2q2∞ξ
2
0

. (3.41)

Ç äâîõ êîðåíiâ çàëèøà¹ìî òîé, ÿêèé ¹ äîäàòíié. Òàêèì ÷èíîì, ìè îòðè-

ìàëè âiäîìèé ðåçóëüòàò äëÿ f+, êîëè äîäàíîê ç íàäïëèííîþ øâèäêiñòü

â ÐÃË íå âðàõîâó¹òüñÿ.

Ïîâåðíåìîñÿ äî ðiâíÿííÿ (3.37). Öå ¹ çâè÷àéíå êóái÷íå ðiâíÿííÿ âiä-

íîñíî f 2+ ≡ x i, ÿêùî ââåñòè äëÿ éîãî êîåôiöi¹íòiâ ïîçíà÷åííÿ:

a = −2

(
1 +

ξ2(T )

ξ20q
2
∞

)
, b = f 2∞(4− 3f 2∞), c = 2f 4∞(f 2∞ − 1), (3.42)

òî âîíî íàáóäå âèãëÿäó

x3 + ax2 + bx+ c = 0. (3.43)

ßê âiäîìî, çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê êóái÷íîãî ðiâíÿííÿ äà¹òüñÿ ôîðìóëàìè

Êàðäàíî-Òàðòàëüÿ (äèâ. äîäàòîê A):

x1 = −a
3
+

1

3
3
√
2

[
−i3

√
3
√
a2b2 + 18abc− 4b3 − 4ca3 − 27c2 − 27c+ 9ab− 2a3

]1/3
+

1

3
3
√
2

[
i3
√
3
√
a2b2 + 18abc− 4b3 − 4ca3 − 27c2 − 27c+ 9ab− 2a3

]1/3
,

x2 = −a
3
−

1

6
3
√
2
(1−i

√
3)
[
i3
√
3
√
a2b2 + 18abc− 4b3 − 4ca3 − 27c2 − 27c+ 9ab− 2a3

]1/3
−

1

6
3
√
2
(1+i

√
3)
[
−i3

√
3
√
a2b2 + 18abc− 4b3 − 4ca3 − 27c2 − 27c+ 9ab− 2a3

]1/3
,
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x3 = −a
3
−

1

6
3
√
2
(1+i

√
3)
[
i3
√
3
√
a2b2 + 18abc− 4b3 − 4ca3 − 27c2 − 27c+ 9ab− 2a3

]1/3
−

1

6
3
√
2
(1−i

√
3)
[
−i3

√
3
√
a2b2 + 18abc− 4b3 − 4ca3 − 27c2 − 27c+ 9ab− 2a3

]1/3
.

ßêùî ââåñòè ïîçíà÷åííÿ

A = −27c+ 9ab− 2a3,

B = 3
√
3
√
b2a2 + 18abc− 4b3 − 4ca3 − 27c2,

òî îñòàííi òðè ôîðìóëè ìîæíà ïåðåïèñàòè â áiëüø êîìïàêòíié ôîðìi

x1 = −a
3
+

1

3
3
√
2

{
[A+ iB]1/3 + [A− iB]1/3

}
,

x2 = −a
3
− 1

6
3
√
2

{
[A+ iB]1/3 + [A− iB]1/3

}
−

i

√
3

6
3
√
2

{
[A− iB]1/3 − [A+ iB]1/3

}
,

x3 = −a
3
− 1

6
3
√
2

{
[A+ iB]1/3 + [A− iB]1/3

}
+

i

√
3

6
3
√
2

{
[A− iB]1/3 − [A+ iB]1/3

}
,

Çíàéäåìî êîðåíi êóái÷íi ç âèðàçó z = A + iB ïðè óìîâi, ùî A > 0.

Çàïèñóþ÷è z â òðèãîíîìåòðè÷íié ôîðìi i âèêîíóþ÷è åëåìåíòàðíi ïå-

ðåòâîðåííÿ, îäåðæèìî

z1 = |z|1/3eiφ/3 = |z|1/3(cosφ
3
+ i sin

φ

3
),

z2 = |z|1/3ei(φ+2π)/3 = |z|1/3(cosφ+ 2π

3
+ i sin

φ+ 2π

3
),

z3 = |z|1/3ei(φ+4π)/3 = |z|1/3(cosφ+ 4π

3
+ i sin

φ+ 4π

3
),



60

äå

tgφ =
B

A
, |z| =

√
A2 +B2 = 2(a2 − 3b)3/2.

Òîäi x1, x2, x3 ìîæíà ïåðåïèñàòè ó âèãëÿäi

x1 = −a
3
+

2
√
a2 − 3b

3
cos

φ

3
,

x2 = −a
3
−
√
a2 − 3b

3

{
cos

φ

3
−

√
3 sin

φ

3

}
= −a

3
− 2
√
a2 − 3b

3
sin
(π
6
− φ

3

)
,

x3 = −a
3
−
√
a2 − 3b

3

{
cos

φ

3
+
√
3 sin

φ

3

}
= −a

3
− 2
√
a2 − 3b

3
sin
(π
6
+
φ

3

)
.

Òàêèì ÷èíîì, âèðàçè äëÿ êîðåíiâ ïðèâåäåíi äî íàéêîìïàêòíiøî¨ ôîð-

ìè â òåðìiíàõ åëåìåíòàðíèõ ôóíêöié ïðè âèêîíàííi íàêëàäåíèõ âèùå

óìîâ íà êîåôiöi¹íòè ðiâíÿííÿ. Ó âèïàäêó, ÿêùî A < 0, ìà¹ìî íàñòóïíèé

íàáið:

x1 = −a
3
− 2
√
a2 − 3b

3
cos

φ

3
,

x2 = −a
3
−
√
a2 − 3b

3

{
cos

φ

3
−

√
3 sin

φ

3

}
= −a

3
+

2
√
a2 − 3b

3
sin
(π
6
− φ

3

)
,

x3 = −a
3
+

√
a2 − 3b

3

{
cos

φ

3
+
√
3 sin

φ

3

}
= −a

3
+

2
√
a2 − 3b

3
sin
(π
6
+
φ

3

)
,

Ç òðüîõ êîðåíiâ êóái÷íîãî ðiâíÿííÿ çàëèøà¹òüñÿ òîé, ÿêèé ó âèïàäêó

f∞ = 1 óçãîäæó¹òüñÿ ç ôîðìóëîþ (3.41) (äåòàëi äîñëiäæåííÿ îäåðæàíèõ

êîðåíiâ ïîäàíi â äîäàòêó A). Â ðåçóëüòàòi äëÿ f 2+ ìà¹ìî

f 2+ = ∓2

3

√
a2 − 3 b×

sin

(
π

6
− 1

3
arctan

√
4(a2 − 3b)3

(9 ba− 27 c− 2 a3)2
− 1

)
− a

3
, (3.44)

çíàê (�) ñòàâèìî, ÿêùî 9 ba−27 c−2 a3 > 0 i çíàê (+), ÿêùî 9 ba−27 c−

2 a3 < 0. Îäåðæàíèé âèðàç âèçíà÷à¹ ãðàíè÷íå çíà÷åííÿì ôóíêöi¨ f(ζ)

ïðè ζ =
a

2
i äà¹ ìîæëèâiñòü çàôiêñóâàòè íåâiäîìó ñòàëó C â ðîçâ'ÿçêó

ÐÃË.
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3.4 Îäåðæàííÿ âèðàçó äëÿ ãóñòèíè ñòðóìó â êîíòà-

êòi

Ïåðåéäiìî òåïåð äî çàäà÷i ïðî ðîçðàõóíîê ñòðóìîâèõ ñòàíiâ ó ñèñòåìi

äâîõ îäíàêîâèõ íàäïðîâiäíèêiâ, ðîçäiëåíèõ ïðîøàðêîì íîðìàëüíîãî ìå-

òàëó äîâiëüíî¨ òîâùèíè d.

Çàãàëüíèé âèðàç äëÿ ãóñòèíè ñòðóìó â òåîði¨ Ãiíçáóðãà-Ëàíäàó äà¹-

òüñÿ ôîðìóëîþ

j(z) = i
7ζ(3)ev20N(0)

24π2T 2
c

χ(ξ0/l)

(
∆
d

∗
∆

dz
−

∗
∆
d∆

dz

)
, (3.45)

òóò χ(ξ0/l) =
8

7ζ(3)

∞∑
n=0

1

(2n+ 1)2(2n+ 1 + ξ0/l)
, l � äîâæèíà âiëüíîãî

ïðîáiãó åëåêòðîíiâ. Ïîêëàäiìî â (3.45) z = ξ0ζ; âèðàçèìî òàêîæ N(0)

÷åðåç ÷èñëî åëåêòðîíiâ â îäèíèöi îá'¹ìó N(0) =
3

2

n

p0v0
. Òîäi

j(ζ) = i
7ζ(3)

16π2
env0

p0ξ0T
2
c

(
∆
d

∗
∆

dζ
−

∗
∆
d∆

dζ

)
χ(ξ0/l). (3.46)

Ïiäêðåñëèìî, ùî ìè ïðàöþ¹ìî â îáëàñòi, äå àñèìïòîòèêà ðîçâ'ÿçêó

ËIÐ íà íåñêií÷åííîñòi (â ìàñøòàái õàðàêòåðíî¨ äîâæèíè ËIÐ, òîáòî äëÿ

z ≫ ξ0) i àñèìïòîòèêà ðîçâ'ÿçêó ÐÃË ïðè ìàëèõ z (â ìàñøòàái õàðàêòåð-

íî¨ äîâæèíè â ÐÃË, z ≪ ξ(T )) ïåðåêðèâàþòüñÿ. Òîìó â ôîðìóëi äëÿ

ñòðóìó (3.46) çàìiñòü ÏÂ ∆(ζ) ìîæíà ñêîðèñòàòèñÿ éîãî àñèìïòîòè÷íîþ

ôîðìîþ (3.6). Îòæå, ìîæåìî ïîêëàñòè

j(ζ) = i
7ζ(3)

16π2
env0

p0ξ0T
2
c

χ(ξ0/l)

(
∆+

∗
∆′

+ −
∗
∆+ ∆

′

+

)
. (3.47)

Çâè÷àéíî, ìîæíà áóëî á óçÿòè àñèìïòîòèêó íà ìiíóñ íåñêií÷åííîñòi,

òîäi çàìiñòü ôîðìè ∆+

∗
∆′

+ −
∗
∆+ ∆

′

+ ìàëè á ∆−
∗
∆′

− −
∗
∆− ∆

′

−.

Ïåðåêîíà¹ìîñÿ, ùî îáèäâi öi ôîðìè ðiâíi, òîáòî âèáið òî¨ ÷è äðóãî¨
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íåiñòîòíèé. Ñïðàâäi, ñïiââiäíîøåííÿ (3.8) ìîæóòü áóòè çàïèñàíi òàê ∆+

∆′
+

 = M̂

 ∆−

∆′
−

 , (3.48)

äå

M̂ =
1

q1,∞ − q2,∞

 q1,∞ + q2,∞ 2q1,∞q2,∞

2 q1,∞ + q2,∞

 . (3.49)

Ïðè öüîìó DetM̂ = 1. Öÿ âëàñòèâiñòü ìàòðèöi M̂ ¹ àíàëîãîì óíiòàð-

íîñòi ðîçñiÿííÿ. Âîíà çàáåçïå÷ó¹ ðiâíiñòü çàçíà÷åíèõ ôîðì. Âèðàæàþ-

÷è îäíó ç íèõ ÷åðåç äðóãó, áà÷èìî, ùî âîíè âiäðiçíÿþòüñÿ íà ìíîæíèê

DetM̂, ðiâíèé îäèíèöi. Òîìó àðãóìåíò ó ãóñòèíi ñòðóìó ìîæíà îïóñòèòè.

Äëÿ ïîäàëüøèõ îá÷èñëåíü çðó÷íî âèêëþ÷èòè ó âèðàçi äëÿ ñòðóìó

ïîõiäíi âiä ∆, âèêîðèñòàâøè òi æ ñïiââiäíîøåííÿ (3.8). Òàêèì ÷èíîì,

îòðèìó¹ìî

j = i
7ζ(3)env0

32π2p0ξ0T
2
c

χ(ξ0/l)

(
1

q1,∞
− 1

q2,∞

)(
∆+

∗
∆− −

∗
∆+ ∆−

)
. (3.50)

Çàóâàæèìî, ùî âåëè÷èíè∆+ òà∆− íå ìîæóòü áóòè çíàéäåíi ç ðîçâ'ÿçêó

ËIÐ, îñêiëüêè öåé ðîçâ'ÿçîê âèçíà÷åíèé ç òî÷íiñòþ äî ìóëüòèïëiêàòèâíî¨

êîíñòàíòè. Äëÿ ¨õ âèçíà÷åííÿ ñëiä çâåðíóòèñÿ äî óìîâ çøèâó àñèìïòî-

òèêè ðîçâ'ÿçêó ËIÐ ç àñèìïòîòèêîþ ðîçâ'ÿçêó ÐÃË, ÿêå ¹ íåëiíiéíèì. Öå

ôàêòè÷íî é áóëî âèêîíàíî â ïîïåðåäíüîìó ïiäïóíêòi.

Çàðàç çàçíà÷èìî, ùî ïðåäñòàâëåííÿ (3.21) äà¹ ìîæëèâiñòü çàïèñàòè

ôîðìóëó (3.50) äëÿ ãóñòèíè ñòðóìó ó òàêîìó âèãëÿäi

j =
7ζ(3)

16π2
env0∆

2
∞

p0ξ0T
2
c

χ(ξ0/l)

(
1

q2,∞
− 1

q1,∞

)
f+f− sinφ. (3.51)

Ïðèíöèïîâèé iíòåðåñ ñòàíîâèòü ôîðìóëà (3.51). Âîíà äà¹ ìîæëèâiñòü

çàïèñàòè ãóñòèíó ñòðóìó ó òàêîìó âèãëÿäi (äëÿ ïðîñòîòè áåðåìî l = ∞,

òîáòî χ(ξ0/l) = 1).

j =
7ζ(3)

16π2
env0

p0ξ0T
2
c

∆2
∞f

2 · 4mvsξ0.
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Ïiñëÿ ïiäñòàíîâêè âèðàçó äëÿ ∆2
∞ òà iíøèõ ñïðîùåíü îòðèìó¹ìî

j = 2en

(
1− T

Tc

)
f 2vs.

Òóò f 2vs áåðåòüñÿ íà áåðåãàõ êîíòàêòó. Íàñïðàâäi, ÿê ìè áà÷èëè âèùå,

öåé âèðàç ¹ ñòàëèì, i îòæå, ðiâíèì vs(∞) (ÿêùî ïîêëàñòè f∞ = 1). Òàêèì

÷èíîì,

j = 2envs(∞)

(
1− T

Tc

)
.

Îñêiëüêè ïîáëèçó Tc ìà¹ìî ns = 2n(1−T/Tc), ïðèõîäèìî äî çâè÷àéíî¨

ôîðìóëè j = ensvs(∞), ÿê i ìà¹ áóòè. Íàñïðàâäi vs(∞) íå ¹ äîâiëüíîþ âå-

ëè÷èíîþ, ¨¨ äîïóñòèìi çíà÷åííÿ îáìåæóþòüñÿ âåëè÷èíîþ ñòðóìó, ÿêèé

ìîæå ïðîïóñêàòè êîíòàêò. Òîìó îòðèìàíå ñïiââiäíîøåííÿ öiêàâå ëèøå

îñòiëüêè, îñêiëüêè ñâiä÷èòü ïðî âíóòðiøíþ óçãîäæåíiñòü òåîði¨; çìiñòîâ-

íîþ æ ¹ ôîðìóëà, â ÿêié ôiãóðó¹ sinφ. Òîìó ïîâåðòà¹ìîñÿ äî ôîðìóëè

(3.51), ç ÿêî¨, áåðó÷è äî óâàãè ñïiââiäíîøåííÿ (3.44), îäåðæèìî îñòàòî-

÷íèé âèðàç äëÿ ãóñòèíè ñòðóìó â SNS � êîíòàêòi

j =
1

3

env0
p0ξ0

(
1− T

Tc

){
∓
√
a2 − 3f 2∞(4− 3f 2∞)×

sin

(
π

6
− 1

3
arctg

√
4(a2 − 3f 2∞(4− 3f 2∞))3

(9f 2∞(4− 3f 2∞)a− 54f 4∞(f 2∞ − 1)− 2 a3)2
− 1

)
− a

2

}
(

1

q2,∞
− 1

q1,∞

)
sinφ, (3.52)

òóò

a = −2

1 + 7ζ(3)

12(1− T/Tc)

cos2
φ

2
q1,∞

+
sin2

φ

2
q2,∞

2
 .

Öåé âèðàç ìiñòèòü ñêëàäíó çàëåæíiñòü âiä ðiçíèöi ôàç, ÿêà ñóòò¹âî

âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä ñèíóñî¨äàëüíî¨ ïðè çìåíøåííi òîâùèíè íîðìàëüíîãî

ïðîøàðêó, ùî ìà¹ ìiñöå äëÿ øèðîêèõ êîíòàêòiâ (d≫ ξ0).
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Ðèñ. 3.3: Çàëåæíiñòü ãóñòèíè ñòðóìó âiä ðiçíèöi ôàç ìiæ áåðåãàìè êîíòàêòó ïðè

ðiçíèõ çíà÷åííÿõ òîâùèíè íîðìàëüíîãî ïðîøàðêó. Òåìïåðàòóðà T = 0.98Tc. j0 =
1

3

env0
p0ξ0

.
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Ðèñ. 3.4: Çàëåæíiñòü êðèòè÷íîãî çíà÷åííÿ ãóñòèíè ñòðóìó âiä òîâùèíè íîðìàëüíîãî

ïðîøàðêó. Òåìïåðàòóðà T = 0.98Tc. j0 =
1

3

env0
p0ξ0

.

3.5 Àñèïòîòè÷íi ôîðìè âèðàçó äëÿ ñòðóìó ïðè

vs = 0 òà d≫ ξ0

Â äàíîìó ïóíêòi ðîçãëÿäàòèìåìî ÷àñòèííèé âèïàäîê ïîðiâíÿíî øèðîêèõ

êîíòàêòiâ (d ≫ ξ0), êîëè âïëèâîì ñòðóìó íà ïðîñòîðîâó çìiíó ÏÂ ìî-

æíà çíåõòóâàòè, òîáòî âiäêèíóòè â ÐÃË äîäàíîê, ùî ìiñòèòü íàäïëèííó

øâèäêiñòü. Äàëi çíàéäåìî âèðàç äëÿ ãóñòèíè ñòðóìó i âèêîíà¹ìî ñïðî-

ùåííÿ, ïîâ'ÿçàíi ç ìàëèçíîþ âiäíîøåííÿ ξ0/d.

3.5.1 vs = 0.

Âiäêèäàþ÷è â ÐÃË (3.22) äîäàíîê, ùî ìiñòèòü íàäïëèííó øâèäêiñòü, äëÿ

ôóíêöi¨ f(ζ) ìàòèìåìî íàñòóïíå ðiâíÿííÿ:

ξ2(T )

ξ20
f ′′(ζ) + f(ζ)− f 3(ζ) = 0. (3.53)

Öå ðiâíÿííÿ äîïóñêà¹ çíàõîäæåííÿ ïåðøîãî iíòåãðàëó, âèðàç äëÿ ÿêî-

ãî âèïèøåìî íà NS � ãðàíèöi (ç òî÷êè çîðó õàðàêòåðíî¨ äîâæèíè â ÐÃË)
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f ′+ =
ξ0√
2ξ(T )

(1− f 2+) (3.54)

Íà îñíîâi (3.54) òà ñïiââiäíîøåííÿ (3.36) îäåðæó¹ìî ãðàíè÷íå çíà÷åííÿ

äëÿ ôóíêöi¨ f(ζ)

f+ =

√√√√√1 +
ξ2(T )

2ξ20

cos2
φ

2
q1,∞

+
sin2

φ

2
q2,∞

2

− ξ(T )√
2ξ0

cos2
φ

2
q1,∞

+
sin2

φ

2
q2,∞

 .(3.55)

Ïiäñòàâëÿþ÷è (3.55) â ôîðìóëó (3.51), çíàõîäèìî âèðàç äëÿ ãóñòèíè

ñòðóìó â äàíîìó ÷àñòèííîìó âèïàäêó (vs = 0)

j =
1

2

env0
p0ξ0

(
1− T

Tc

)(
1

q2,∞
− 1

q1,∞

)
×

[1 +
7ζ(3)

24

(
1− T

Tc

)
cos2

φ

2
q1,∞

+
sin2

φ

2
q2,∞

2


1/2

−

√√√√√ 7ζ(3)

24

(
1− T

Tc

)
cos2

φ

2
q1,∞

+
sin2

φ

2
q2,∞

]2 sinφ. (3.56)

Ïðè îäåðæàííi îñòàííüî¨ ôîðìóëè íà òîâùèíó íîðìàëüíîãî ïðîøàðêó

íå íàêëàäàëîñü íiÿêèõ óìîâ, ïðîòå öÿ ôîðìóëà íå ïðèäàòíà äëÿ êîíòà-

êòiâ, â ÿêèõ òîâùèíà íîðìàëüíîãî ïðîøàðêó ¹ ìàëîþ (d≪ ξ0). Ñïðàâäi,

ïðè d ≪ ξ0 (a → 0) q1,∞ → ∞, q2,∞ → 0. Òîäi â (3.56) äîäàíêè, ùî

ìiñòÿòü q1,∞ ¹ àñèìïòîòè÷íî ìàëi i ìîæóòü áóòè âiäêèíóòi. Â ðåçóëüòàòi

ìà¹ìî

j =
1

2

env0
p0ξ0

(
1− T

Tc

)
1

q2,∞
×

[1 +
7ζ(3)

24

(
1− T

Tc

) sin4
φ

2
q22,∞


1/2

−

√√√√√ 7ζ(3)

24

(
1− T

Tc

) sin2
φ

2
q2,∞

]2
sinφ. (3.57)
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Íåçâàæàþ÷è íà òå, ùî q2,∞ ¹ ìàëèì, ìè íå ìîæåìî ââàæàòè, ùî äî-

äàíêè, â ÿêèõ q2,∞ ìiñòèòüñÿ â çíàìåííèêó, ¹ âåëèêèìè, áî ÷èñåëüíèê

çìiíþ¹òüñÿ â iíòåðâàëi çíà÷åíü âiä íóëÿ äî îäèíèöi. Òîìó öi äîäàíêè ìî-

æóòü ââàæàòèñÿ âåëèêèìè ëèøå òîäi, êîëè ðiçíèöÿ ôàç φ íå ¹ áëèçüêîþ

äî íóëÿ. ßêùî öå òàê, òî, âèêîíóþ÷è ïîäàëüøi ñïðîùåííÿ, îäåðæèìî

àñèïòîòè÷íó ôîðìó âèðàçó äëÿ ãóñòèíè ñòðóìó ïðè d ≪ ξ0 i çíà÷åííÿõ

ôàçè, íå áëèçüêèõ äî íóëÿ,

j =
6

7ζ(3)

env0
p0ξ0

(
1− T

Tc

)2

q2,∞
cos(φ/2)

sin3(φ/2)
. (3.58)

Ç îñòàííüî¨ ôîðìóëè áà÷èìî, ùî âîíà ñïðàâäi íå ïðàöþ¹ ïðè ìàëèõ çíà-

÷åííÿõ φ. Îòæå, ïðè ðîçãëÿäi íàäïðîâiäíèõ êîíòàêòiâ, â ÿêèõ òîâùèíà

íîðìàëüíîãî ïðîøàðêó d ∼ ξ0 i ìåíøà, íåîáõiäíî âðàõîâóâàòè âïëèâ

ñòðóìó íà ïðîñòîðîâó çìiíó ÏÂ.

3.5.2 d≫ ξ0.

Â äàíîìó ïiäïóíêòi ðîçãëÿäàòèìåòüñÿ ïðîòèëåæíèé ãðàíè÷íèé âèïàäîê,

êîëè òîâùèíà íîðìàëüíîãî ïðîøàðêó ¹ âåëèêà â ïîðiâíÿííi ç ÄÊ. Ïåðø

çà âñå îäåðæèìî àñèìïòîòè÷íi âèðàçè äëÿ êîåôiöi¹íòiâ q1,∞ i q2,∞ ïðè

óìîâi, ùî d ≫ ξ0 (a ≫ 1). Äëÿ öüîãî îá÷èñëèìî íàáëèæåíî iíòåãðàëè

I0(a), I1(a), I2(a).

Äëÿ I0(a) ìà¹ìî

I0(a) =
ρ

2

∑
n

1∫
0

dx

x

∞∫
0

dζ

∞∫
0

dζ ′ exp

(
−|2n+ 1|

x
(ζ + ζ ′ + a)

)
=

ρ

2

∑
n

1∫
0

dx

x

x2

(2n+ 1)2
exp

(
−|2n+ 1|

x
a

)
. (3.59)

Ïðè a≫ 1, îñíîâíèé âíåñîê â ñóìó ïî n äàþòü n = 0 òà n = −1. Òîäi

I0(a) ∼= ρ

1∫
0

dxx exp
(
−a
x

)
∼= ρ

e−a

a
. (3.60)
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Àíàëîãi÷íî âèêîíóþòüñÿ ñïðîùåííÿ i äëÿ iíøèõ iíòåãðàëiâ, ùî ïðèâî-

äèòü äî òàêîãî ðåçóëüòàòó

I0(a) = I1(a) = I2(a) ∼= ρ
e−a

a
.

Òàêèì ÷èíîì, ó âèðàçàõ äëÿ q1,∞, q2,∞ âèíèêà¹ ìàëà âåëè÷èíà
e−a

a
,

ïî ÿêié ìîæåìî âèêîíàòè ðîçêëàä. Îáìåæóþ÷èñü ïåðøèì íàáëèæåííÿì,

ìà¹ìî

q1,∞ =
1

2

(
I1
I0

+
I2
I1

)
+

ρ

2I1

e−a

a

(
1 +

I1
I0

)2

= q(0)∞ + δq∞, (3.61)

q2,∞ =
1

2

(
I1
I0

+
I2
I1

)
− ρ

2I1

e−a

a

(
1 +

I1
I0

)2

= q(0)∞ − δq∞. (3.62)

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî δq∞ =
ρ
2I1

e−a

a

(
1 + I1

I0

)2
.

Äëÿ îäåðæàííÿ âèðàçó äëÿ ãóñòèíè ñòðóìó â ïåðøîìó íàáëèæåííi ïî
e−a

a
â ôîðìóëi (3.56) ïîêëàäåìî

1

q2,∞
− 1

q1,∞
∼=

2δq∞

q(0)2∞
,

à â êâàäðàòíèõ äóæêàõ q1,∞ i q2,∞ âiçüìåìî â íóëüîâîìó íàáëèæåííi. Â

ðåçóëüòàòi ìàòèìåìî

j =
1

2

env0
p0ξ0

(
1− T

Tc

)
2δq∞

q(0)2∞

[√√√√√1 +
7ζ(3)

24

(
1− T

Tc

) 1

(q(0)∞ )2
−

√√√√√ 7ζ(3)

24

(
1− T

Tc

) 1

q(0)∞

]2
sinφ. (3.63)

Îñêiëüêè ðîçãëÿäà¹òüñÿ îáëàñòü òåìïåðàòóð, áëèçüêèõ äî êðèòè÷íî¨, òî

îñòàííþ ôîðìóëó ìîæíà ïåðåïèñàòè ó ñïðîùåíîìó âèãëÿäi

j =
6

7ζ(3)

env0
p0ξ0

(
1− T

Tc

)2

δq∞ sinφ. (3.64)
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Ðèñ. 3.5: Çàëåæíiñòü êðèòè÷íîãî çíà÷åííÿ ãóñòèíè ñòðóìó âiä òîâùèíè íîðìàëüíîãî

ïðîøàðêó äëÿ äâîõ âèïàäêiâ: 1)vs = 0, 2)vs ̸= 0. Òåìïåðàòóðà T = 0.98Tc. j0 =
1

3

env0
p0ξ0

.

Òîäi, áåðó÷è äî óâàãè âèðàç äëÿ δq∞ i çíà÷åííÿ iíòåãðàëiâ I0, I1, I2 òà

ζ(3) ∼= 1, 2, ïðèõîäèìî äî êiíöåâî¨ ôîðìóëè

j ∼= 2, 5
env0
p0d

e−d/ξ0

(
1− T

Tc

)2

sinφ. (3.65)

ßê áà÷èìî, iç çáiëüøåííÿì òîâùèíè íîðìàëüíîãî ïðîøàðêó ñòðóì ñïà-

äà¹ åêñïîíåíöiàëüíî. Õàðàêòåðíîþ äîâæèíîþ ñïàäàííÿ ïðè çáiëüøåííi

òîâùèíè íîðìàëüíîãî ïðîøàðêó ¹ ξ0. Çàëåæíiñòü âiä ôàçè ïåðåäà¹òüñÿ

ôàêòîðîì sinφ, ùî óçãîäæó¹òüñÿ ç ðèñóíêîì 3.3.

Íà ðèñóíêó 3.5 äëÿ ïîðiâíÿííÿ ïîäàíî çàëåæíîñòi êðèòè÷íîãî ñòðóìó

âiä òîâùèíè íîðìàëüíîãî ïðîøàðêó: 1)áåç âðàõóâàííÿ âïëèâó ñòðóìó íà

ïðîñòîðîâó çìiíó ÏÂ; 2) âðàõîâóþ÷è âïëèâ ñòðóìó íà ïðîñòîðîâó çìi-

íó ÏÂ. Ç äàíîãî ðèñóíêà âèïëèâà¹, ùî äiÿ ñòðóìó, ÿê ðîçïàðîâóþ÷îãî

ôàêòîðà, ¹ ñóòò¹âîþ ïðè çìåíøåííi d i ïðàêòè÷íî âiäñóòíÿ, êîëè d çáiëü-

øó¹òüñÿ.
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3.6 Äîñëiäæåííÿ ïåðåõîäó âiä ãðàíè÷íî áðóäíîãî

(l ≪ ξ0) äî äîñòàòíüî ÷èñòîãî êîíòàêòó (l ≫ ξ0)

Â äàíîìó ïóíêòi ðîçãëÿäàòèìåòüñÿ øèðîêèé (d ≫ ξ0) SNS � êîíòàêò

çà íàÿâíîñòi äîìiøîê äîâiëüíî¨ êîíöåíòðàöi¨ i ïðè òåìïåðàòóðàõ, áëèçü-

êèõ äî êðèòè÷íî¨. Òóò öiêàâèì ¹ ïèòàííÿ, ÿê âiäáóâà¹òüñÿ ïåðåõiä âiä

îäíî¨ õàðàêòåðíî¨ äîâæèíè ñïàäàííÿ ñòðóìó, ïðè çáiëüøåííi òîâùèíè

íîðìàëüíîãî ïðîøàðêó, äî iíøî¨ â çàëåæíîñòi âiä äîâæèíè âiëüíîãî ïðî-

áiãó åëåêòðîíiâ. Ñàìå öå i ¹ ïðåäìåòîì äîñëiäæåííÿ âèêîíàíîãî â äàíîìó

ïóíêòi.

Ñèñòåìà ëiíiéíèõ iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü äëÿ ÏÂ çà íàÿâíîñòi äîìiøîê

ìà¹ âèãëÿä

∆n(ζ) = ∆(ζ) +
1

2λ

1∫
0

dx

x

∞∫
−∞

exp

(
−|ζ − ζ ′|

x
|2n′ + 1|

)
∆n(ζ

′)dζ ′, (3.66)

∆(ζ) =
ρ

2

∑
n

1∫
0

dx

x

∞∫
−∞

exp

(
−|ζ − ζ ′|

x
|2n′ + 1|

)
∆n(ζ

′)dζ ′. (3.67)

Òóò |2n′+1| = |2n+1|+1/λ, λ =
l

ξ0
� áåçðîçìiðíà äîâæèíà âiëüíîãî ïðî-

áiãó åëåêòðîíiâ. Ðiâíÿííÿ (3.66) ïåðåòâîðåííÿì Ôóð'¹ ëåãêî ðîçâ'ÿçó¹òüñÿ

âiäíîñíî ∆̃n(k). Âèêîðèñòîâóþ÷è öåé ðîçâ'ÿçîê, ç ðiâíÿííÿ (3.67) ìîæíà

âèêëþ÷èòè ∆n i îäåðæàòè çàìêíåíå ËIÐ âiäíîñíî ∆(ζ)

∆(ζ) =

∞∫
−∞

K(ζ − ζ ′)∆(ζ ′)dζ ′. (3.68)

Ôóð'¹-îáðàç ÿäðà öüîãî ðiâíÿííÿ äà¹òüñÿ âèðàçîì

K̃(k) = ρ
∑
n

1

k
arctg

k

|2n′ + 1|

1− 1

λk
arctg

k

|2n′ + 1|

. (3.69)



71

Äëÿ ðiâíÿííÿ (3.68) ìîæíà âèêîíàòè äîñëiäæåííÿ òàêi ñàìi, ÿê i òi, ùî

áóëè çðîáëåíi äëÿ ðiâíÿííÿ (3.1) â ïóíêòi 3.2. Ïðè öüîìó äëÿ q1,∞ i q2,∞

îäåðæóþòüñÿ àíàëîãi÷íi ðåçóëüòàòè. Âiäìiííiñòü áóäå ïîëÿãàòè ó âèðàçàõ

äëÿ iíòåãðàëiâ In, In(a), n = 0, 1, 2, îñêiëüêè òåïåð K(ζ), ÿêå ìiñòèòüñÿ

â öèõ iíòåãðàëàõ, äà¹òüñÿ ôîðìóëîþ

K(ζ) =
1

2π

∞∫
−∞

K̃(k)e−ikζdk.

Áåðó÷è äî óâàãè, ùî êîíòàêò ¹ øèðîêèì, â q1,∞ i q2,∞ ìîæíà âèêî-

íàòè ñïðîùåííÿ ïîâ'ÿçàíi ç ìàëèçíîþ In(a), n = 0, 1, 2. Â ïîòðiáíîìó

íàáëèæåííi ìà¹ìî

q1,∞ =
1

2

(
I2
I1

+
I1
I0

)
+

1

2

(
I2(a)

I1
+ 2

I1(a)

I0
+
I1

I20
I0(a)

)
, (3.70)

q2,∞ =
1

2

(
I2
I1

+
I1
I0

)
− 1

2

(
I2(a)

I1
+ 2

I1(a)

I0
+
I1

I20
I0(a)

)
, (3.71)

à îòæå, δq∞ äà¹òüñÿ ôîðìóëîþ

δq∞ =
1

2

(
I2(a)

I1
+ 2

I1(a)

I0
+
I1

I20
I0(a)

)
. (3.72)

Ùî æ äî âèðàçó äëÿ ñòðóìó, òî âií âèçíà÷à¹òüñÿ ôîðìóëîþ (3.64), â

ÿêié ìiñòèòüñÿ δq∞. Ñàìå ÷åðåç δq∞ ó âèðàç äëÿ ñòðóìó âõîäèòü çàëå-

æíiñòü âiä òîâùèíè íîðìàëüíîãî ïðîøàðêó d, îñêiëüêè δq∞ ìiñòèòü d

çàâäÿêè iíòåãðàëàì I1(a), I2(a), I3(a). Äëÿ øèðîêèõ SNS � êîíòàêòiâ,

ñòðóì åêñïîíåíöiàëüíî ïîñëàáëþ¹òüñÿ ïðè çáiëüøåííi òîâùèíè íîðìàëü-

íîãî ìåòàëó. Õàðàêòåðíà äîâæèíà, íà ÿêié öå ïîñëàáëåííÿ âiäáóâà¹òüñÿ,

äîðiâíþ¹ ξ0 äëÿ ÷èñòîãî íàäïðîâiäíèêà i ξd äëÿ ãðàíè÷íî áðóäíîãî. Öÿ

çàëåæíiñòü ïîõîäèòü âiä çàçíà÷åíèõ âèùå iíòåãðàëiâ, òîìó àáè ç'ÿñóâàòè,

ÿê âiäáóâà¹òüñÿ ïåðåõiä âiä îäíî¨ õàðàêòåðíî¨ äîâæèíè äî iíøî¨, íåîáõi-

äíî äîñëiäèòè öi iíòåãðàëè.

Îá÷èñëåííÿ äîêëàäíî ïðîâåäåìî äëÿ îäíîãî iíòåãðàëà, íàïðèêëàä,

I0(a), áî ñõåìà ðîçðàõóíêó îäíàêîâà äëÿ âñiõ òðüîõ.
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Ðîçãëÿíåìî

I0(a) =

∞∫
−∞

dζ

∞∫
−∞

dζ ′K(ζ + ζ ′ + a),

âðàõîâóþ÷è âèðàç äëÿ K(ζ) ÷åðåç Ôóð'¹-îáðàç K̃(k), ìà¹ìî

I0(a) =
1

2π

∞∫
−∞

dkK̃(k)e−ika

∞∫
0

dζ ′
∞∫
0

dζe−ik(ζ+ζ ′) =

− 1

2π

∞∫
−∞

K̃(k)e−ika

(k − iε)2
dk, ε→ 0. (3.73)

Òàê ñàìî

I1(a) =
i

2π

∞∫
−∞

K̃(k)e−ika

(k − iε)3
dk, I2(a) =

1

2π

∞∫
−∞

K̃(k)e−ika

(k − iε)4
dk, ε→ 0.

Âèêîðèñòà¹ìî ñïiââiäíîøåííÿ

1

(k − iε)n
=
Pf

kn
+ iπ

(−1)n−1

(n− 1)!
δ(n−1)(k),

òà ïðàâèëî iíòåãðóâàííÿ ïñåâäîôóíêöio
Pf

kn
ç îñíîâíèìè ôóíêöiÿìè φ(k):

∞∫
−∞

Pf

kn
φ(k)dk =

∞∫
−∞

[
φ(k)− φ(0)− kφ′(0)− ...− kn−2

(n− 2)!
φ(n−2)(0)

]
dk

kn
.

Ó âèïàäêó iíòåãðàëà I0(a) ìà¹ìî

I0(a) = − 1

2π

∞∫
−∞

K̃(k)e−ika − 1

k2
dk − i

2
lim
k→0

(K̃(k)e−ika)′ =

1

2π

∞∫
−∞

1− K̃(k) cos kx

k2
dk − a

2
=

1

2π

∞∫
−∞

(1− K̃(k)) cos kx

k2
dk. (3.74)

Òóò âèêîðèñòàíî ïàðíiñòü ôóíêöi¨ K̃(k) i òå, ùî K̃ ′(0) = 0, à òàêîæ

åëåìåíòàðíèé iíòåãðàë

∞∫
−∞

1− cos ka

k2
dk = πa. Àíàëîãi÷íi âèðàçè äëÿ ií-

òåãðàëiâ I1(a) òà I2(a) äàþòüñÿ ïðåäñòàâëåííÿì

I1(a) =
1

2π

∞∫
−∞

(K̃(k)− 1− 1

2
k2K̃ ′′(0)) sin ka

dk

k3
, (3.75)
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I2(a) =
1

2π

∞∫
−∞

(K̃(k)− 1− 1

2
k2K̃ ′′(0)) cos ka

dk

k4
. (3.76)

Ùîá îá÷èñëèòè K̃ ′′(0), âèêîðèñòîâó¹ìî àñèìïòîòè÷íèé âèðàç äëÿ ìàëèõ

k

K̃(k)− 1 =
ρ

3

∑
n

k2

(2n+ 1)2|2n′ + 1|
.

Çâiäñè

K̃ ′′(0) =
2

3
ρ
∑
n

1

(2n+ 1)2|2n′ + 1|
.

Ïiäñòàâèìî çàìiñòü ÿäðà K̃(k) éîãî ÿâíèé âèðàç i çðîáèìî â iíòåãðàëàõ

I0(a), I1(a), I2(a) çàìiíó çìiííî¨ iíòåãðóâàííÿ, ïîêëàäàþ÷è

k = |2n′ + 1|x, à òàêîæ âðàõó¹ìî ðiâíÿííÿ äëÿ êðèòè÷íî¨ òåìïåðàòóðè

1 = ρ
∑
n

1

|2n+ 1|
. Â ðåçóëüòàòi îäåðæèìî

I0(a) =
ρ

π

∞∫
−∞

x− arctg x

1 +
x− arctg x

λx

cos

[(
1 +

1

λ

)
ax

]
dx

x3
, (3.77)

I1(a) =
ρ

π

λ

1 + λ

∞∫
−∞

 arctg x− x

1 +
x− arctg x

λx

+
x3

3

 sin

[(
1 +

1

λ

)
ax

]
dx

x4
,(3.78)

I2(a) =
ρ

π

λ2

(1 + λ)2

∞∫
−∞

 arctg x− x

1 +
x− arctg x

λx

+
x3

3

 cos

[(
1 +

1

λ

)
ax

]
dx

x5
.(3.79)

Òóò âçÿòî äî óâàãè, ùî ïðè d≫ ξ0 ãîëîâíèé âíåñîê â ñóìó äàþòü n = 0

i n = −1. Äëÿ ïîäàëüøîãî ðîçãëÿäó öèõ iíòåãðàëiâ ïåðåéäåìî äî êîì-

ïëåêñíèõ çìiííèõ i âèêîíà¹ìî iíòåãðóâàííÿ ïî êîíòóðó, ÿêèé çàìêíåìî

÷åðåç âåðõíþ ïiâïëîùèíó, çðîáèìî ðîçðiç ïî óÿâíié îñi i îáiéäåìî òî÷êó

z = i (äèâ. ðèñóíîê 3.6).
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Ðèñ. 3.6: Êîíòóð, ïî ÿêîìó âèêîíó¹òüñÿ iíòåãðóâàííÿ ïðè îá÷èñëåííi iíòåãðàëiâ

I0(a), I1(a), I2(a).

Âñåðåäèíó êîíòóðà ïîòðàïëÿ¹ ¹äèíèé ïîëþñ, ÿêèé âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâ-

íÿííÿì

1 +
1

λ
− 1

λz
arctgz = 0

i çíàõîäèòüñÿ íà óÿâíié îñi. Ïîêëàäiìî z = iy0, (y0 < 1), òîäi

1 + λ =
arcthy0
y0

.

Ïðè iíòåãðóâàííi ïî óÿâíié îñi îçíà÷èìî ëîãaðèôì òàê, ùî íà ïðàâîìó

áåðåçi Ln(1− y) = ln(y− 1)+ iπ, à íà ëiâîìó � Ln(1− y) = ln(y− 1)− iπ.

Âèêîðèñòîâóþ÷è òåîðåìó ïðî ðåøòêè i ñêîðèñòàâøèñü ëîãàðèôìi÷íèì

ïðåäñòàâëåííÿì àðêòàíãåíñà Arctgz =
1

2i
Ln

1 + iz

1− iz
, îäåðæèìî

In(a) = ρ
λn+2

(1 + λ)n

∞∫
1

exp{−a(1 + 1/λ)y}(
1 + λ+

1

2y
ln
y − 1

y + 1

)2

+
π2

4y2

dy

y3+n +

ρ
λn+2

(1 + λ)n
2(1− y20)

y1+n
0

exp{−a(1 + 1/λ)y0}
(1 + λ)y20 − λ

, n = 0, 1, 2. (3.80)

Ç öi¹¨ ôîðìóëè âèïëèâà¹ ôàêò åêñïîíåíöiàëüíîãî ñïàäàííÿ äàíèõ iíòåã-

ðàëiâ, à îòæå, i âåëè÷èíè ñòðóìó, ÿêèé ïðîõîäèòü ÷åðåç êîíòàêò. Ùîá

çðîçóìiòè, ÿê ôîðìó¹òüñÿ õàðàêòåðíà äîâæèíà çìiíè, ðîçãëÿíåìî îáè-
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äâà äîäàíêè â (3.80). Â ïîëþñíîìó äîäàíêó ìà¹ìî åêñïîíåíòó

exp

{
−a
(
1 +

1

λ

)
y0

}
= exp

{
−d
(
1

ξ0
+

1

l

)
y0

(
l

ξ0

)}
,

ç ÿêî¨ áà÷èìî, ùî íà ôîðìóâàííÿ õàðàêòåðíî¨ äîâæèíè âïëèâà¹ êîðiíü

ïîëþñíîãî ðiâíÿííÿ. Öåé êîðiíü, çíà÷åííÿ ÿêîãî çàëåæèòü âiä êîíöåí-

òðàöi¨ äîìiøîê, ìîæå áóòè çíàéäåíèé ÷èñåëüíî, éîãî ãðàôi÷íå çîáðàæå-

ííÿ ïîäàíå íà ðèñóíêó 3.7. Ùî æ äî iíòåãðàëüíîãî äîäàíêà, òî âií ìîæå

0,4 0,6 0,8 1,0

0,6

0,8

1,0

1,2

1,4

1,6

1,8

2,0

2,2

1+l

y0

Ðèñ. 3.7: Ãðàôi÷íèé ðîçâ'ÿçîê ðiíÿííÿ äëÿ y0.

áóòè îöiíåíèé çà äîïîìîãîþ ìåòîäà Ëàïëàñà, à âèðàç, ÿêèé âèçíà÷à¹ çà-

ëåæíiñòü âiä d, ìîæå áóòè ïðåäñòàâëåíèé ó âèãëÿäi

exp

{
−d
(
1

ξ0
+

1

l

)}
y1

(
l

ξ0

)
.

Òóò y1(l/ξ0) çíàõîäèòüñÿ ç óìîâè ìiíiìóìó ôóíêöi¨

a

(
1 +

1

λ

)
y + ln

{(
1 +

1

λ
+

1

2yλ
ln
y − 1

y + 1

)2

+
π2

4y2λ2

}
,



76

òîáòî ç ðiâíÿííÿ

a+
1

λ
=

1

λ

[(
1 +

1

λ
+

1

2y1λ
ln
y1 − 1

y1 + 1

)
×

(
1

2y21
ln
y1 − 1

y1 + 1
− 2

y1

1

y21 − 1

)
+

π2

2y31λ

]
×[(

1 +
1

λ
+

1

2y1λ
ln
y1 − 1

y1 + 1

)2

+
π2

4y21λ
2

]−1

. (3.81)

Îòæå, õàðàêòåðíà äîâæèíà ñïàäàííÿ ñòðóìó ξ äà¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿì

1

ξ
=

(
1

ξ0
+

1

l

)
f

(
l

ξ0

)
,

äå f

(
l

ξ0

)
� ¹ y0

(
l

ξ0

)
, àáî y1

(
l

ξ0

)
.

Ðîçãëÿíüìî ãðàíè÷íi âèïàäêè λ ∼ 0 i λ ≫ 1. Ïðè λ ∼ 0 îñíîâíèé

âíåñîê â (3.80) äà¹ ïîëþñíèé ÷ëåí, àñèìïòîòèêà ÿêîãî ìà¹ âèãëÿä

2ρ
λ2+n

(1 + λ)n
1− y20
y1+n
0

exp{−a(1 + 1/λ)y0}
(1 + λ)y20 − λ

as
=

2ρ
λ2+n

y1+n
0

exp
{
−a
λ
y0

}
y20 − λ

= ρ
λ

3
exp

{
−a
√

3

λ

}
.

Íà îñíîâi öüîãî äëÿ iíòåãðàëiâ In(a), n = 0, 1, 2 ìîæåìî íàïèñàòè

In(a) = ρ

(
λ

3

)n+ 1

2 exp

(
−a
√

3

λ

)
, n = 0, 1, 2, λ≪ 1.

I À äëÿ ñòðóìó îäåðæó¹ìî òàêèé àñèìïòîòè÷íèé âèðàç:

j ∼= 0, 5
env0
p0ξ0

√
l

ξ0
e−d

√
3/ξ0l

(
1− T

Tc

)2

sinφ, d≫
√
ξ0l

3
. (3.82)

Â ãðàíèöi λ ≫ 1 îñíîâíèé âíåñîê â (3.80) äà¹ iíòåãðàëüíèé ÷ëåí, íà

îñíîâi ÿêîãî äëÿ iíòåãðàëiâ In(a), n = 0, 1, 2 ìà¹ìî

In(a) ∼= ρ
ξ0
d
exp

(
− d

ξ0

)
, λ≫ 1,

ùî ïðèâîäèòü äî âèðàçó äëÿ ñòðóìó (3.65), îäåðæàíîãî ðàíiøå.
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3.7 Âèñíîâêè òà îáãîâîðåííÿ

Ñïèðàþ÷èñü íà ëiíiéíå iíòåãðàëüíå ðiâíÿííÿ, îäåðæàíå â äðóãîìó ðîç-

äiëi, äîñëiäæåíî ïîâåäiíêó ÏÂ ïîáëèçó NS � ãðàíèöi â SNS � êîíòàêòi.

Ïîêàçàíî, ùî íà âiäñòàíÿõ âiä ãðàíèöi íàáàãàòî áiëüøèõ äîâæèíè êîãå-

ðåíòíîñòi àñèìïòîòèêà ËIÐ ¹ ëiíiéíîþ, à âiäíîøåííÿ êîåôiöi¹íòiâ öi¹¨

àñèìïòîòèêè ¹ âåëè÷èíà ñòàëà i ïîâíiñòþ âèçíà÷à¹òüñÿ ÿäðîì ËIÐ. Öå

äîñÿãà¹òüñÿ øëÿõîì çàïðîâàäæåííÿ ñèìåòðè÷íî¨ òà àíòèñèìåòðè÷íî¨ ÷à-

ñòèí ÏÂ, ùî äîçâîëÿ¹ çàïèñàòè ËIÐ òàê, ùîá iíòåãðóâàííÿ âiäáóâàëîñÿ

íà ïiâîñi. Âèêîðèñòîâóþ÷è ìåòîä êâàçiîðòîãîíàëüíñòi äî àñèìïòîòèêè,

îäåðæàíî íàáëèæåíèé âèðàç äëÿ âiäíîøåííÿ êîåôiöi¹íòiâ àñèìïòîòèêè

ðîçâ'ÿçêó ËIÐ.

ßêùî âiäiéòè âãëèá íàäïðîâiäíèêà, íà âiäñòàíü ïîðÿäêó ξ(T ), òî ÏÂ

çàäîâîëüíÿ¹ íåëiíiéíå äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ � ÐÃË. Ðîçâ'ÿçîê öüîãî

ðiâíÿííÿ îäåðæàíî ç âðàõóâàííÿì âïëèâó ñòðóìó íà ïðîñòîðîâó çìiíó

ÏÂ, òîáòî äîäàíîê â ÐÃË, ÿêèé ìiñòèòü íàäïðîâiäíó øâèäêiñòü, íå áóâ

âiäêèíóòèé (ÿê öå ïðèéíÿòî ðîáèòè ó âèïàäêó øèðîêèõ d ≫ ξ0 êîíòà-

êòiâ). Ïîêàçàíî, ÿê íàÿâíiñòü ñòðóìó ïðèâîäèòü äî çìåíøåííÿ ìîäóëÿ

ÏÂ. Ïðè çíàõîäæåííi ñòàëî¨ â ðîçâ'ÿçêó ÐÃË âèêîðèñòàíî òó îáñòàâèíó,

ùî iñíó¹ îáëàñòü ñïiëüíî¨ ÷èííîñòi îáîõ ðiâíÿíü: ÐÃË i ËIÐ. Òîìó çøèâà-

þ÷è àñèìïòîòèêè ðîçâ'ÿçêiâ öèõ ðiâíÿíü âäà¹òüñÿ îäåðæàòè âèðàç äëÿ

ÏÂ NS � ãðàíèöi, à çàðàçîì i çàôiêñóâàòè íåâiäîìó ñòàëó â ðîçâ'ÿçêó

ÐÃË.

Ïîáóäîâàíî ñòðóìîâi ñòàíè â SNS � êîíòàêòi, áåðó÷è çà âèõiäíó çà-

ãàëüíó ôîðìóëó äëÿ ñòðóìó â òåîði¨ Ãiíçáóðãi-Ëàíäàó. Îäåðæàíèé âèðàç

¹ ñïðàâåäëèâèì äëÿ êîíòàêòiâ ç äîâiëüíîþ (â ìàñøòàái äîâæèíè êîãåðåí-

òíîñòi) òîâùèíîþ íîðìàëüíîãî ïðîøàðêó. Ç îäåðæàíèõ ðèñóíêiâ ñòðóì-

ôàçîâî¨ çàëåæíîñòi âèïëèâà¹, ùî ïðè çìåíøåíi òîâùèíè íîðìàëüíîãî

ïðîøàðêó çàëåæíiñòü ñòðóìó âiä ðiçíèöi ôàç ¹ äîñòàòíüî ñêëàäíîþ i



78

ñóòò¹âî âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä ñèíóñî¨äàëüíî¨, ÿêà ñïðàâåäëèâà äëÿ øèðîêèõ

êîíòàêòiâ. Ïðè÷èíîþ óñêëàäíåííÿ ñòðóì-ôàçîâî¨ çàëåæíîñòi ïðè ìàëié

òîâùèíi íîðìàëüíîãî ïðîøàðêó ¹ çáiëüøåííÿ êðèòè÷íîãî ñòðóìó êîíòà-

êòó, à îòæå éîãî i âïëèâó íà ïðîñòîðîâó ïîâåäiíêó ÏÂ, ùî â ñâîþ ÷åðãó

ïðèâîäèòü äî ñêëàäíiøî¨ çàëåæíîñòi ñòðóìó âiä ðiçíèöi ôàç ìiæ áåðåãà-

ìè êîíòàêòó.



Ðîçäië 4

ÍÀÄÏÐÎÂIÄÍI ÏÐÎÑÒÎÐÎÂÎ - ÍÅÎÄÍÎÐIÄÍI

ÊÎÌÏÎÇÈÖI� ÇÀ ÍÀßÂÍÎÑÒI ÂIÄÁÈÒÒß ÅËÅÊÒÐÎÍIÂ

ÒÀ ÍÅÌÀÃÍIÒÍÈÕ ÄÎÌIØÎÊ

Â äàíîìó ðîçäiëi òåõíiêà, âèêëàäåíà â äâîõ ïîïåðåäíiõ ðîçäiëàõ, áóäå çà-

ñòîñîâàíà äî îïèñó êîíòàêòiâ iíøèõ òèïiâ. Çîêðåìà ïîáóäîâàíî ñòðóìîâi

ñòàíè â òóíåëüíîìó SIS � êîíòàêòi çà íàÿâíîñòi íåìàãíiòíèõ äîìiøîê òà

øèðîêîìó iíòåðâàëi çíà÷åíü êîåôiöi¹íòà ïðîçîðîñòi äiåëåêòðèêà, òîáòî

îõîïëåíî âèïàäîê i íå "ñëàáêî¨"íàäïðîâiäíîñòi, êîëè êîåôiöi¹íò ïðîõî-

äæåííÿ åëåêòðîíiâ áëèçüêèé äî îäèíèöi. Öå ¹ ïðåäìåòîì äîñëiäæåííÿ

ïåðøîãî i äðóãîãî ïóíêòó. Â òðåòüîìó i ÷åòâåðòîìó ïóíêòi ðîçãëÿäà¹òüñÿ

ñèìåòðè÷íèé SNINS � êîíòàêò (ïëiâêà äiåëåêòðèêà ðîçìiùåíà ïîñåðåäèíi

íîðìàëüíîãî ìåòàëó).

4.1 Òóíåëüíèé SIS � êîíòàêò ïðè íåïîâíié ïðîçîðî-

ñòi içîëÿòîðà òà çà íàÿâíîñòi íåìàãíiòíèõ äîìi-

øîê

Äîñëiäæóâàòèìåìî ñòðóìîâi ñòàíè â ïðîñòîðîâî-íåîäíîðiäíié ñòðóêòóði,

ÿêà ñêîíñòðóéîâàíà ç äâîõ ìàñèâíèõ íàäïðîâiäíèêiâ, ïî¹äíàíèõ ÷åðåç

ïëiâêó äiåëåêòðèêà. Íåõàé íàäïðîâiäíèêè çàéìàþòü îáëàñòü |z| > 0, à

ïëiâêà äiåëåêòðèêà ðîçìiùåíà â ïëîùèíi z = 0. Ìåòîþ äîñëiäæåííÿ ¹
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îäåðæàòè âèðàç äëÿ ãóñòèíè ñòðóìó, ÿêèé ãîäèâñÿ á ïðàêòè÷íî íà âåñü

iíòåðâàë çíà÷åíü êîåôiöi¹íòà ïðîõîäæåííÿ åëåêòðîíiâ (âiä íóëÿ i äî çíà-

÷åíü, áëèçüêèõ äî îäèíèöi).

4.1.1 Ïðîñòîðîâà ïîâåäiíêà ÏÂ.

Ïðè òåìïåðàòóðàõ, áëèçüêèõ äî êðèòè÷íî¨ i ïîáëèçó ãðàíèöi, ÏÂ îïè-

ñó¹òüñÿ ñèñòåìîþ ëiíiéíèõ iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü [12], ÿêà â áåçðîçìiðíié

ôîðìi i ç âðàõóâàííÿì ãåîìåòði¨ íàøî¨ çàäà÷i, ìà¹ âèãëÿä

∆(ζ) =
ρ

2

∑
n

1∫
0

dx

x

∫
dζ

′
∆n(ζ

′
)

{
exp

(
−|2n′

+ 1|
x

|ζ − ζ
′|

)
+

signζζ
′
R(x) exp

(
−|2n′

+ 1|
x

(|ζ|+ |ζ ′|)

)}
, (4.1)

∆n(ζ) = ∆(ζ) +
1

2λ

1∫
0

dx

x

∫
dζ

′
∆n(ζ

′)

{
exp

(
−|2n′

+ 1|
x

|ζ − ζ
′|

)
+

signζζ
′
R(x) exp

(
−|2n′

+ 1|
x

(|ζ|+ |ζ ′|)

)}
. (4.2)

Òóò ζ =
z

ξ0
� áåçðîçìiðíà çìiííà, ρ = |g|N(0) � áåçðîçìiðíà êîíñòàíòà

çâ'ÿçêó, N(0) � ãóñòèíà åëåêòðîííèõ ñòàíiâ íà ïîâåðõíi ôåðìi-ñôåðè,

|2n′
+ 1| = |2n+ 1|+ 1

λ
,

λ =
l

ξ0
� áåçðîçìiðíà äîâæèíà âiëüíîãî ïðîáiãó åëåêòðîíiâ, ξ0 � ÄÊ.

Âåëè÷èíà λ âèçíà÷à¹ ñòóïiíü çàáðóäíåííÿ íàäïðîâiäíèêà, ïðè λ ≪ 1

íàäïðîâiäíèê ¹ ãðàíè÷íî áðóäíèé, à ïðè λ≫ 1 � äîñòàòíüî ÷èñòèé.

Ñèñòåìà ðiâíÿíü (4.1) i (4.2) â ãðàíèöi ζ → ±∞ ìà¹ àñèìïòîòè÷íî
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òî÷íèé ðîçâ'ÿçîê ó âèãëÿäi ëiíiéíèõ ôóíêöié

∆(ζ)
as
= ∆

′

+ζ +∆+, ∆n(ζ) =

∣∣∣∣2n′ + 1

2n+ 1

∣∣∣∣ (∆′

+ζ +∆+), ζ → +∞,

∆(ζ)
as
= ∆

′

−ζ +∆−, ∆n(ζ) =

∣∣∣∣2n′ + 1

2n+ 1

∣∣∣∣ (∆′

−ζ +∆−), ζ → −∞.

(4.3)

Ïåðåïèøåìî ðiâíÿííÿ (4.1) i (4.2) òàê, ùîá iíòåãðóâàííÿ âiäáóâàëîñÿ

íà ïiâîñi ζ > 0. Äëÿ çäiéñíåííÿ öüîãî ïåðåéäåìî äî ðîçãëÿäó ñèìåòðè÷íî¨

òà àíòèñèìåòðè÷íî¨ ÷àñòèí ÏÂ ∆(ζ), òîáòî

∆s(ζ) =
1

2
[∆(ζ) + ∆(−ζ)] i ∆a(ζ) =

1

2
[∆(ζ) + ∆(−ζ)]

âiäïîâiäíî, à òàêîæ ñèìåòðè÷íî¨ òà àíòèñèìåòðè÷íî¨ ÷àñòèí ôóíêöi¨∆n(ζ).

Â ðåçóëüòàòi îäåðæèìî òàêi äâi ñèñòåìè:
∆s(ζ) =

∞∫
0

dζ ′∆n,s(ζ
′){K(ζ − ζ ′) +K(ζ + ζ ′)},

∆n,s(ζ) = ∆s(ζ) +

∞∫
0

dζ ′∆n,s(ζ
′){K̃(ζ − ζ ′) + K̃(ζ + ζ ′)},

(4.4)


∆a(ζ) =

∞∫
0

dζ ′∆n,a(ζ
′){K(ζ − ζ ′) +KD(ζ + ζ ′)},

∆n,a(ζ) = ∆a(ζ) +

∞∫
0

dζ ′∆n,a(ζ
′){K̃(ζ − ζ ′) + K̃D(ζ + ζ ′)},

(4.5)

äå

K(ζ) =
ρ

2

∑
n

1∫
0

dx

x
exp

{
−|2n′ + 1)

x
|ζ|
}
,

KD(ζ) =
ρ

2

∑
n

1∫
0

dx

x
τ(x) exp

{
−|2n′ + 1)

x
|ζ|
}
,

(4.6)

K̃(ζ) =
1

2λ

1∫
0

dx

x
exp

{
−|2n′ + 1)

x
|ζ|
}
,

K̃D(ζ) =
1

2λ

1∫
0

dx

x
τ(x) exp

{
−|2n′ + 1)

x
|ζ|
}
,

(4.7)
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τ(x) = 1− 2D(x).

Òî÷íèì ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè (4.4) ¹ êîíñòàíòè

∆s = A, ∆n,s =

∣∣∣∣2n′ + 1

2n+ 1

∣∣∣∣A. (4.8)

Ïåðåêîíàòèñü â öüîìó ìîæíà áåçïîñåðåäíüîþ ïiäñòàíîâêîþ (4.8) â (4.4)

ç âèêîðèñòàííÿì ñïiââiäíîøåíü

∞∫
0

dζ ′K(ζ − ζ ′)

∣∣∣∣2n′ + 1

2n+ 1

∣∣∣∣ = 1−
∞∫
0

dζ ′K(ζ + ζ ′)

∣∣∣∣2n′ + 1

2n+ 1

∣∣∣∣ , (4.9)

∞∫
0

dζ ′ · ζ ′K(ζ − ζ ′)

∣∣∣∣2n′ + 1

2n+ 1

∣∣∣∣ = ζ +

∞∫
0

dζ ′ · ζ ′K(ζ + ζ ′)

∣∣∣∣2n′ + 1

2n+ 1

∣∣∣∣ .(4.10)
Iç ñèñòåìè (4.5), íåçâàæàþ÷è íà òå, ùî âiäøóêàòè ¨¨ òî÷íèé àíàëiòè-

÷íèé ðîç`ÿçîê íåìîæëèâî, îäåðæèìî ðåçóëüòàòè íåîáõiäíi äëÿ íàïèñàííÿ

ãðàíè÷íî¨ óìîâè äëÿ ÏÂ. Öi óìîâè çíàäîáëÿòüñÿ íàì ïðè îäåðæàííi âè-

ðàçó äëÿ ãóñòèíè ñòðóìó, ÿêèé ìîæå ïðîòiêàòè ÷åðåç êîíòàêò.

ßêùî ñïðÿìóâàòè ζ äî íåñêií÷åííîñòi, òî áåçïîñåðåäíüîþ ïåðåâiðêîþ

iç çàëó÷åííÿì ñïiââiäíîøåíü

∞∫
0

dζ ′K̃(ζ− ζ ′)

∣∣∣∣2n′ + 1

2n+ 1

∣∣∣∣ = 1

λ|2n+ 1|
−

∞∫
0

dζ ′K̃(ζ+ ζ ′)

∣∣∣∣2n′ + 1

2n+ 1

∣∣∣∣ , (4.11)

∞∫
0

dζ ′ · ζ ′K̃(ζ − ζ ′)

∣∣∣∣2n′ + 1

2n+ 1

∣∣∣∣ =
ζ

λ|2n+ 1|
+

∞∫
0

dζ ′ · ζ ′K̃(ζ + ζ ′)

∣∣∣∣2n′ + 1

2n+ 1

∣∣∣∣ (4.12)

çíàõîäèìî òî÷íèé àñèìïòîòè÷íèé ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (4.5)

∆a(ζ) = C(ζ + q∞),

∆n,a(ζ) =

∣∣∣∣2n′ + 1

2n+ 1

∣∣∣∣C(ζ + q∞),
ζ → ∞. (4.13)
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Ïiäñòàâèìî âèðàçè äëÿ ∆a(ζ) i ∆n,a(ζ) ç âèäiëåíîþ àñèìïòîòèêîþ

∆a(ζ) = ζ + q∞ + ψa(ζ), lim
ζ→∞

ψa(ζ) = 0,

∆n,a(ζ) =

∣∣∣∣2n′ + 1

2n+ 1

∣∣∣∣ (ζ + q∞) + ψn,a(ζ), lim
ζ→∞

ψn,a(ζ) = 0,

â ñèñòåìó (4.5), ïîêëàäàþ÷è ãëîáàëüíó ñòàëó ðiâíîþ îäèíèöi, îñêiëüêè

âîíà âñåîäíî íå ôiêñó¹òüñÿ ñèñòåìîþ. Â ðåçóëüòàòi ìà¹ìî

ψa(ζ)−
∞∫
0

{K(ζ − ζ ′) +KD(ζ + ζ ′)}ψn,a(ζ
′)dζ ′ =

∞∫
0

{K(ζ + ζ ′) +KD(ζ + ζ ′)}
∣∣∣∣2n′ + 1

2n+ 1

∣∣∣∣ ζ ′dζ ′−
q∞

∞∫
0

{K(ζ + ζ ′)−KD(ζ + ζ ′)}
∣∣∣∣2n′ + 1

2n+ 1

∣∣∣∣ dζ ′, (4.14)

ψn,a(ζ)− ψa(ζ)−
∞∫
0

{
K̃(ζ − ζ ′) + K̃D(ζ + ζ ′)

}
ψn,a(ζ

′)dζ ′ =

∞∫
0

{
K̃(ζ + ζ ′) + K̃D(ζ + ζ ′)

} ∣∣∣∣2n′ + 1

2n+ 1

∣∣∣∣ ζ ′dζ ′−
q∞

∞∫
0

{
K̃(ζ + ζ ′)− K̃D(ζ + ζ ′)

} ∣∣∣∣2n′ + 1

2n+ 1

∣∣∣∣ dζ ′. (4.15)

Äëÿ çíàõîäæåííÿ ñòàëî¨ q∞, ÿê i â ïîïåðåäíüîìó ðîçäiëi, âèêîðèñòî-

âó¹òüñÿ ìåòîä êâàçiîðòîãîíàëüíîñòi äî àñèìïòîòèêè. Ïðîiíòåãðó¹ìî ðiâ-

íÿííÿ (4.14) i (4.15) ïî ζ íà ïiâîñi, òîäi, âèêîðèñòîâóþ÷è ñïiââiäíîøåííÿ
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(4.9) i (4.11), çíàéäåìî

∞∫
0

ψa(ζ)dζ − ρ
∑
n

1

|2n′ + 1|

∞∫
0

ψn,a(ζ)dζ =

−ρ
∑
n

1

|2n′ + 1|

1∫
0

dxD(x)

∞∫
0

ψn,a(ζ) exp

(
−|2n′ + 1|

x
ζ

)
dζ+

ρ
∑
n

1

|2n+ 1|(2n′ + 1)2

1∫
0

x2R(x)dx− q∞ρ
∑
n

1

|2n′ + 1||2n+ 1|

1∫
0

xD(x)dx,

(4.16)
∞∫
0

ψn,a(ζ)dζ =

∣∣∣∣2n′ + 1

2n+ 1

∣∣∣∣
∞∫
0

ψa(ζ)dζ−

1

λ|2n+ 1|

1∫
0

dxD(x)

∞∫
0

ψn,a(ζ) exp

(
−|2n′ + 1|

x
ζ

)
dζ+

1

λ|2n′ + 1|(2n+ 1)2

1∫
0

x2R(x)dx− q∞
1

λ(2n+ 1)2

1∫
0

xD(x)dx.

(4.17)

Ïiäñòàâëÿþ÷è (4.17) â (4.16), îäåðæèìî îäíå ç íåîáõiäíèõ ñïiââiäíî-

øåíü

∑
n

1

|2n+ 1|

1∫
0

dxD(x)

∞∫
0

ψn,a(ζ) exp

(
−|2n′ + 1|

x
ζ

)
dζ =

∑
n

1

|2n′ + 1|(2n+ 1)2

1∫
0

x2R(x)dx− q∞
∑
n

1

(2n+ 1)2

1∫
0

xD(x)dx.

(4.18)

Ïðè öüîìó áóëî âèêîðèñòàíå ðiâíÿííÿ äëÿ êðèòè÷íî¨ òåìïåðàòóðè

ρ
∑
n

1

|2n+ 1|
= 1.

Ùîá îäåðæàòè äðóãå ñïiââiäíîøåííÿ, äîìíîæèìî ðiâíÿííÿ (4.14) i

(4.15) íà ζ i çíîâó ïðîiíòåãðó¹ìî ïî ζ íà ïiâîñi. Âèêîíóþ÷è ïåðåòâîðå-

ííÿ, ïîäiáíi äî âèêîíàíèõ âèùå ïðè çíàõîäæåííi (4.18), iç çàëó÷åííÿì
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ñïiââiäíîøåíü (4.10) i (4.12), îòðèìà¹ìî

∑
n

1

|2n′ + 1||2n+ 1|

1∫
0

xR(x)dx

∞∫
0

ψn,a(ζ) exp

(
−|2n′ + 1|

x
ζ

)
dζ =

q∞
∑
n

1

(2n′ + 1)2|2n′ + 1|

1∫
0

x2D(x)dx−
∑
n

1

(2n′ + 1)2(2n+ 1)2

1∫
0

x3R(x)dx.

(4.19)

Çàïðîâàäèìî íîâó ôóíêöiþ

qn,a(ζ) = ψn,a(ζ) +
|2n′ + 1|
|2n+ 1|

q∞,

òîäi ðiâíÿííÿ (4.18) i (4.19) ìàòèìóòü âèãëÿä

∑
n

1

|2n+ 1|

1∫
0

dxD(x)

∞∫
0

qn,a(ζ) exp

(
−|2n′ + 1|

x
ζ

)
dζ =

∑
n

1

|2n′ + 1|(2n+ 1)2

1∫
0

x2R(x)dx, (4.20)

∑
n

1

|2n′ + 1||2n+ 1|

1∫
0

xR(x)dx

∞∫
0

qn,a(ζ) exp

(
−|2n′ + 1|

x
ζ

)
dζ =

1

3
q∞
∑
n

1

(2n+ 1)2|2n′ + 1|
−
∑
n

1

(2n′ + 1)2(2n+ 1)2

1∫
0

x3R(x)dx.

(4.21)

Âiçüìåìî çàìiñòü qn,a(ζ) ïðîáíó ôóíêöiþ, ÿêó ïîêëàäåìî ðiâíîþ ñòà-

ëié

qn,a(ζ) =

∣∣∣∣2n′ + 1

2n+ 1

∣∣∣∣Γ.
Òîäi ç ðiâíÿíü (4.20) òà (4.21) îäåðæó¹ìî âèðàç äëÿ êîåôiöi¹íòà q∞

q∞ =
3χ1(λ)

χ(λ)

1∫
0

x3R(x)dx+
3χ(λ)

S2

 1∫
0

x2R(x)dx

2

1∫
0

xD(x)dx

, (4.22)
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äå

χ(λ) =
+∞∑

n=−∞

1

|2n′ + 1|(2n+ 1)2
,

χ1(λ) =
+∞∑

n=−∞

1

(2n′ + 1)2(2n+ 1)2
,

S2 =
+∞∑

n=−∞

1

(2n+ 1)2
=
π2

4
.

Âèðàçó (4.22) ìîæíà íàäàòè iíøî¨ ôîðìè, áåðó÷è äî óâàãè, ùî

D(x) =
p20x

2

p20x
2 +K2 , R(x) =

K2

p20x
2 +K2 (4.23)

òà îá÷èñëþþ÷è iíòåãðàëè i ñóìè:

1∫
0

x2R(x)dx =
K2

p20

{
1− K

p0
arctg

p0
K

}
,

1∫
0

xD(x)dx =
1

2

{
1− K2

p0
2 ln

(
K2 + p0

2

K2

)}
,

1∫
0

x3R(x)dx =
K2

2p20

{
1− K2

p0
2 ln

(
K2 + p0

2

K2

)}
.

χ(λ) =
λπ2

4
− λ2Ψ

(
λ+ 1

2λ

)
− λ2 (γ + 2 ln 2) , (4.24)

χ1(λ) =
λ2π2

4
− 2λ3Ψ

(
λ+ 1

2λ

)
+
λ2

2
Ψ

(
1,
λ+ 1

2λ

)
− 2λ3 (γ + 2 ln 2) .

(4.25)
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Â ðåçóëüòàòi ìà¹ìî

q∞ =

λ2π2

4
− 2λ3Ψ

(
λ+ 1

2λ

)
+
λ2

2
Ψ

(
1,
λ+ 1

2λ

)
− 2λ3 (γ + 2 ln 2)

λπ2

4
− λ2Ψ

(
λ+ 1

2λ

)
− λ2 (γ + 2 ln 2)

×

3K2

2p20

{
1− K2

p0
2 ln

(
K2 + p0

2

K2

)}
+

24

π2

λπ2

4
− λ2Ψ

(
λ+ 1

2λ

)
− λ2 (γ + 2 ln 2)

p40
K4

{
1− K2

p0
2 ln

(
K2 + p0

2

K2

)} (
1− K

p0
arctg

p0
K

)2

.(4.26)

Âèðàç (4.22) ¹ îäíèì iç îñíîâíèõ ðåçóëüòàòiâ äàíîãî ïóíêòó, âií áóäå âè-
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20

λ
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400

Ðèñ. 4.1: Çàëåæíiñòü çíà÷åííÿ q∞ âiä êîåôiöi¹íòà ïðîçîðîñòi (D(1) =
p20

p20 +K2 , α =

K/p0.) òà äîâæèíè âiëüíîãî ïðîáiãó åëåêòðîíiâ (λ = l/ξ0).

êîðèñòîâóâàòèñü ïðè îäåðæàííi ãðàíè÷íî¨ óìîâè i çíàõîäæåííi ôîðìóëè

äëÿ ãóñòèíè ñòðóìó.

Ìiæ êîåôiöi¹íòàìè ïðàâèõ i ëiâèõ àñèìïòîòèê ìîæíà âñòàíîâèòè òà-
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êèé çâ'ÿçîê:
∆′

+ −∆′
− = 0, ∆+ +∆− = A,

∆′
+ +∆′

− = C, ∆+ +∆− = Cq∞,
(4.27)

çâiäêè ìà¹ìî ñïiââiäíîøåííÿ

∆′
+ = ∆′

−,

∆+ = ∆− + 2q∞∆′
−,

(4.28)

ÿêi ìîæíà çàïèñàòè i â ìàòðè÷íié ôîðìi ∆′
+

∆+

 =M

 ∆′
−

∆−

 , M =

 1 0

2q∞ 1

 . (4.29)

ßê âæå ãîâîðèëîñü â ðîçäiëi II, ÏÂ â òåîði¨ Ãiíçáóðãà-Ëàíäàó çà íà-

ÿâíîñòi ñòðóìó â êîíòàêòi äà¹òüñÿ ôîðìóëîþ

∆(ζ) = exp {±iφ/2}∆∞f(ζ) exp {2imχ(ζ)} , (4.30)

äå χ(ζ)� íåïåðåðâíà ñêëàäîâà ôàçè ïàðàìåòðà âïîðÿäêóâàííÿ χ(−0) =

χ(+0) = 0, ÿêà âèçíà÷à¹ íàäïëèííó øâèäêiñòü
dχ(ζ)

dζ
= ξ0υs(ζ); φ�

ñòðèáîê ôàçè ïðè ïåðåõîäi ÷åðåç êîíòàêò, f(ζ) çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ

ξ2(T )

ξ20
f ′′(ζ)− ξ2(T )4m2v2s(ζ)f(ζ) + f(ζ)− f 3(ζ) = 0, (4.31)

vs(ζ)f
2(ζ) = const. (4.32)

Ïiäñòàâèìî (4.30) â (4.28) i âiäîêðåìèìî óÿâíó i äiéñíó ÷àñòèíè. Â

ðåçóëüòàòi îäåðæèìî ñèñòåìó iç ÷îòèðüîõ ðiâíÿíü

f ′+ cosφ− 2mυs(0)ξ0f+ sinφ = f ′−,

f ′+ sinφ+ 2mυs(0)ξ0f+ cosφ = 2mυs(0)ξ0f−,

f+ cosφ = f− + 2q∞f
′
−,

f+ sinφ = 4mυs(0)ξ0q∞f−,

(4.33)

ÿêà âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä àíàëîãi÷íî¨ äëÿ SNS � êîíòàêòó.
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Äàíà ñèñòåìà ìà¹ íåòðèâiàëüíèé ðîç'ÿçîê çà óìîâè

4mυs(0)ξ0q∞ = sinφ, (4.34)

áåðó÷è ¨¨ äî óâàãè, ç (4.33) îòðèìà¹ìî

f+ = f−, f ′+ = −f ′−,
f ′+
f+

=
1

2q∞
(1− cosφ) =

sin2(φ/2)

q∞
. (4.35)

Ñïiââiäíîøåííÿ (4.35) ðàçîì iç ïåðøèì iíòåãðàëîì ÐÃË âèçíà÷àþòü ãðà-

íè÷íó óìîâó äëÿ ÏÂ, ùî äà¹ ìîæëèâiñòü îá÷èñëèòè íåâiäîìó ñòàëó , ÿêà

ìiñòèòüñÿ ó ðîçâ'ÿçêó ÐÃË.

4.1.2 Ðîçðàõóíîê ñòðóìó â áðóäíîìó SIS � êîíòàêòi ïðè íå-

ïîâíié ïðîçîðîñòi içîëÿòîðà, ïîáëèçó êðèòè÷íî¨ òåìïå-

ðàòóðè.

Âèïèøåìî ïåðøèé iíòåãðàë ðiâíÿííÿ (4.31) íà IS � ãðàíèöi

ξ(T )

ξ0
f ′+ −

f 2∞ − f 2+
f+

√
f 2∞ − 1 +

1

2
f 2+ = 0, (4.36)

òóò f∞ çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ f(ζ) íà íåñêií÷åííîñòi. f∞ çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿí-

íþ

f 6∞ − f 4∞ +

(
ξ(T )

2ξ0q∞

)2

sin2φf 4+ = 0. (4.37)

Ñïðàâäi, ç ðiâíÿííÿ (4.31) íà íåñêií÷åííîñòi ìà¹ìî

f 2∞ = 1− 4m2v2s(∞)ξ2(T ). (4.38)

À íà îñíîâi (4.32) iç çàëó÷åííÿì (4.34) çíàõîäèìî

vs(∞)f 2∞ =
sinφ

4mξ0q∞
f 2+. (4.39)

Òîäi, âèðàæàþ÷è iç (4.39) vs i ïiäñòàâëÿþ÷è â (4.38), ïðèõîäèìî äî (4.37).

Äëÿ f+ ìà¹ìî ç (4.35) i (4.36) íàñòóïíå ðiâíÿííÿ:

f 6+ − 2

(
1 +

ξ2(T )

ξ20q
2
∞
sin4

φ

2

)
f 4+ + f 2∞(4− 3f 2∞)f 2+ + 2f 4∞(f 2∞ − 1) = 0.(4.40)
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Éîãî ðîçâ'çîê

f 2+ = ±2

3

√
a2 − 3 b×

sin

(
π

6
− 1

3
arctan

√
4(a2 − 3b)3

(9 ba− 27 c− 2 a3)2
− 1

)
− a

3
, (4.41)

äå

a = −2

(
1 +

ξ2(T )

ξ20q
2
∞

sin4
φ

2

)
, b = f 2∞(4− 3f 2∞), c = 2f 4∞(f 2∞ − 1).

Çíàê (+) ñòàâèìî, ÿêùî 27c− 9ab+ 2a3 ≥ 0 i çíàê (−),

ÿêùî 27c− 9ab+ 2a3 < 0.

Ïðè íàïèñàííi âèðàçó äëÿ ñòðóìó, ÿêèé ìîæå ïðîòiêàòè ÷åðåç êîíòàêò,

çà âèõiäíó áåðåòüñÿ çàãàëüíà ôîðìóëà äëÿ ñòðóìó â òåîði¨ Ãiíçáóðãà-

Ëàíäàó [10] çà íàÿâíîñòi äîìiøîê

j(ζ) = i
7ζ(3)

16π2
enυ0

p0ξ0T
2
c

(
∆
d

∗
∆

dζ
−

∗
∆
d∆

dζ

)
χ(ξ0/l). (4.42)

Òóò χ(ξ0/l) =
8

7ζ(3)

∞∑
n=0

1

(2n+ 1)2(2n+ 1 + ξ0/l)
. Ñòðóì îá÷èñëþ¹òüñÿ â

îáëàñòi z ≫ ξ0, äå àñèìïòîòèêà ÏÂ ¹ ëiíiéíîþ. Ïiäñòàâëÿþ÷è (4.3) â

(4.42), âèêîðèñòîâó¹ìî ñïiââiäíîøåííÿ (4.28) i ïðåäñòàâëåííÿ äëÿ ÏÂ

(4.30). Â ðåçóëüòàòi âèðàç äëÿ ñòðóìó (4.42) íàáóäå ôîðìè

j =
7ζ(3)

16π2
enυ0∆

2
∞

p0ξ0T
2
c

f+f−
q∞

χ(ξ0/l) sinφ, (4.43)

f+ i f− � çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ f(ζ) ïðè ζ = +0 i ζ = −0, âiäïîâiäíî, i, ÿê

ñëiäó¹ iç (4.35), âîíè ¹ îäíàêîâi òà äàþòüñÿ âèðàçîì (4.41). Òàêèì ÷èíîì,

îñòàòî÷íî äëÿ ñòðóìîâèõ ñòàíi, ÿêi ìîæóòü iñíóâàòè â SIS � êîíòàêòi çà

íàÿâíîñòi äîìiøîê äîâiëüíî¨ êîíöåíòðàöi¨ i ïðè çíà÷åííÿõ êîåôiöi¹íòà

ïðîõîäæåííÿ åëåêòðîíiâ êðiçü äiåëåêòðèê âiä íóëÿ äî çíà÷åíü, áëèçüêèõ
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∆
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j(
∆

ϕ
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Ðèñ. 4.2: Çàëåæíiñòü ãóñòèíè ñòðóìó âiä ðiçíèöi ôàç ìiæ áåðåãàìè êîíòàêòó ïðè

ðiçíèõ äîâæèíàõ âiëüíîãî ïðîáiãó åëåêòðîíiâ. T = 0.98Tc, j0 =
1

3

env0
p0ξ0

.

äî îäèíèöi, ìà¹ìî

j =
1

3

env0
p0ξ0

(
1− T

Tc

)
χ(ξ0/l)

q∞

{
∓
√
a2 − 3f 2∞(4− 3f 2∞)× (4.44)

sin

(
π

6
− 1

3
arctg

√
4(a2 − 3f 2∞(4− 3f 2∞))3

(9f 2∞(4− 3f 2∞)a− 54f 4∞(f 2∞ − 1)− 2 a3)2
− 1

)
− a

2

}
sinφ.

q∞ äà¹òüñÿ ôîðìóëîþ (4.26), à f∞ çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííþ (4.37). Îäåð-

æàíà ôîðìóëà âèÿâëÿ¹ ñêëàäíó ñòðóì-ôàçîâó çàëåæíiñòü ïðè íå ìàëèõ

ïðîçîðîñòÿõ äiåëåêòðèêà, ÿêà ïåðåõîäèòü â ñèíóñî¨äàëüíó, êîëè êîåôiöi-

¹íò ïðîõîäæåííÿ åëåêòðîíiâ êðiçü äiåëåêòðèê ¹ ìàëèì.



92

4.2 Àñèìïòîòè÷íi ôîðìè âèðàçó äëÿ ñòðóìó â SIS �

êîíòàêòi áåç âðàõóâàííÿ âïëèâó ñòðóìó íà ïðî-

ñòîðîâó çìiíó ÏÂ

Çíà÷åííÿ f+ i f− çíàéäåìî, âèêîðèñòîâóþ÷è ïåðøèé iíòåãðàë ðiâíÿííÿ

Ãiíçáóðãà-Ëàíäàó (â ÿêîìó ïîêëàäåìî vs = 0)

f ′+ =
ξ0√
2ξ(T )

(1− f 2+),

i òðåò¹ iç ñïiââiäíîøåíü (4.35). Íà ¨õ îñíîâi ìà¹ìî

f+ =

√
1 +

ξ2(T )

2ξ20

1

q2∞
sin4

φ

2
− ξ(T )√

2ξ0

1

q∞
sin2

φ

2
, (4.45)

òóò

ξ2(T ) =
7ζ(3)

12

ξ20
1− T/Tc

χ(ξ0/l).

Òîäi êiíöåâèé âèðàç äëÿ ñòðóìó

j =
7ζ(3)

48

enυ0
p0ξ0

(
3χ1(λ)

χ(λ)

1∫
0

x3R(x)dx+
3χ(λ)

S2

( 1∫
0

x2R(x)dx

)2

( 1∫
0

xD(x)dx

)−1

)−3

×

([
24

7ζ(3)χ(ξ0/l)

(1− T/Tc)

sin4 φ/2

(
3χ1(λ)

χ(λ)

1∫
0

x3R(x)dx+
3χ(λ)

S2

( 1∫
0

x2R(x)dx

)2

×

( 1∫
0

xD(x)dx

)−1)2

+ 1

]1/2
− 1

]2
sinφ

sin−4 φ

2

. (4.46)

Ðîçãëÿíåìî äîñòàòíüî ÷èñòèé êîíòàêò, òîáòî äëÿ äîâæèíè âiëüíîãî

ïðîáiãó åëåêòðîíiâ âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü l ≫ ξ0 (λ≫ 1). Òîäi äëÿ χ(λ)

òà χ1(λ) â ãðàíèöi λ→ ∞ ìàòèìåìî

χ1(λ) ∼=
π4

48
, χ(λ) ∼=

7ζ(3)

4
.
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Âèðàç äëÿ q∞ íàáóäå ôîðìè

q∞ =
π4

28ζ(3)

1∫
0

x3R(x)dx+
21ζ(3)

π2

 1∫
0

x2R(x)dx

2

1∫
0

xD(x)dx

, (4.47)

à ïiñëÿ îá÷èñëåííÿ iíòåãðàëiâ

q∞ =
π4

56ζ(3)

K2

p20

{
1− K2

p0
2 ln

(
K2 + p0

2

K2

)}
+

42ζ(3)

π2
K4

p40

(
1− K

p0
arctg

p0
K

)2

{
1− K2

p0
2 ln

(
K2 + p0

2

K2

)} . (4.48)

Ç ôîðìóëè (4.46) ìîæíà îäåðæàòè ðåçóëüòàòè äëÿ âèïàäêiâ ìàëî¨ ïðî-

çîðîñòi (D ≳ 0) i ïðîçîðîñòi, áëèçüêî¨ äî îäèíèöi (D ≲ 1).

Â ïåðøîìó âèïàäêó ìîæíà çíåõòóâàòè ïåðøèì äîäàíêîì ó ôîðìóëi

(4.22), à â äðóãîìó R ïîêëàñòè ðiâíèì îäèíèöi. Òîäi

q∞ =
4χ(λ)

3π2

 1∫
0

xD(x)dx

−1

, (4.49)

a âèðàç äëÿ ãóñòèíè ñòðóìó ìàòèìå âèãëÿä

j =
3π2

14ζ(3)

enυ0
p0ξ0

(
1− T

Tc

) 1∫
0

dx · xD(x) sinφ. (4.50)

Ç äàíî¨ ôîðìóëè áà÷èìî, ùî íàÿâíiñòü äîìiøîê íå âïëèâà¹ íà ñòðóì ïðè

ìàëié ïðîçîðîñòi äiåëåêòðèêà.

Ó âèïàäêó ïðîçîðîñòi áëèçüêî¨ äî îäèíèöi íåõòó¹ìî äðóãèì äîäàíêîì
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ó (4.22), òîáòî q∞ äà¹òüñÿ ôîðìóëîþ

q∞ =
3χ1(λ)

χ(λ)

1∫
0

x3R(x)dx. (4.51)

Òîäi, âèêîíóþ÷è â (4.46) ñïðîùåííÿ ïîâ'ÿçàíi ç ìàëèçíîþ q∞, îäåðæèìî

òàêèé âèðàç äëÿ ñòðóìó

j =
18

7ζ(3)

χ1(λ)

χ(λ)

enυ0
p0ξ0

(
1− T

Tc

)2
1∫

0

x3R(x)dx
cos

φ

2

sin3
φ

2

, (4.52)

ïðè óìîâi, ùî sin(φ/2) íå ¹ ìàëèì. Îòðèìà¹ìî àñèìïòîòè÷íèé âèãëÿä

ôîðìóëè (4.52) äëÿ ÷èñòîãî êîíòàêòó (λ ≫ 1) òà ãðàíè÷íî áðóäíîãî

(λ≪ 1)

Ó âèïàäêó ÷èñòîãî êîíòàêòó, áåðó÷è äî óâàãè çíà÷åííÿ ñóì χ1(λ), χ(λ)

ç ïîïåðåäíüîãî ïiäïóíêòó, ìà¹ìî

j =
3π4

98ζ2(3)

enυ0
p0ξ0

(
1− T

Tc

)2
1∫

0

x3R(x)dx
cos

φ

2

sin3
φ

2

. (4.53)

Ïðè (λ≪ 1) âèðàçè äëÿ χ1(λ) i χ(λ) ìîæíà îá÷èñëèòè íàáëèæåíî:

χ1(λ) ∼= S2λ
2, χ(λ) ∼= S2λ.

Ïiäñòàâëÿþ÷è îñòàííi ôîðìóëè â (4.52), îäåæèìî

j =
18

7ζ(3)

l

ξ0

enυ0
p0ξ0

(
1− T

Tc

)2
1∫

0

x3R(x)dx
cos

φ

2

sin3
φ

2

. (4.54)

Îòæå â äàíîìó ïóíêòi îäåðæàíî çàãàëüíèé âèðàç (4.44) äëÿ ãóñòè-

íè ñòðóìó â òóíåëüíîìó SIS � êîíòàêòi çà íàÿâíîñòi äîìiøîê äîâiëüíî¨

êîíöåíòðàöi¨, êîåôiöi¹íò ïðîõîäæåííÿ åëåêòðîíiâ ìîæå çìiíþâàòèñü â

iíòåðâàëi âiä íóëÿ äî çíà÷åíü áëèçüêèõ äî îäèíèöi. Îäåðæàíi iç çàãàëü-

íî¨ ôîðìóëè àñèïòîòè÷íi ðåçóëüòàòè óçãîäæóþòüñÿ iç ðåçóëüòàòàìè â

ìîíîãðàôi¨ [12], â ÿêié öi àñèìïòîòè÷íi âèïàäêè áóëè äîñëiäæåíi.
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4.3 Ñèìåòðè÷íèé SNINS � êîíòàêò ïðè äîâiëüíié òîâ-

ùèíi íîðìàëüíîãî ïðîøàðêó òà ïðîçîðîñòi äiåëå-

êòðèêà

Ðîçãëÿíóòî ïîâåäiíêó ÏÂ ïîáëèçó ãðàíèöi ðîçäiëó íîðìàëüíî¨ òà íàäïðî-

âiäíî¨ îáëàñòi â SNINS � êîíòàêòi. Äëÿ öüîãî îäåðæàíî ËIÐ, ÿêå ¹

ñïðàâåäëèâèì ïîáëèçó ãðàíèöi, i äîñëiäæåíî éîãî ðîçâ'ÿçîê. Äàëi çíàéäå-

íî ãðàíè÷íó óìîâó äëÿ ÐÃË ç âðàõóâàííÿì âïëèâó ñòðóìó íà ïðîñòîðîâó

çìiíó ÏÂ. Ïðè îá÷èñëåííi ïîòðiáíèõ ïàðàìåòðiâ âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ìåòîä

êâàçiîðòîãîíàëüíîñòi äî àñèìïòîòèêè.

Íà çàêëþ÷íîìó åòàïi âèêîíàíî ðîçðàõóíîê äëÿ ãóñòèíè ñòðóìó, ÿêèé

ìîæå ïðîòiêàòè ÷åðåç SNINS � êîíòàêò, i çíàéäåíî éîãî àñèìïòîòè÷íi

ôîðìè ïðè âåëèêié òà ìàëié òîâùèíi íîðìàëüíîãî ïðîøàðêó â ïîðiâíÿííi

ç ÄÊ.

Ïðè öüîìó òîâùèíà íîðìàëüíîãî ïðîøàðêó ââàæà¹òüñÿ äîâiëüíîþ, à

òåìïåðàòóðà áëèçüêîþ äî êðèòè÷íî¨.

4.3.1 Ïîáóäîâà i äîñëiäæåííÿ ËIÐ äëÿ ÏÂ ïîáëèçó NS - ãðà-

íèöi â SNINS � êîíòàêòi

Äëÿ îäåðæàííÿ ÿâíîãî âèãëÿäó ËIÐ

∆(r⃗) =

∫
K(r⃗, r⃗′)∆(r⃗′)dr⃗′, (4.55)

K(r⃗, r⃗′) = |g|Tc
∑
ωn

G
(0)
−ωn

(r⃗, r⃗′)G
(0)
ωn (r⃗

′, r⃗),

ùî îïèñó¹ ïîâåäiíêó ÏÂ ïîáëèçó ãðàíèöi ðîçäiëó íîðìàëüíîãî ìåòàëó é

íàäïðîâiäíèêà â SNINS � êîíòàêòi, íåîáõiäíî ìàòè âèðàç äëÿ ôóíêöi¨

Ãðiíà G(0)
ωn (r⃗, r⃗

′). Öÿ ôóíêöiÿ øóêà¹òüñÿ ç ðiâíÿííÿ

(iωn −
ˆ⃗p
2

2m
+ µ− U(z))G(0)

ωn
(r⃗, r⃗′) = δ(r⃗ − r⃗′), (4.56)
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äå ïîòåíöiàë ïðèéìà¹òüñÿ δ-ôóíêöiéíèì: U(z) = U0δ (z).

Íàéïðîñòiøå ïîáóäóâàòè ôóíêöiþ Ãðiíà ìåòîäîì ñêëåþâàííÿ ç âiäïî-

âiäíèõ ðîçâ'ÿçêiâ îäíî÷àñòèíêîâî¨ çàäà÷i. Ïiñëÿ íåñêëàäíèõ ðîçðàõóíêiâ,

ç äåòàëÿìè ÿêèõ ìîæíà îçíàéîìèòèñü â [11,12,27], îäåðæó¹ìî íàñòóïíå

ðiâíÿííÿ

∆(ζ) =
ρ

2

∫
dζ ′∆(ζ ′)

∑
n

1∫
0

dx

x

{
exp

(
−|2n+ 1|

x
|ζ − ζ ′|

)
+

signζζ ′R(x) exp

(
−|2n+ 1|

x
(|ζ|+ |ζ ′|)

)}
. (4.57)

Òóò âðàõîâàíî, ùî ïðîñòîðîâà îäíîðiäíiñòü ïîðóøåíà ëèøå â íàïðÿì-

êó îñi 0Z. Êðiì òîãî, âñi âåëè÷èíè âçÿòi â áåçðîçìiðíié ôîðìi: ρ = |g|N(0)

� áåçðîçìiðíà êîíñòàíòà çâ'ÿçêó, N(0) � ãóñòèíà åëåêòðîííèõ ñòàíiâ íà

ïîâåðõíi ôåðìi-ñôåðè; ζ =
z

ξ0
� áåçðîçìiðíà çìiííà; R(x) � êîåôiöi¹íò

âiäáèòòÿ åëåêòðîíiâ.

Ðiâíÿííÿ (4.57) ðîçãëÿäàòèìåìî îêðåìî â îáëàñòÿõ ζ >
a

2
òà ζ < −a

2
,

òîáòî â ïðàâîìó é ëiâîìó íàäïðîâiäíèêàõ. Â îáëàñòi ζ >
a

2
ìà¹ìî

∆(ζ) =
ρ

2

∞∫
a/2

dζ ′∆(ζ ′)
∑
n

1∫
0

dx

x
×

{
exp

(
−|2n+ 1|

x
|ζ−ζ ′|

)
+R(x) exp

(
−|2n+ 1|

x
(ζ + ζ ′)

)}
+

ρ

2

−a/2∫
−∞

dζ ′∆(ζ ′)
∑
n

1∫
0

dx

x
D(x) exp

(
−|2n+ 1|

x
(ζ − ζ ′)

)
, (4.58)
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à ïðè ζ < −a
2
�

∆(ζ) =
ρ

2

−a/2∫
−∞

dζ ′∆(ζ ′)
∑
n

1∫
0

dx

x
×

{
exp

(
|2n+ 1|

x
|ζ− ζ ′|

)
+R(x) exp

(
|2n+ 1|

x
(ζ + ζ ′)

)}
+

ρ

2

∞∫
a/2

dζ ′∆(ζ ′)
∑
n

1∫
0

dx

x
D(x) exp

(
|2n+ 1|

x
(ζ − ζ ′)

)
, (4.59)

Ó äðóãîìó äîäàíêó ïðàâî¨ ÷àñòèíè (4.58) i â ïåðøîìó (4.59) âèêîíà¹-

ìî çàìiíó çìiííî¨ iíòåãðóâàííÿ ζ ′ → −ζ ′, à â ðiâíÿííi (4.59) çàìiíèìî

íåçàëåæíó çìiííó ζ → −ζ. Òîäi, äîäàþ÷è i âiäíiìàþ÷è (4.58) i (4.59),

îäåðæó¹ìî ðiâíÿííÿ äëÿ ñèìåòðè÷íî¨ ∆s(ζ) = ∆(ζ)+∆(−ζ) i àíòèñèìå-

òðè÷íî¨ ∆a(ζ) = ∆(ζ)−∆(−ζ) ÷àñòèí ïàðàìåòðà âïîðÿäêóâàííÿ ∆(ζ)

∆s(ζ) =
ρ

2

∞∫
a/2

dζ ′∆s(ζ
′)
∑
n

1∫
0

dx

x

{
exp

(
−|2n+ 1|

x
|ζ − ζ ′|

)
+

exp

(
|2n+ 1|

x
(ζ + ζ ′)

)}
, (4.60)

∆a(ζ) =
ρ

2

∞∫
a/2

dζ ′∆a(ζ
′)
∑
n

1∫
0

dx

x

{
exp

(
−|2n+ 1|

x
|ζ−ζ ′|

)
+

τ(x) exp

(
|2n+ 1|

x
(ζ+ζ ′)

)}
, (4.61)

äå τ(x) = 1 − 2D(x). D(x) � êîåôiöi¹íò ïðîõîäæåííÿ åëåêòðîíiâ êðiçü

içîëÿòîð. Â ïðèéíÿòîìó íàáëèæåííi D(x) äà¹òüñÿ ôîðìóëîþ

D(x) =
K2 x2

p20 +K2 x2
, (4.62)

äå K = mU0.
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Ùîá iíòåãðóâàííÿ âèêîíóâàëîñü íà ïiâîñi, çðîáèìî çñóâ çìiííèõ: ζ →

ζ+
a

2
, ζ ′ → ζ ′+

a

2
i çñóíóòi ôóíêöi¨ ïîçíà÷àòèìåìî òèìè ñàìèìè ëiòåðàìè,

òîáòî

∆s

(
ζ +

a

2

)
→ ∆s(ζ), ∆a

(
ζ +

a

2

)
→ ∆a(ζ).

Â ðåçóëüòàòi îäåðæèìî

∆s(ζ) =

∞∫
0

dζ ′∆s(ζ
′) {K(ζ − ζ ′) +K(ζ + ζ ′ + a)} , (4.63)

∆a(ζ) =

∞∫
0

dζ ′∆a(ζ
′) {K(ζ−ζ ′) +KD(ζ + ζ + a)} , (4.64)

äå

K(ζ) =
ρ

2

∑
n

1∫
0

dx

x
exp

(
−|2n+ 1|

x
|ζ|
)
,

KD(ζ) =
ρ

2

∑
n

1∫
0

dx

x
τ(x) exp

(
−|2n+ 1|

x
|ζ|
)
.

Ç (4.63) i (4.64) âèïëèâà¹, ùî àñèìïòîòèêà ∆s(ζ) i ∆a(ζ) ¹ ëiíiéíîþ íà

íåñêií÷åííîñòi (ζ → ∞). Ïåðåêîíà¹ìîñü â öüîìó áåçïîñåðåäíüîþ ïiäñòà-

íîâêîþ ëiíiéíî¨ ôóíêöi¨ ∆s(ζ) = Aζ + B â ðiâíÿííÿ (4.63). Çàëó÷àþ÷è

ñïiââiäíîøåííÿ

∞∫
0

K(ζ − ζ ′)dζ ′ = 1−
∞∫
0

K(ζ + ζ ′)dζ ′,

∞∫
0

K(ζ − ζ ′)ζ ′dζ ′ = ζ +

∞∫
0

K(ζ + ζ ′)ζ ′dζ ′,
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ÿêi ëåãêî ïåðåâiðèòè, îòðèìà¹ìî

Aζ +B = Aζ +B + A

∞∫
0

dζ ′ · ζ ′K(ζ + ζ ′)−

B

∞∫
0

dζ ′K(ζ + ζ ′) +

∞∫
0

dζ ′(Aζ +B)K(ζ + ζ ′ + a). (4.65)

ßêùî òåïåð ñïðÿìóâàòè ζ äî íåñêií÷åííîñòi, òî äîäàíêè ç K ïðÿìóþòü

äî íóëÿ, à îòæå, ëiíiéíà ôóíêöiÿ ¹ àñèìïòîòè÷íî òî÷íèì ðîçâ'ÿçêîì ðiâ-

íÿííÿ (4.63) ïðè ζ → ∞. Àíàëîãi÷íî ìîæíà ïîêàçàòè, ùî ëiíiéíîþ ¹

àñèìïòîòèêà ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ (4.64).

Ïiäñòàâèìî âèðàçè äëÿ ∆s(ζ) i ∆a(ζ) ç âèäiëåíîþ àñèìïòîòèêîþ

∆s(ζ) = C1(ζ + q1,∞ + ψs(ζ)),

∆a(ζ) = C2(ζ + q2,∞ + ψa(ζ)),
ζ → ∞, lim

ζ→∞
ψs,a(ζ) = 0 (4.66)

â (4.63) òà (4.64), âiäïîâiäíî. Íàì âàæëèâî çíàòè êîåôiöi¹íòè q1,∞ i q2,∞.

Äëÿ ¨õ çíàõîäæåííÿ çíîâó âèêîðèñòà¹ìî ìåòîä êâàçiîðòîãîíàëüíîñòi äî

àñèìïòîòèêè. Ïiñëÿ íåñêëàäíèõ ïåðåòâîðåíü, ìà¹ìî

ψs(ζ)−
∞∫
0

{K(ζ − ζ ′) +K(ζ + ζ ′ + a)}ψs(ζ
′)dζ ′ =

∞∫
0

{K(ζ + ζ ′) +K(ζ + ζ ′ + a)} ζ ′dζ ′−

q1,∞

∞∫
0

{K(ζ + ζ ′)−K(ζ + ζ ′ + a)} dζ ′, (4.67)
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ψa(ζ)−
∞∫
0

{K(ζ − ζ ′) +KD(ζ + ζ ′ + a)}ψa(ζ
′)dζ ′ =

∞∫
0

{K(ζ + ζ ′) +KD(ζ + ζ ′ + a)} ζ ′dζ ′−

q2,∞

∞∫
0

{K(ζ + ζ ′)−KD(ζ + ζ ′ + a)} dζ ′. (4.68)

Ïðîiíòåãðó¹ìî ðiâíÿííÿ (4.67) i (4.68) íà ïiâîñi ïî ζ, îäèí ðàç äîìíî-

æèâøè íà îäèíèöþ, à äðóãèé � íà ζ. Â îäåðæàíèõ ðiâíÿííÿõ ââåäåìî

íîâi ôóíêöi¨:

qs(ζ) = q1,∞ + ψs(ζ), qa(ζ) = q2,∞ + ψa(ζ).

Ó âèñëiäi ïðèõîäèìî äî äâîõ ñèñòåì
∞∫
0

dζ

∞∫
0

{K(ζ + ζ ′)−K(ζ + ζ ′ + a)} qs(ζ ′)dζ ′ = I1 + I1(a),

∞∫
0

dζ ζ

∞∫
0

{K(ζ + ζ ′) +K(ζ + ζ ′ + a)} qs(ζ ′)dζ ′ =

2q1,∞I1 − I2 − I2(a),

(4.69)

∞∫
0

dζ

∞∫
0

{K(ζ + ζ ′)−KD(ζ + ζ ′ + a)} qa(ζ ′)dζ ′ = I1 + I1(D, a),

∞∫
0

dζ ζ

∞∫
0

{K(ζ + ζ ′) +KD(ζ + ζ ′ + a)} qa(ζ ′)dζ ′ =

2q2,∞I1 − I2 − I2(D, a).

(4.70)

Âiçüìåìî çàìiñòü qs(ζ ′), qa(ζ ′) ïðîáíi ôóíêöi¨, ÿêi îáåðåìî ñòàëèìè

Γs, Γa, âiäïîâiäíî. Òîäi ç (4.69) i (4.70) îñòàòî÷íî ìà¹ìî

q1,∞ =
1

2I1

{
I2 + I2(a) +

(I1 + I1(a))
2

I0 − I0(a)

}
, (4.71)

q2,∞ =
1

2I1

{
I2 + I2(D, a) +

(I1 + I1(D, a))
2

I0 − I0(D, a)

}
. (4.72)
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Òóò ââåäåíî ïîçíà÷åííÿ

I0(D, a) =

∞∫
0

dζ

∞∫
0

dζ ′KD(ζ + ζ ′ + a),

I1(D, a) =

∞∫
0

dζ

∞∫
0

dζ ′ ζ ′KD(ζ + ζ ′ + a),

I2(D, a) =

∞∫
0

dζ ζ

∞∫
0

dζ ′ ζ ′KD(ζ + ζ ′ + a),

Ik(a) = Ik(0, a), Ik = Ik(0, 0), k = 0, 1, 2.

Çàóâàæèìî òàêîæ, ùî

I0 =
ρ

4
S2, I1 =

ρ

6
S3, I2 =

ρ

8
S4, Sα =

∞∑
n=−∞

1

|2n+ 1|α
. (4.73)

Ïiñëÿ îá÷èñëåííÿ iíòåãðàëiâ ïî ζ, ζ ′ ó âèðàçàõ äëÿ q1,∞ òà q2,∞ îñòàííi

íàáóäóòü òàêî¨ ôîðìè

q1,∞(a) =
12ζ(3)

7

{
π4

384
+

∞∑
n=1

1∫
0

dx x3

(2n− 1)4
exp

{
−2n− 1

x
a

}
+

7ζ(3)
24

+
∞∑
n=1

1∫
0

dx x2

(2n− 1)3
exp

{
−2n− 1

x
a

}2

π2

16
−

∞∑
n=1

1∫
0

dx x

(2n− 1)2
exp

{
−2n− 1

x
a

}
}
, (4.74)

q2,∞(a) =
12ζ(3)

7

{
π4

384
−

∞∑
n=1

1∫
0

dx x3

(2n− 1)4
(1−2D(x)) exp

{
−2n− 1

x
a

}
+

7ζ(3)
24

−
∞∑
n=1

1∫
0

dx x2

(2n− 1)3
(1− 2D(x)) exp

{
−2n− 1

x
a

}2

π2

16
+

∞∑
n=1

1∫
0

dx x

(2n− 1)2
(1− 2D(x)) exp

{
−2n− 1

x
a

}
}
. (4.75)
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Ðèñ. 4.3: Çàëåæíiñòü çíà÷åííÿ q2 âiä òîâùèíè íîðìàëüíîãî ïðîøàðêó ïðè ïåâíèõ

çíà÷åííÿõ êîåôiöi¹íòà ïðîçîðîñòi, ÿêi çàçíà÷åíi íà êðåñëåííi (êîåôiöi¹íòè ïðîçîðî-

ñòi ïîäàíi äëÿ åëåêòðîíiâ, õâèëüîâèé âåêòîð ÿêèõ ïåðïåíäèêóëÿðíèé äî ïëîùèíè

ãðàíèöi ðîçäiëó íîðìàëüíîãî ìåòàëó i íàäïðîâiäíèêà).

ßêùî ïîêëàñòè â (4.72) êîåôiöi¹íò ïðîõîäæåííÿ åëåêòðîíiâ D ðiâ-

íèì îäèíèöi, òî âiäòâîðèìî ðåçóëüòàò äëÿ SNS � êîíòàêòó, îäåðæàíèé

â ðîçäiëi III.

4.3.2 Ðîçðàõóíîê ñòðóìó â SNINS � êîíòàêòi

Còðóì îá÷èñëþâàòèìåòüñÿ â îáëàñòi ξ0 ≪ z ≪ ξ(T ), äå ¹ ÷èííèìè ÿê

ËIÐ òàê i ÐÃË. Òîäi ìîæíà ñêîðèñòàòèñÿ àñèìïòîòèêîþ ðîçâ'ÿçêó ËIÐ

äëÿ ∆(z) ïðè |z| ≫ ξ0, ÿêà ¹ ëiíiéíîþ

∆(ζ) = ∆
′

+ζ +∆+, ζ → +∞,

∆(ζ) = ∆
′

−ζ +∆−, ζ → −∞.
(4.76)

Ïiäñòàâèìî (4.76) ó (3.45) i âèêîðèñòà¹ìî ïðåäñòàâëåííÿì (3.21), â

ðåçóëüòàòi ïðèõîäèìî äî òàêîãî âèðàç äëÿ ñòðóìó:

j =
3

7ζ(3)

env0
p0ξ0

(
1− T

Tc

)2(
1

q2,∞
− 1

q1,∞

)
f 2+ sinφ. (4.77)
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Ïîäàëüøèé õiä îá÷èñëåíü òàêèé ñàìèé ÿê i äëÿ SNS � êîíòàêòó, òîìó

ïðîìiæíi âèêëàäêè ìîæíà îïóñòèòè, à îäðàçó âèïèñàòè êiíöåâèé âèðàç

äëÿ ñòðóìó

j =
1

3

env0
p0ξ0

(
1− T

Tc

)(
1

q2,∞
− 1

q1,∞

){
∓
√
a2 − 3f 2∞(4− 3f 2∞)× (4.78)

sin

(
π

6
− 1

3
arctg

√
4(a2 − 3f 2∞(4− 3f 2∞))3

(9f 2∞(4− 3f 2∞)a− 54f 4∞(f 2∞ − 1)− 2 a3)2
− 1

)
− a

2

}
sinφ,

òóò

a = −2

1 + 7ζ(3)

12(1− T/Tc)

cos2
φ

2
q1,∞

+
sin2

φ

2
q2,∞

2
 .

Ó ôîðìóëi (4.78) íà òîâùèíó íîðìàëüíîãî ïðîøàðêó íå íàêëàäåíî

íiÿêèõ óìîâ, à îòæå, âîíà ¹ ñïðàâåäëèâà i äëÿ êîíòàêòiâ, â ÿêèõ d ≃

ξ0. Íà êðåñëåííi çîáðàæåíî çàëåæíîñòi ñòðóìó âiä ðiçíèöi ôàç, ç ÿêîãî

âèäíî, ùî ïðè çìåíøåííi òîâùèíè íîðìàëüíîãî ïðîøàðêó öÿ çàëåæíiñòü

ñóòò¹âî âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä ñèíóñî¨äàëüíî¨.

4.4 Àñèìïòîòè÷íi ôîðìè âèðàçó äëÿ ñòðóìó â SNI-

NS � êîíòàêòi

4.4.1 Òîâùèíà íîðìàëüíîãî ïðîøàðêó d≫ ξ0.

Îäåðæèìî àñèìïòîòè÷íó ôîðìó âèðàçó (4.78) ïðè óìîâi, ùî òîâùè-

íà íîðìàëüíîãî ïðîøàðêó íàáàãàòî áiëüøà âiä äîâæèíè êîãåðåíòíîñòi

(d≫ ξ0), òîáòî a≫ 1. Çà òàêî¨ óìîâè iíòåãðàëüíi âèðàçè Ik(a), à îòæå i

q1,∞, q2,∞ ìîæíà îá÷èñëèòè íàáëèæåíî. Êðiì òîãî ìîæíà íå âðàõîâóâàòè
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Ðèñ. 4.4: Íà êðåñëåííÿõ çîáðàæåíî çàëåæíiñòü âåëè÷èíè ãóñòèíè ñòðóìó âiä ðiçíèöi

ôàç ìiæ áåðåãàìè êîíòàêòó ïðè ðiçíèõ çíà÷åííÿõ òîâùèíè íîðìàëüíîãî ïðîøàðêó

Çíà÷åííÿ êîåôiöi¹íòà ïðîõîäæåííÿ åëåêòðîíiâ D(1) = 0.8, 0.2, òåìïåðàòóðà T =

0.98Tc.

vs â ÐÃË. Ðîçãëÿíåìî öåé íàáëèæåíèé ïiäõiä íà ïðèêëàäi I0(a)

I0(a) =
ρ

2

∑
n

1∫
0

dx

x

∞∫
0

dζ

∞∫
0

dζ ′ exp

(
−|2n+ 1|

x
(ζ + ζ ′ + a)

)
=

ρ

2

∑
n

1∫
0

dx

x

x2

(2n+ 1)2
exp

(
−|2n+ 1|

x
a

)
. (4.79)

Ïðè a≫ 1 îñíîâíèé âíåñîê â ñóìó ïî n äàþòü n = 0 òà n = −1. Îòæå,

I0(a) ∼= ρ

1∫
0

dxx exp
(
−a
x

)
∼= ρ

e−a

a
. (4.80)

Àíàëîãi÷íî îá÷èñëþ¹ìî iíòåãðàëüíi âèðàçè I1(a) òà I2(a), à òàêîæ

I0(D, a), I1(D, a), I2(D, a). Â ðåçóëüòàòi îäåðæèìî

I0(a) = I1(a) = I2(a) ∼= ρ
e−a

a
,
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j C
/j

0

j
0
=env

0
/2p

0
ξ

0

T=0.98T
c

d/ξ
0

Ðèñ. 4.5: Çàëåæíiñòü êðèòè÷íîãî ñòðóìó âiä òîâùèíè íîðìàëüíîãî ïðîøàðêó d ïðè ði-

çíèõ çíà÷åííÿõ êîåôiöi¹íòà ïðîõîäæåííÿ åëåêòðîíiâ êðiçü ïëiâêó äiåëåêòðèêà D(1).

I0(D, a) = I1(D, a) = I2(D, a) ∼= ρ
e−a

a
− 2D(1)ρ

e−a

a
.

Îñêiëüêè ó âèðàçàõ äëÿ q1,∞, q2,∞ âèíèêà¹ ìàëà âåëè÷èíà
e−a

a
, ïî

ÿêié ìîæåìî âèêîíàòè ðîçêëàä, òî, îáìåæóþ÷èñü ïåðøèì íàáëèæåííÿì,

ìà¹ìî

q1,∞ =
1

2

(
I1
I0

+
I2
I1

)
+

ρ

2I1

e−a

a

(
1 +

I1
I0

)2

, (4.81)

q2,∞ =
1

2

(
I1
I0

+
I2
I1

)
+

ρ

2I1

e−a

a

(
1 +

I1
I0

)2

−D(1)
ρ

I1

e−a

a

(
1 +

I1
I0

)2

.(4.82)

Ïiäñòàâèìî âèðàçè äëÿ q1,∞ i q2,∞ â ôîðìóëó äëÿ ñòðóìó (4.77), òîäi

â ïîòðiáíîìó íàáëèæåííi ìàòèìåìî

j =
7ζ(3)

32π2
env0
p0ξ0

∆2
∞
T 2
c

ξ20
ξ2(T )

D(1)
ρ

I1

e−a

a

(
1 +

I1
I0

)2

sinφ. (4.83)
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Áåðó÷è äî óâàãè (2.26) i (2.27), ç (4.83) îäåðæèìî îñòàòî÷íèé âèðàç äëÿ

ãóñòèíè ñòðóìó â øèðîêîìó SNINS � êîíòàêòi (d≫ ξ0)

j =
2S3

7ζ(3)

(
3

S3
+

2

S2

)2
env0
p0d

D(1)e
− d
ξ0

(
1− T

Tc

)2

sinφ. (4.84)

Ç îñòàííüî¨ ôîðìóëè áà÷èìî, ùî òåìïåðàòóðíà çàëåæíiñòü ñòðóìó â øè-

ðîêîìó SNINS � êîíòàêòi òàêà æ ñàìî ÿê i â øèðîêîìó SNS � êîíòà-

êòi. Ïðîòå íà âiäìiíó âiä SNS � êîíòàêòó, ñòðóì çìåíøó¹òüñÿ çàâäÿêè

ìíîæíèêó D(1). Îñêiëüêè ôîðìóëà (4.84) ¹ ñïðàâåäëèâîþ ïðè äîâiëüíié

ïðîçîðîñòi içîëÿòîðà, òî ïîêëàäàþ÷è D(1) = 1 îäåðæó¹ìî ôîðìóëó äëÿ

ãóñòèíè ñòðóìó â SNS � êîíòàêòi, ïðè óìîâi, ùî òîâùèíà íîðìàëüíîãî

ïðîøàðêó íàáàãàòî áiëüøà âiä äîâæèíè êîãåðåíòíîñòi. Çàóâàæèìî òà-

êîæ, ùî ôîðìóëà (4.84) óçãîäæó¹òüñÿ ç ðåçóëüòàòîì îòðèìàíèì â ðîáîòi

[25], äå ç ñàìîãî ïî÷àòêó äî ðîçãëÿäó áðàâñÿ àñèìïòîòè÷íèé âèïàäîê

a≫ 1.

4.4.2 Ãðàíè÷íèé âèïàäîê ìàëî¨ òîâùèíè íîðìàëüíîãî ìåòàëó,

ïåðåõiä äî òóíåëüíîãî SIS � êîíòàêòó.

Äàëi ðîçãëÿíåìî iíøèé ãðàíè÷íèé âèïàäîê a ≪ 1. Òîäi q1,∞ → ∞, àáî

q1,∞ ≫ q2,∞. Âèêîðèñòîâóþ÷è äàíó óìîâó, ñïðîñòèìî ôîðìóëó (3.55) äëÿ

f+, ÿê ðåçóëüòàò ìà¹ìî

f+ =

√
1 +

ξ2(T )

2ξ20q
2
2,∞

sin4
φ

2
− ξ(T )√

2ξ0q2,∞
sin2

φ

2
. (4.85)

Ïiäñòàâëÿþ÷è (4.85) ó (3.51), îäåðæèìî

j =
7ζ(3)

16π2
env0∆

2
∞

p0ξ0T
2
c

1

q2,∞

[√
1 +

ξ2(T )

2ξ20q
2
2,∞

sin4
φ

2
− ξ(T )√

2ξ0q2,∞
sin2

φ

2

]2
sinφ,(4.86)

Ôîðìóëà (4.86) ìiñòèòü â ñîái i êðàéíié ãðàíè÷íèé âèïàäîê: d = 0,

òîáòî íîðìàëüíèé ìåòàë âçàãàëi âiäñóòíié, à íàøi ðåçóëüòàòè îïèñóâà-

òèìóòü SIS � êîíòàêò � äâà íàäïðîâiäíèêè ç'¹äíàíi ÷åðåç içîëÿöiéíó



107

ïëiâêó. Âèïèøåìî âèðàç äëÿ q2,∞ â ðîçãîðíîòîìó âèãëÿäi ïîêëàäàþ÷è

a = 0

q2,∞ =
3S4

S3

1∫
0

dx · x3R(x) + 3S3

S2

1∫
0

dx · x2R(x)

1∫
0

dx · xD(x)

(4.87)

Ïiäñòàâèìî (4.87) â (4.86) i âèêîðèñòà¹ìî ñïiââiäíîøåííÿ (2.26), (2.27),

òîäi ïiñëÿ íåñêëàäíèõ ïåðåòâîðåíü îäåðæèìî îñòàòî÷íó ôîðìóëó äëÿ

ñòðóìó â SIS - êîíòàêòi, ïðè äîâiëüíié ïðîçîðîñòi

j =
7ζ(3)

48

env0
p0ξ0


3S4

S3

1∫
0

dx · x3R(x) + 3S3

S2

1∫
0

dx · x2R(x)

1∫
0

dx · xD(x)



−3

sin4
φ

2
sinφ×




24

(
1− T

Tc

)
7ζ(3) sin4

φ

2


3S4

S3

1∫
0

dx · x3R(x) + 3S3

S2

1∫
0

dx · x2R(x)

1∫
0

dx · xD(x)



2

+ 1



1/2

− 1



2

.

Îòðèìà¹ìî àñèìïòîòè÷íó ôîðìó âèðàçó äëÿ ñòðóìó â ãðàíè÷íîìó

âèïàäêó, êîëè êîåôiöi¹íò ïðîçîðîñòi ¹ ìàëèì. Òîäi ïåðøèì äîäàíêîì

â (4.87) ìîæíà çíåõòóâàòè, à â ÷èñåëüíèêó äðóãîãî R ïîêëàñòè ðiâíèì

îäèíèöi. Òàêèì ÷èíîì îäåðæèìî

q2,∞ =
S3

3S2

 1∫
0

dx · xD(x)

−1

=
7ζ(3)

3π2

 1∫
0

dx · xD(x)

−1

, (4.88)

òóò âðàõîâàíî, ùî S2 =
π2

4
, S3 =

7ζ(3)

4
.
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Äëÿ îòðèìàííÿ ôîðìóëè äëÿ ñòðóìó áóäåìî âèõîäèòè ç (4.86). Ïiä-

ñòàâèìî âèðàç äëÿ q2,∞ â (4.86) i âèêîíà¹ìî ñïðîùåííÿ ïîâ'ÿçàíi ç òèì,

ùî q2,∞ ≫ 1. Â ðåçóëüòàòi îäåðæèìî

j =
3

16

env0
p0ξ0

∆2
∞
T 2
c

1∫
0

dx · xD(x) sinφ =
π∆2

∞
4eRNTc

sinφ, (4.89)

äåR−1
N = e2v0N(0)

1∫
0

dx·xD(x) îïið êîíòàêòó â íîðìàëüíîìó ñòàíi. ßêùî

âðàõóâàòè ñïiââiäíîøåííÿ (2.26), òî ôîðìóëó (4.89) ìîæíà ïåðåïèñàòè ó

âèãëÿäi

j =
3

14ζ(3)

env0
p0ξ0

(
1− T

Tc

) 1∫
0

dx · xD(x) sinφ. (4.90)

Ïåðåéäåìî äî ðîçãëÿäó âèïàäêó ïðîçîðîñòi áëèçüêî¨ äî îäèíèöi. Ïðè

D ≤ 1 R ¹ ìàëèì, òîìó äðóãèì äîäàíêîì â (4.87) ìîæíà çíåõòóâàòè,

îñêiëüêè âií íà ïîðÿäîê ìåíøèé çà ïåðøèé. Îòæå äëÿ q2,∞ ìà¹ìî

q2,∞ =
3S4

S3

1∫
0

dx · x3R(x) = π4

28ζ(3)

1∫
0

dx · x3R(x). (4.91)

Ïiäñòàâëÿþ÷è (4.91) â (4.86) i âðàõîâóþ÷è, ùî q2,∞ ≪ 1 îäåðæèìî

j =
π2

16

env0
p0ξ0

∆2
∞ξ

2
0

T 2
c ξ

2(T )

1∫
0

dx · x3R(x)
cos

φ

2

sin3
φ

2

. (4.92)

Áåðó÷è äî óâàãè (2.26) âèðàç äëÿ ñòðóìó (4.92) ìîæåìî ïîäàòè ó âèãëÿäi

j =
6π4

49ζ(3)

env0
p0ξ0

(
1− T

Tc

)2
1∫

0

dx · x3R(x)
cos

φ

2

sin3
φ

2

. (4.93)

ßê áà÷èìî òåìïåðàòóðíà çàëåæíiñòü ñòðóìó äà¹òüñÿ ôàêòîðîì

(
1− T

Tc

)2

ïðè ìàëié ïðîçîðîñòi. Öÿ çàëåæíiñòü çìiíþ¹òüñÿ iç çáiëüøåííÿì êîå-

ôiöi¹íòà D i â ïðîòèëåæíîìó ãðàíè÷íîìó âèïàäêó äà¹òüñÿ ìíîæíèêîì(
1− T

Tc

)
. Ïðè ïðîìiæíèõ çíà÷åííÿõ D òåìïåðàòóðíà çàëåæíiñòü ñòðó-

ìó ¹ áiëüø ñêëàäíîþ.
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Äîäàòîê A

ÒÓÍÅËÞÂÀÍÍß ÅËÅÊÒÐÎÍIÂ ÊÐIÇÜ

ÏÎÑËIÄÎÂÍÎ ÐÎÇÌIÙÅÍI δ � ÔÓÍÊÖIÉÍI

ÁÀÐ'�ÐÈ

Áóäåìî ðîçãëÿäàòè êâàíòîâî-ìåõàíi÷íèé ðóõ åëåêòðîíà â ïîëi, ïîòåíöiàë

ÿêîãî ¹ ñêîìáiíîâàíèé ç δ-ôóíêöiéíèõ áàð'¹ðiâ. Ñòàí åëåêòðîíà îïèñó¹-

òüñÿ õâèëüîâîþ ôóíêöi¹þ, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ Øðåäiíãåðà(
− ℏ2

2m
∇2 + U(r⃗)

)
ψ(r⃗) = Eψ(r⃗), (À.1)

äå ∇ =
∂

∂x
i⃗+

∂

∂y
j⃗+

∂

∂z
k⃗, U(r⃗) � ïîòåíöiàëüíà åíåðãiÿ. Ïðèíöèïîâå ïèòà-

ííÿ, ÿêå áóäå òóò ðîçãëÿäàòèñü � öå çíàõîäæåííÿ êîåôiöi¹íòiâ ïðîõîäæå-

ííÿ D òà âiäáèòòÿ R åëåêòðîíiâ êðiçü ïîñëiäîâíî ðîçìiùåíi δ-ôóíêöiéíi

ïîòåíöiàëüíi áàð'¹ðè (íàéïðîñòiøèé âèïàäîê U(z) = U0δ(z)), òà ïðåä-

ñòàâëåííÿ ¨õ ÷åðåç ïàðöiàëüíi êîåôiöi¹íòè ïðîõîäæåííÿ òà âiäáèòòÿ íà

êîæíîìó îêðåìîìó δ-ôóíêöiéíîìó áàð'¹ði. Öå ïèòàííÿ ¹ âàæëèâèì ïðè

ðîçãëÿäi ñòðóìîâèõ ñòàíiâ â íàäïðîâiäíèõ ñòðóêòóðàõ, ÿêi ìiñòÿòü ïðî-

øàðêè içîëÿòîðiâ (äëÿ ïðèêëàäó öå êîíòàêòè òèïó SINS, SI1NI2S, SI1NI0NI2S,

äå S - íàäïðîâiäíèê, N - íîðìàëüíèé ìåòàë, I - içîëÿòîð). Â òàêèõ êîí-

òàêòàõ içîëÿòîð ìîäåëþ¹òüñÿ δ-ôóíêöiéíèì ïîòåíöiàëüíèì áàð'¹ðîì, à â

êiíöåâèé âèðàç äëÿ ñòðóìó âõîäèòü êîåôiöi¹íò ïðîõîäæåííÿ åëåêòðîíiâ

÷åðåç öi δ-ôóíêöiéíi áàð'¹ðè. Â çàãàëüíîìó äëÿ îçíà÷åííÿ êîåôiöi¹íòà

ïðîõîäæåííÿ òà âiäáèòòÿ ÷àñòèíîê íà áàð'¹ði âèêîðèñòîâóþòü ïîíÿòòÿ
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ãóñòèíè ïîòîêó éìîâiðíîñòi, ôîðìóëà äëÿ ÿêî¨ ìà¹ âèãëÿä

j =
iℏ
2m

(ψ∇ψ∗ − ψ∗∇ψ). (À.2)

Íåõàé ãóñòèíà ïîòîêó éìîâiðíîñòi ïàäàþ÷î¨ íà áàð'¹ð õâèëi äîðiâíþ¹

j0, âiäáèòî¨ � jR i jD � õâèëi, ÿêà ïðîéøëà êðiçü áàð'¹ð. Î÷åâèäíî, ùî

j0 = jR + jD. Êîåôiöi¹íò ïðîõîäæåííÿ D äîðiâíþ¹ âiäíîøåííþ ãóñòèíè

ïîòîêó éìîâiðíîñòi õâèëi, ÿêà ïðîéøëà êðiçü áàð'¹ð, äî ãóñòèíè ïîòî-

êó éìîâiðíîñòi ïàäàþ÷î¨ õâèëi. Àíàëîãi÷íî ìîæíà âèçíà÷èòè êîåôiöi¹íò

âiäáèòòÿ R ÿê âiäíîøåííÿ ãóñòèíè âiäáèòîãî ïîòîêó äî ïàäàþ÷îãî, òîáòî

D =
jD
j0
, R =

jR
j0
. (À.3)

Çâè÷àéíî, âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü R+D = 1. Ïåðåéäåìî äî îïèñó ðîçñiÿííÿ

â ÿâíî çàäàíèõ ïîòåíöiàëüíèõ ïîëÿõ.

À.1 Ïðîõîäæåííÿ åëåêòðîíiâ êðiçü îäèí δ-ôóíêöiéíèé

áàð'¹ð

Íàéïðîñòiøèé âèïàäîê ðîçãëÿäóâàíî¨ çàäà÷i � ðîçñiÿííÿ åëåêòðîíiâ íà

ïîòåíöiàëi U(z) = U0δ(z). Ðiâíÿííÿ Øðåäiíãåðà äëÿ õâèëüîâî¨ ôóíêöi¨

÷àñòèíêè, ÿêà ïîøèðþ¹òüñÿ â òàêîìó ïîòåíöiàëüíîìó ïîëi ìà¹ âèãëÿä(
− ℏ2

2m

d2

dz2
+ U0δ(z)

)
ψ = Eψ. (À.4)

Ðîçâ'ÿçóþ÷è ðiâíÿííÿ â îáëàñòÿõ z < 0 i z > 0, â ÿêèõ âîíî ìà¹ ôîðìó
ℏ2

2m

d2ψ

dz2
= Eψ, çíàõîäèìî

ψ(z) =


exp(ipz) + C1 exp(−ipz), z < 0,

C2 exp(ipz), z < 0.

(À.5)

Ìè îáðàëè äëÿ ðîçãëÿäó õâèëþ, ÿêà ïîøèðþ¹òüñÿ çëiâà íà ïðàâî.

Äîäàíîê exp(ipz) îïèñó¹ ïàäàþ÷ó íà áàð'¹ð õâèëþ, ïðè÷îìó íîðìóâàííÿ
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õâèëüîâî¨ ôóíêöi¨ âèáðàíî òàê, ùîá êîåôiöi¹íò ïåðåä öèì äîäàíêîì áóâ

ðiâíèì îäèíèöi, C1 exp(−ipz) � âiäáèòà õâèëÿ, C2 exp(ipz) � õâèëÿ, ÿêà

ïðîéøëà êðiçü áàð'¹ð. Íà ïiäñòàâi (À.2) i (À.3) ìà¹ìî D = |C2|2, R =

|C1|2. Êîåôiöi¹íòè C1 i C2 çíàõîäèìî ç óìîâ: íåïåðåðâíîñòi õâèëüîâî¨

ôóíêöi¨ íà áàð'¹ði

ψ(+0) = ψ(−0), (À.6)

à òàêîæ óìîâè ñòðèáêà äëÿ õâèëüîâî¨ ôóíêöi¨, ÿêà îäåðæó¹òüñÿ iíòåãðó-

âàííÿì ðiâíÿííÿ (À.4) â ìàëîìó îêîëi íóëÿ (−ε, ε) ç ãðàíè÷íèì ïåðåõî-

äîì ε→ 0:

ψ′(+0)− ψ′(−0) = 2k0ψ(0), (À.7)

òóò ââåäåíî ïîçíà÷åííÿ k0 = mU0. Ïiäñòàâèìî âèðàç äëÿ õâèëüîâî¨ ôóí-

êöi¨ â óìîâè (À.6) i (À.7), ç ÿêèõ äëÿ êîåôiöi¹íòiâ C1 i C2 çíàõîäèìî

C1 = − ik

p+ ik
, C2 =

p

p+ ik
, (À.8)

à äëÿ êîåôiöi¹íòiâ ïðîõîäæåííÿ i âiäáèòòÿ ìà¹ìî

D = |C2|2 =
p2

p2 + k2
, R = |C1|2 =

k2

p2 + k2
. (À.9)

Ðîçãëÿíåìî ôîðìàëüíî äåùî iíøèé ïiäõiä äëÿ çíàõîäæåííÿ êîåôiöi-

¹íòiâ ïðîõîäæåííÿ òà âiäáèòòÿ.

Íåõàé ôóíêöiÿ

ψ1(z) = C0 exp(ipz) + C1 exp(−ipz) (À.10)

¹ çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ Øðåäiíãåðà ëiâîðó÷ âiä áàð'¹ðó, à

ψ2(z) = C2 exp(ipz) + C3 exp(−ipz) (À.11)

� ïðàâîðó÷ âiä áàð'¹ðó. Îñêiëüêè ôóíêöi¨ ψ1(z), ψ2(z) ¹ ðîçâ'ÿçêàìè îäíî-

ãî i òîãî æ ðiâíÿííÿ, òî ìiæ êîåôiöi¹íòàìè öèõ ðîçâ'ÿçêiâ iñíó¹ çâ'ÿçîê

C2 = αC0 + βC1, C3 = β∗C0 + α∗C1, (À.12)
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äå α i β - äåÿêi êîìïëåêñíi ñòàëi, ÿêi çàëåæàòü âiä êîíêðåòíîãî âèãëÿäó

ïîòåíöiàëó. Ç óìîâè ñòàëîñòi ïîòîêó âçäîâæ îñi Oz âèïëèâà¹ ñïiââiäíî-

øåííÿ äëÿ êîåôiöi¹íòiâ α i β

|α|2 − |β|2 = 1. (À.13)

×åðåç ñòàëi α i β êîåôiöi¹íòè ïðîõîäæåííÿ i âiäáèòòÿ âèðàæàþòüñÿ íà-

ñòóïíèì ÷èíîì

D =
1

|α|2
, R =

|β|2

|α|2.
(À.14)

Äëÿ ïðèêëàäó ðîçãëÿíåìî ðiâíÿííÿ (À.4), çàñòîñó¹ìî äî êîåôiöi¹íòiâ

éîãî ðîçâ'ÿçêó ñèñòåìó (À.12), â ðåçóëüòàòi ìà¹ìî

C2 = α + βC1, 0 = β∗ + α∗C1. (À.15)

Çâiäêè

C1 = −β
∗

α∗ , C2 =
1

α∗ (À.16)

i ç óâàãè íà (À.9) îäåðæó¹ìî (À.14).

À.2 Ðîçñiÿííÿ íà ïîäâiéíîìó δ-ôóíêöiéíîìó áàð'¹ði

Âèïèøåìî ðiâíÿííÿ Øðåäiíãåðà äëÿ õâèëüîâî¨ ôóíêöi¨ ÷àñòèíêè, ÿêà

ðóõà¹òüñÿ â òàêîìó ïîòåíöiàëi(
− ℏ2

2m

d2

dz2
+ U1δ

(
z +

d

2

)
++U2δ

(
z − d

2

))
ψ = Eψ. (À.17)

Ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (À.17) ìà¹ âèãëÿä

ψ(z) =



exp(ipz) + C1 exp(−ipz), z < −d
2
,

C2 exp(ipz) + C3epx(−ipz), |z| < d

2
,

C4 exp(ipz), z >
d

2
.
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Âèïèøåìî óìîâè íåïåðåðâíîñòi i ñòðèáêà õâèëüîâî¨ ôóíêöi¨ íà áàð'¹ðàõ

ψ

(
−d
2
− 0

)
= ψ

(
−d
2
+ 0

)
,

ψ

(
d

2
− 0

)
= ψ

(
d

2
+ 0

)
,

ψ′
(
−d
2
+ 0

)
− ψ′

(
−d
2
− 0

)
= 2k1ψ

(
−d
2

)
,

ψ′
(
d

2
+ 0

)
− ψ′

(
d

2
− 0

)
= 2k2ψ

(
d

2

)
,

òóò ââåäåíî ïîçíà÷åííÿ k1 = mU1, k2 = mU2. Ç äàíèõ óìîâ îäåðæó¹ìî

ñèñòåìó ðiâíÿíü äëÿ êîåôiöi¹íòiâ C1, C2, C3, C4

1 + C1e
ipd = C2 + C3e

ipd,

C2 + C3e
−ipd = C4,

C2 − C3e
ipd + C1e

ipd − 1 = −2ik1
p

(1 + C1e
ipd),

C4 − C2 + C3e
−ipd = −2ik2

p
C4.

(À.18)

Ðîçâ'ÿçàâøè ÿêó, çíàõîäèìî:

C1 = −(ik1p+ k1k2e
2ipd − k1k2 + ik2pe

2ipd)e−ipd

p2 + ipk2 + ik1p+ k1k2e
2ipd − k1k2

,

C3 =
−ipk2eipd

h2 + ipk2 + ik1p+ k1k2e
2ipd − k1k2

,

C2 =
p(p+ ik2)

h2 + ipk2 + ik1p+ k1k2e
2ipd − k1k2

,

C4 =
p2

h2 + ipk2 + ik1p+ k1k2e
2ipd − k1k2

.

Äëÿ êîåôiöi¹íòà ïðîõîäæåííÿ åëåêòðîíiâ ìà¹ìî

D−1 = p−4

{
(2k1k2p

2 − 2k21k
2
2) cos(2pd) +

(2k1k
2
2 + 2k21k2)p sin(2pd) + p4 + (k22 + k21)p

2 + 2k21k
2
2

}
(À.19)
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Âèðàç äëÿ êîåôiöi¹íòà âiäáèòòÿ çíàõîäèìî ç óìîâè R + D = 1. Ó

âèïàäêó êîëè áàð'¹ð ¹ ñèìåòðè÷íèì âèðàç äëÿ êîåôiöi¹íòà ïðîõîäæåííÿ

ìà¹ âèãëÿä

D =
p4

4k3p sin(2pd) + (2k2p2 − 2k4) cos(2pd) + 2k2p2 + p4 + 2k4
. (À.20)

ßêùî ââåñòè ïîçíà÷åííÿ χ =
k

p
, òî (À.20) ìîæíà ïðèâåñòè äî ôîðìè

D−1 = 1 + χ2(2 cos(pd) + 2χ sin(pd))2. (À.21)

Ïðåäñòàâèìî ãëîáàëüíèé êîåôiöi¹íò ïðîõîäæåííÿ åëåêòðîíiâ D ÷åðåç

êîåôiöi¹íòè ïðîõîäæåííÿ òà âiäáèòòÿ íà îêðåìèõ áàð'¹ðàõ: D1, R1 íà

ïåðøîìó áàð'¹ði U1δ

(
z +

d

2

)
; D2, R2 íà äðóãîìó � U2δ

(
z − d

2

)
. Âèõi-

äíèì áóäå âèðàç äëÿ êîåôiöi¹íòà C4, ÿêèé ïåðåïèøåìî â äåùî iíøîìó

âèãëÿäi, çàïðîâàäèâøè íîâi êîåôiöi¹íòè

C
(n)
1 = − ikn

p+ ikn
, C

(n)
2 =

p

p+ ikn
, n = 1, 2. (À.22)

Â òåðìiíàõ öèõ êîåôiöi¹íòiâ äëÿ C4 îäåðæó¹ìî

C4 =
C

(1)
2 C

(2)
2

1− C
(1)
1 C

(2)
1 e2ipd

. (À.23)

Éîãî êâàäðàò ìîäóëÿ äîðiâíþ¹

|C4|2 =
|C(1)

2 |2|C(2)
2 |2

1 + 2|C(1)
1 ||C(2)

1 | cos(2pd+ φ) + |C(1)
1 |2|C(2)

1 |2
. (À.24)

Âðàõîâóþ÷è, ùî D1 = |C(1)
2 |2, R1 = |C(1)

1 |2, D2 = |C(2)
2 |2, R2 = |C(2)

1 |2

ìà¹ìî îñòàòî÷íî äëÿ ãëîáàëüíîãî êîåôiöi¹íòà ïðîõîäæåííÿ åëåêòðîíiâ

D ÷åðåç ïîäâiéíèé δ-ôóíêöiéíèé áàð'¹ð

D =
D1D2

1 +R1R2 + 2
√
R1R2 cos(2pd+ φ)

, (À.25)

äå φ ôàçà äîáóòêó (−C(1)
1 C

(2)
1 ). Ïðè çíà÷åííi ôàçè 2pd+φ = π êîåôiöi¹íò

ïðîõîäæåííÿ ìà¹ ìàêñèìàëüíå çíà÷åííÿ

D =
D1D2

(1−
√
R1R2)

2
(À.26)
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i ïðè 2pd+ φ = 0 � ìiíiìàëüíå

D =
D1D2

(1 +
√
R1R2)

2
(À.27)

Â äåÿêèõ âèïàäêàõ ïðè ðîçãëÿäi ñòðóìîâèõ ñòàíiâ â íàäïðîâiäíèõ êîíòà-

êòàõ ìîæíà âèêîðèñòàòè ôîðìóëó (À.25), óñåðåäíåíó ïî ôàçi (2pd+ φ)

D =
D1D2

1−R1R2
(À.28)

Ó âèïàäêó ñèìåòðè÷íîãî ïîòåíöiàëüíîãî áàð'¹ðó (k1 = k2) ìà¹ìî

D =
D2

1

1 +R2
1 + 2R1 cos(2pd+ φ)

. (À.29)

Îñòàííÿ ôîðìóëà ìà¹ öiêàâèé ÷àñòèííèé âèïàäîê, ïðè çíà÷åííi ôàçè

2pd + φ = π êîåôiöi¹íòè ïðîõîäæåííÿ D = 1. Âèðàç (À.25) äëÿ êîåôi-

öi¹íòà ïðîõîäæåííÿ îäåðæó¹òüñÿ äåùî ïðîñòiøå, ÿêùî âèêîðèñòàòè äëÿ

íåâiäîìèõ C1, C2, C3, C4 óìîâè, ïîäiáíi óìîâàì (À.12). Â ðåçóëüòàòi

ìà¹ìî ñèñòåìó

C2 = α1 + β1C1,

C3 = β∗
1 + α∗

1C1,

C4 = α2C2 + β2C3,

0 = β∗
2C2 + α∗

2C3.

Ç ÿêî¨ äëÿ êîåôiöi¹íòiâ Ci çíàõîäèìî

C1 = −β
∗
2α1 + α2β

∗
1

β∗
2β1 + α∗

2α
∗
1

,

C2 =
α∗
2

β∗
2β1 + α∗

2α
∗
1

,

C3 = − β∗
2

β∗
2β1 + α∗

2α
∗
1

,

C4 =
1

β∗
2β1 + α∗

2α
∗
1

.

Îá÷èñëèìî êâàäðàò ìîäóëÿ C4

D = |C4|2 =
1

|β1|2|β2|2 + |α1|2|α2|2 + 2Rβ1β
∗
2α1α2

. (À.30)
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Ïiñëÿ äiëåííÿ ÷èñåëüíèêà i çíàìåííèêà íà äîáóòîê |α1|2|α2|2 i âðàõîâó-

þ÷è, ùî

D1 =
1

|α1|2
, R1 =

|β1|2

|α1|2
, D2 =

1

|α2|2
, R2 =

|β2|2

|α2|2
(À.31)

îäåðæó¹ìî äëÿ ãëîáàëüíîãî êîåôiöi¹íòà ïðîõîäæåííÿ åëåêòðîíiâ âèðàç

àíàëîãi÷íèé (À.25). Â ÿêîìó (2pd+ φ) ¹ ôàçà äîáóòêó β1β∗
2α1α2.

Ïîäiáíî äî ñõåìè âèêëàäåíî¨ âèùå ìîæíà äîñëiäèòè ïðîõîäæåííÿ åëå-

êòðîíiâ êðiçü ïîñëiäîâíiñòü ç òðüîõ δ-ôóíêöiéíèõ áàð'¹ðiâ

U(z) = U1δ(z + d1) + U0δ(z) + U2δ(z − d2). (À.32)

Ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿØðåäiíãåðà ç òàêèì ïîòåíöiàëîì ó âèïàäêó õâèëü,

ÿêi ïàäàþòü çëiâà, ìà¹ âèãëÿä

ψ(z) =



exp(ipz) + C1 exp(−ipz), z < −d1,

C2 exp(ipz) + C3epx(−ipz), −d1 < z < 0,

C4 exp(ipz) + C5 exp(−ipz), 0 < z < d2,

C6 exp(ipz), d2 < z.

(À.33)

Ç óìîâ íåïåðåðâíîñòi òà ñòðèáêà õâèëüîâî¨ ôóíêöié íà áàð'¹ðàõ ìîæíà

çíàéòè çíà÷åííÿ äëÿ êîåôiöi¹íòiâ C1, C2, C3, C4, C5, C6. Âèïèøåìî òóò

ðåçóëüòàò ëèøå äëÿ C6, îñêiëüêè ñàìå âií íàì ïîòðiáåí äëÿ çíàõîäæåííÿ

êîåôiöi¹íòà ïðîçîðîñòi

C−1
6 = p−3{p3 + i(k0 + k1 + k2)p

2 + (k1k2(e
2ip(d2+d2) − 1) + k0k2(e

2ipd2 − 1) +

k0k1(e
2ipd1 − 1))p− i(e2ip(d1+d2) − e2ipd2 − e2ipd1 + 1)k2k1k0}.

Ñêîðèñòàâøèñü ðàíiøå ââåäåíèìè êîåôiöi¹íòàìè (À.22), C6 ìîæíà ïðåäñ-

òàâèòè ó âèãëÿäi

C−1
6 =

1

C
(0)
2 C

(1)
2 C

(2)
2

{1− (C
(0)
1 + C

(0)
2 )C

(1)
1 C

(2)
1 exp(2ip(d1 + d2))−

C
(0)
1 C

(2)
1 exp(2ipd2)− C

(0)
1 C

(1)
1 exp(2ipd1)}



Äîäàòîê B

ÊÓÁI×ÍÅ ÐIÂÍßÍÍß. ÔÎÐÌÓËÀ ÊÀÐÄÀÍO-ÒÀÐÒÀËÜß

Á.1 Çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê êóái÷íîãî ðiâíÿííÿ

Äîñëiäèìî êóái÷íå ðiâíÿííÿ â çàãàëüíîìó âèïàäêó i îäåðæèìî âèðàçè

äëÿ éîãî êîðåíiâ.

Çàãàëüíà ôîðìà êóái÷íîãî ðiâíÿííÿ

y3 + ay2 + by + c = 0. (Á.1)

Ïåðåïèøåìî éîãî â iíøîìó âèãëÿäi(
y +

a

3

)3
+

(
b− a2

3

)
y + c− a3

27
= 0, (Á.2)

i ââåäåìî íîâó çìiííó x = y +
a

3
:

x3 +

(
b− a2

3

)
x+ c− ab

3
+

2a3

27
= 0,

à òàêîæ ïîçíà÷åííÿ äëÿ êîåôiöi¹íòiâ: p = b− a2

3
, q = c− ab

3
+

2a3

27
.

Â ðåçóëüòàòi ìà¹ìî çâåäåíå êóái÷íå ðiâíÿííÿ

x3 + px+ q = 0. (Á.3)

Íåõàé x0 ¹ êîðåíåì öüîãî ðiâíÿííÿ. Ðîçãëÿíåìî äîïîìiæíå ðiâíÿííÿ

u2 − x0u−
p

3
= 0.

128
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Öå ðiâíÿííÿ ìà¹ äâà êîðåíi α i β . Çà ôîðìóëàìè Âi¹òà

α + β = x0, αβ = −p
3

. (Á.4)

Ïiäñòàâèìî x0 â çâåäåíå êóái÷íå ðiâíÿííÿ, òîäi

α3 + β3 + 3α2β + 3αβ2 + (α + β)p+ q = 0, (Á.5)

α3 + β3 + 3αβ(α + β) + (α + β)p︸ ︷︷ ︸
=0

+q = 0, (Á.6)

îñêiëüêè αβ = −p
3
. Îòæå äëÿ çíàõîäæåííÿ α i β ìà¹ìî ñèñòåìó


α3 + β3 + q = 0,

αβ = −p
3
.

(Á.7)

Ç ñèñòåìè (Á.7) äëÿ z ≡ β3 îäåðæó¹ìî ðiâíÿííÿ

z2 + qz − p3

27
= 0. (Á.8)

Éîãî ðîçâ`ÿçîê:

z = −q
2
±

√
q2

4
+
p3

27
, (Á.9)

òîáòî

β =
3

√√√√−q
2
−

√
q2

4
+
p3

27
. (Á.10)

Â àíàëîãi÷íèé ñïîñiá çíàõîäèìî

α =
3

√√√√−q
2
+

√
q2

4
+
p3

27
. (Á.11)

Òåïåð ìîæåìî ëåãêî íàïèñàòè êîðåíi äëÿ âèõiäíîãî êóái÷íîãî ðiâíÿííÿ,

áåðó÷è ìîæëèâi ëiíiéíi êîìáiíàöi¨ α i β, ïðè öüîìó ìà¹ìî ñëiäêóâàòè çà
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òèì, ùîá äîáóòîê äîäàíêiâ â öèõ êîìáiíàöiÿõ áóâ ðiâíèì −p
3
. Ìîæëèâè-

ìè êîìáiíàöiÿìè, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü âèùå âêàçàíèì óìîâàì ¹:

x1 = αε1 + βε21,

x2 = αε2 + βε22,

x3 = αε3 + βε23,

(Á.12)

äå εi � êîðåíi êóái÷íi ç 1

ε1 = 1, ε2 = −1

2
+ i

√
3

2
, ε3 = −1

2
− i

√
3

2
. (Á.13)

Îòæå

x1 = α + β =
3

√√√√−q
2
+

√
q2

4
+
p3

27
+

3

√√√√−q
2
−

√
q2

4
+
p3

27
, (Á.14)

x2 = −1

2
(α + β) + i

√
3

2
(α− β) =

− 1

2

 3

√√√√−q
2
+

√
q2

4
+
p3

27
+

3

√√√√−q
2
−

√
q2

4
+
p3

27

+

i

√
3

2

 3

√√√√−q
2
+

√
q2

4
+
p3

27
−

3

√√√√−q
2
−

√
q2

4
+
p3

27

 , (Á.15)

x3 = −1

2
(α + β)− i

√
3

2
(α− β) =

− 1

2

 3

√√√√−q
2
+

√
q2

4
+
p3

27
+

3

√√√√−q
2
−

√
q2

4
+
p3

27

−

i

√
3

2

 3

√√√√−q
2
+

√
q2

4
+
p3

27
−

3

√√√√−q
2
−

√
q2

4
+
p3

27

 . (Á.16)
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Çàóâàæèìî, ùî ìà¹ ìiñöå òàêà òîòîæíiñòü

3

√√√√√q2

4
+
p3

27
− q

2
≡ p/3

3

√√√√√q2

4
+
p3

27
+
q

2

.

Ïîâåðòàþ÷èñü äî çìiííî¨ y i áåðó÷è äî óâàãè âèðàçè äëÿ p, q, íàïèøåìî

îñòàòî÷íi ôîðìóëè äëÿ êîðåíiâ ðiâíÿííÿ (Á.1)

y1 = −a
3
+

1

3
3
√
2

{[
−
√

(27c− 9ab+ 2a3)2 + 4(3b− a2)3 − (27c− 9ab+ 2a3)
]1/3

+

[√
(27c− 9ab+ 2a3)2 + 4(3b− a2)3 − (27c− 9ab+ 2a3)

]1/3}
,

y2 = −a
3
−

1

6
3
√
2

{[
−
√

(27c− 9ab+ 2a3)2 + 4(3b− a2)3 − (27c− 9ab+ 2a3)
]1/3

+

[√
(27c− 9ab+ 2a3)2 + 4(3b− a2)3 − (27c− 9ab+ 2a3)

]1/3}
+

i

√
3

6
3
√
2

{[√
(27c− 9ab+ 2a3)2 + 4(3b− a2)3 − (27c− 9ab+ 2a3)

]1/3
−

[
−
√

(27c− 9ab+ 2a3)2 + 4(3b− a2)3 − (27c− 9ab+ 2a3)
]1/3}

,
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y3 = −a
3
−

1

6
3
√
2

{[
−
√

(27c− 9ab+ 2a3)2 + 4(3b− a2)3 − (27c− 9ab+ 2a3)
]1/3

+

[√
(27c− 9ab+ 2a3)2 + 4(3b− a2)3 − (27c− 9ab+ 2a3)

]1/3}
−

i

√
3

6
3
√
2

{[√
(27c− 9ab+ 2a3)2 + 4(3b− a2)3 − (27c− 9ab+ 2a3)

]1/3
−

[
−
√
(27c− 9ab+ 2a3)2 + 4(3b− a2)3 − (27c− 9ab+ 2a3)

]1/3}


