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Âñòóïíi çàóâàãè

Ïîõîäæåííÿ Maxima

Ïðî¹êòMaxima ¹ íàñòóïíèêîì DOE Macsyma � ñèñòåìè êîìï'þòåðíî¨ àëãåáðè, ðîç-
ðîáêà ÿêî¨ âåëàñÿ ç 1968 ðîêó â MIT (Ìàññà÷óñåòñüêèé òåõíîëîãi÷íèé iíñòèòóò) ó ëàáîðà-
òîði¨ Project MAC, ùî áóëà çàñíîâàíà òà ïðîôiíàíñîâàíà Ìiíiñòåðñòâîì åíåðãåòèêè ÑØÀ
(Departament of Energy, DOE). Öå áóëà ïåðøà âñåîñÿæíà ñèñòåìà ñèìâîëüíî¨ ìàòåìàòèêè
òà îäíà iç íàéáiëüø ðàííiõ ñèñòåì äëÿ àíàëiòè÷íèõ îá÷èñëåíü. Áàãàòî iäåé, ùî ç'ÿâèëèñÿ
â Macsyma, çãîäîì áóëè çàïîçè÷åíi òàêèìè çàñòîñóíêàìè ÿê Mathematica, Maple òà ií-
øèìè.

Ïðîôåñîð Âiëüÿì Øåëòåð (William Schelter) ç Òåõàñüêîãî óíiâåðñèòåòó â Îñòiíi ïðî-
äîâæóâàâ ïiäòðèìêó òà ïîêðàùåííÿ âåðñi¨ DOE Macsyma ç 1982 ðîêó, çîêðåìà âií âèêîíàâ
ïåðåíåñåííÿ ñèñòåìè íà Common Lisp. 1998 ðîêó Øåëòåð ç äîçâîëó DOE îïóáëiêóâàâ âè-
õiäíèé êîä DOE Macsyma ïiä ëiöåíçi¹þ GNU General Public License, à 2000 ðîêó ñòâîðèâ
ïðîåêò Maxima íà SourceForge.net äëÿ ïiäòðèìêè òà ïîäàëüøîãî ðîçâèòêó öi¹¨ ñèñòåìè
ÿê âiëüíîãî ïðîãðàìíîãî çàáåçïå÷åííÿ. Ïiñëÿ ñìåðòi Øåëòåðà â 2001 ðîöi ïðî¹êò ïðîäîâ-
æó¹ ðîçâèâàòèñÿ ñèëàìè ñïiëüíîòè ðîçðîáíèêiâ, ùî ñêëàëàñÿ. Çàðàç íàä ïðî¹êòîì ïðà-
öþ¹ âåëèêà êiëüêiñòü ìàòåìàòèêiâ i ïðîãðàìiñòiâ íà ÷îëi ç Äæåéìñîì Åìóíäñîíîì (James
Amundson).

Maxima çíàõîäèòüñÿ â àêòèâíié ðîçðîáöi, âîíà ìîæå áóòè ñêîìïiëüîâàíà ïiä êiëü-
êà ðiçíèõ ðåàëiçàöié Common Lisp, ó âiäêðèòîìó äîñòóïi çàõîäÿòüñÿ ãîòîâi çáiðêè äëÿ
GNU/Linux, Microsoft Windows, Mac OS X òà iíøèõ ñèñòåì. Õàðàêòåðíîþ îñîáëèâiñòþ
Maxima ¹ òå, ùî iñíó¹ êiëüêà âàðiàíòiâ ãðàôi÷íèõ iíòåðôåéñiâ êîðèñòóâà÷à (ìîæëèâà
òàêîæ ðîáîòà i áåç ãðàôi÷íîãî iíòåðôåéñó, ó êîíñîëüíîìó ðåæèìi); òàêîæ ¨¨ ÿäðî ìîæå
ïiäêëþ÷àòèñü ÿê çîâíiøíié îá÷èñëþâàëüíèé ïàêåò äî òàêèõ ñèñòåì äëÿ íàóêîâî¨ ðîáîòè ÿê
Sage, TeXmacs, Cantor, Jupiter òîùî. Öÿ îáñòàâèíà ¹ íîðìîþ äëÿ ñåðåäîâèùà OpenSource
� âiëüíîãî âiäêðèòîãî ïðîãðàìíîãî çàáåçïå÷åííÿ. Àíàëiòè÷íi ìîæëèâîñòi Maxima áàãàòî
â ÷îìó íå ïîñòóïàþòüñÿ òàêèì êîìåðöiéíèì ïðîäóêòàì ÿê Maple ÷è Mathematica.

Ìîæëèâîñòi Maxima

Maxima äîçâîëÿ¹ âèðiøóâàòè äîñèòü øèðîêå êîëî çàâäàíü, ùî âiäíîñÿòüñÿ äî ðiçíèõ
ðîçäiëiâ ìàòåìàòèêè:

◦ îá÷èñëåííÿ ç åëåìåíòàðíèìè ôóíêöiÿìè;
◦ îïåðàöi¨ ç ïîëiíîìàìè;
◦ îá÷èñëåííÿ çi ñïåöiàëüíèìè ôóíêöiÿìè;
◦ äèôåðåíöiàëüíå ÷èñëåííÿ ðiçíèõ òèïiâ;
◦ àíàëiòè÷íå îá÷èñëåííÿ îçíà÷åíèõ òà íåîçíà÷åíèõ iíòåãðàëiâ;
◦ ðîçâ'ÿçàííÿ àëãåáðè÷íèõ, äèôåðåíöiàëüíèõ, iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü;
◦ îïåðàöi¨ çi ñòåïåíåâèìè ðÿäàìè, ðÿäàìè Òåéëîðà, ðÿäàìè Ôóð'¹;
◦ îïåðàöi¨ ç ìàòðèöÿìè, ñïèñêàìè, ìàñèâàìè;
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◦ îïåðàöi¨ ç òåíçîðàìè, òåîðiÿ ãðóï, àáñòðàêòíà àëãåáðà.
Äîñëiäíèêàìè ðîçðîáëåíèé ðÿä äîäàòêîâèõ ïàêåòiâ äëÿ Maxima, êîòði ìîæíà çà-

âàíòàæóâàòè ïåðåä âèêîðèñòàííÿì, òà ÿêi iñòîòíî ðîçøèðþþòü ¨¨ ìîæëèâîñòi i êîëî
ðîçâ'ÿçóâàíèõ çàâäàíü. Çíà÷íà êiëüêiñòü ¨õ ðîçìiùåíà íà ðåïîçèòîðiÿõ ñàéòiâ GitHub òà
SourceForge. Â äàíié ðîáîòi îäíàê áóäóòü âèêîðèñòîâóâàòèñü ëèøå òi ïàêåòè, ÿêi âáóäîâàíi
ó îôiöiéíèé äèñòðèáóòèâ çàñòîñóíêó.

Maxima ìà¹ âåëèêi ìîæëèâîñòi äëÿ ïîáóäîâè ðiçíîãî ðîäó ãðàôiêiâ, îá'¹êòiâ òà âi-
çóàëiçàöi¨ ïðîöåñiâ. Âîíà âèñòóïà¹ áåêåíäîì äëÿ ïðîåêòiâ gnuplot òà VTK, ùî ¹ äîáðå
çíàíèìè ó ñâiòi íàóêè âiäêðèòèìè ïðîöåñîðàìè ãðàôi÷íèõ çîáðàæåíü òà 3d-ìîäåëåé.

Äëÿ ñòóäåíòiâ, iíæåíåðiâ ÷è íàóêîâöiâ ñèñòåìè êîìï'þòåðíî¨ ìàòåìàòèêè ¹ ïîòó-
æíèì iíñòðóìåíòîì äëÿ àíàëiçó ðiçíèõ òèïiâ çàäà÷ ìîäåëþâàííÿ. Ìåòîä ìàòåìàòè÷íîãî
ìîäåëþâàííÿ ïîëÿãà¹ â ïåðåíåñåííi ðåàëüíèõ âëàñòèâîñòåé îá'¹êòiâ àáî ïðîöåñiâ íà ïåâ-
íi ìàòåìàòè÷íi ñòðóêòóðè òà ñïiââiäíîøåííÿ ìiæ íèìè. Ôiçè÷íi, áiîëîãi÷íi ÷è ñîöiàëüíi
ïðîöåñè ÷àñòî âèâ÷àþòüñÿ ç âèêîðèñòàííÿì äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ðiçíèõ âèäiâ, i ó
êëàñè÷íèõ óíiâåðñèòåòñüêèõ êóðñàõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ÷è ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè ¨õ
ðîçâ'ÿçàííþ ïðèäiëÿ¹òüñÿ áàãàòî óâàãè. Ó öüîìó âèïàäêó CAS (Computer Algebra System)
¹ íåçàìiííèì ïîìi÷íèêîì äëÿ âèðiøåííÿ ñêëàäíèõ âèïàäêiâ ðiâíÿíü ÷è ¨õ ÷èñëîâîãî ðîç-
ðàõóíêó.

Äóæå âàæëèâèì çàâäàííÿì ¹ âiçóàëiçàöiÿ êiíöåâîãî ðåçóëüòàòó îá÷èñëåíü. Íàâiòü
äëÿ ñïåöiàëiñòiâ ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ ó âèãëÿäi ôîðìóëè ìîæå áóòè çàíàäòî ãðîìiçäêèì òà
âàæêî ÷èòàíèì, òèì áiëüøå ùî íåðiäêî âií ìiñòèòü ñïåöiàëüíi ôóíêöi¨ (Áåññåëÿ, ßêîái òà
ií.) ÷è ¨õ ïîõiäíi. Ïîáóäîâà ôàçîâîãî ïîðòðåòó ÷è ïîâåðõíi iíòåãðóâàííÿ âiäðàçó ïîêàçó¹
ÿêiñíó ïîâåäiíêó òà ïðîãíîçó¹ ñòàí äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè â ìàéáóòíüîìó, i Maxima íàäà¹
äëÿ öüîãî âñi çàñîáè.

Â îñíîâi äàíîãî ïîñiáíèêà ëåæèòü íàâ÷àëüíî-ìåòîäè÷íå âèäàííÿ 2022 ðîêó ¾CAS
Maxima: îñíîâè ðîáîòè¿. Ó ïðîöåñi ïðîâåäåííÿ äîñëiäíèöüêî¨ òà íàâ÷àëüíî¨ äiÿëüíîñòi
ñòàëî íåîáõiäíèì éîãî âèïðàâëåííÿ òà ñóòò¹âå äîïîâíåííÿ íîâèì ìàòåðiàëîì.

Ñèñòåìà êîìï'þòåðíî¨ àëãåáðè Maxima áóäå êîðèñíîþ äëÿ âñiõ äîñëiäíèêiâ,
ïîâ'ÿçàíèõ ç êîìï'þòåðíèì ìîäåëþâàííÿì: íå ëèøå ôiçèêiâ ÷è ìàòåìàòèêiâ, à é åêîíîìi-
ñòiâ, åêîëîãiâ, õiìiêiâ, øèðîêîãî çàãàëó íàóêîâöiâ.



Ðîçäië 1

Îñíîâè ðîáîòè ç Maxima

1.1 Iíòåðôåéñ wxMaxima

Ïiñëÿ çàïóñêó wxMaxima ìà¹ìî âiêíî ââåäåííÿ êîìàíä ç ïàíåëÿìè øâèäêîãî äîñòó-
ïó äî íàéáiëüø âæèâàíèõ îïåðàöié Maxima.

Ðèñ. 1.1: Iíòåðôåéñ wxMaxima

Çäiéñíèìî íàéïðîñòiøó îïåðàöiþ � ïåðåìíîæèìî äâà ÷èñëà: ââîäèìî êîìàíäó ç êëà-
âiàòóðè 111*123 òà íàòèñíåìî íà Shift+Enter.

(%i1) 111*123;

(%o1) 13653

Òàêèì ÷èíîì, ó äîêóìåíòi áóëè ñôîðìîâàíi äâi îáëàñòi: (%i1)� âõiäíà êîìàíäà òà (%o1)�
âiäïîâiäíèé ¨é âèõiäíèé ðåçóëüòàò. Êîæíà îáëàñòü ìà¹ âëàñíó íàçâó, ïîìiùåíó â äóæêè. Öå
äóæå çðó÷íî, îñêiëüêè çàìiñòü ïîâòîðíîãî ââåäåííÿ äîâãî¨ êîìàíäè ìîæíà ïðîñòî âêàçàòè
äóæêó (%oN), äå N � ïðèñâî¹íèé öüîìó âèðàçó íîìåð.
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Ñèñòåìà wxMaxima ïåðåäáà÷à¹ ìîæëèâiñòü ââåäåííÿ äåêiëüêîõ êîìàíä îäðàçó â
îäíîìó ðÿäêó. Äëÿ öüîãî òðåáà ââåñòè êîìàíäè, ðîçäiëåíi ñèìâîëàìè ¾;¿. Ó öüîìó âè-
ïàäêó ôîðìó¹òüñÿ îäíà îáëàñòü ââåäåííÿ òà êiëüêà îáëàñòåé âèâåäåííÿ:

(%i4) a:10; b:5; a*b;

(%o2) 10

(%o3) 5

(%o4) 50

Çàïóñê êîìàíäè íà âèêîíàííÿ çà çàìîâ÷óâàííÿì çäiéñíþ¹òüñÿ êîìáiíàöi¹þ
Shift+Enter, òîäi ÿê Enter ïåðåíîñèòü êóðñîð íà iíøèé ðÿäîê. Öå íåîáõiäíî äëÿ ôîð-
ìàòóâàííÿ òåêñòó òà ðîçáèòòÿ äîâãèõ êîìàíä íà ìåíøi, áiëüø çðó÷íi äëÿ ÷èòàííÿ òà
âïîðÿäêóâàííÿ. Âòiì, îïòèìàëüíèì âèäà¹òüñÿ çàïóñêàòè âèêîíàííÿì íàòèñêîì Enter, òî-
ìó ïðè ïåðøîìó çàïóñêó ðåêîìåíäó¹òüñÿ ïîñòàâèòè â Íàëàøòóâàííÿõ ãàëî÷êó íà ïóíêòi
¾Enter äëÿ îá÷èñëåííÿ â êîìiðêàõ¿, òîäi öi äâi îïöi¨ ïîìiíÿþòüñÿ ìiñöÿìè. Íàäàëi áóäåìî
ââàæàòè, ùî òàêèé âèáið çðîáëåíî.

Áóäü-ÿêà êîìàíäà âMaxima ïîâèííà çàêií÷óâàòèñü çíàêîì ¾;¿. ÎáîëîíêàwxMaxima

àâòîìàòè÷íî äîäà¹ éîãî â êiíöi ïðè íàòèñíåííi Enter, àëå â iíøèõ iíòåðôåéñàõ (êîíñîëü-
íèé ÷è XMaxima) íåîáõiäíî çàïèñóâàòè éîãî ÿâíî. Ùîá âêàçàòè íà êiíåöü êîìàíäíîãî
ðÿäêà, ìîæíà çàìiñòü êðàïêè ç êîìîþ âèêîðèñòîâóâàòè çíàê ¾$¿. Öå çðó÷íî, ÿêùî âèâå-
äåííÿ ïðîìiæíèõ ðîçðàõóíêiâ íà åêðàí íå ïîòðiáíi, òîäi ¨õ ìîæíà ïðèõîâàòè. Ïðèõîâàíèé
ðåçóëüòàò âñå îäíî áóäå îá÷èñëåíèé. Íàïðèêëàä,

(%i5) R:10$ L:5$ S=%pi*R*(R+L),numer;

(%o5) S = 471.2388980384689

ßê áà÷èìî, äëÿ âèâåäåííÿ ÷èñëîâîãî çíà÷åííÿ âåëè÷èíè S áóëà äîäàíà êîìàíäà
numer. Ñïðàâà â òîìó, ùî Maxima çàâæäè íàìàãà¹òüñÿ ïåðåáóâàòè ó òî÷íèõ ìàòåìàòè-
÷íèõ ðàìêàõ, äå iððàöiîíàëüíi ÷èñëà (π, e,

√
2,...) çàëèøàþòüñÿ íåîá÷èñëåíèìè. Áåç öüîãî

óòî÷íåííÿ âèâiä äàâ áè âèðàç S = 150π. Ñõîæó ôóíêöiþ ìà¹ êîìàíäà float, à êîìàíäà
bfloat âèäà¹ ðåçóëüòàò ó íîðìàëüíié ôîðìi ÷èñëà, òîáòî ïiñëÿ ïåðøî¨ çíà÷óùî¨ öèôðè
éäå êîìà ç äåñÿòêîâèìè çíà÷åííÿìè, â êiíöi bN , ùî îçíà÷à¹ ·10N .

Çà çàìîâ÷óâàííÿì wxMaxima âiäîáðàæà¹ 16 öèôð ïiñëÿ êîìè. Öå çíà÷åííÿ ìîæíà
çìiíèòè äâîìà ñïîñîáàìè: çàäàâøè êîìàíäó fpprec:N, äå N � áàæàíà êiëüêiñòü öèôð, àáî
âèêîðèñòàâøè ìåíþ ¾Îá÷èñëåííÿ � Âñòàíîâèòè ïiäâèùåíó òî÷íiñòü îá÷èñëåíü¿.

(%i6) bfloat(150*%pi);

(%o6) 4.71238898038469b2

Íàçâè ôóíêöié òà çìiííèõ ó ñèñòåìi Maxima ÷óòëèâi äî ðåãiñòðó, òîáòî âåëèêi òà
ìàëi ëiòåðè âiäðiçíÿþòüñÿ.

(%i7) sin(%pi/2);

(%o7) 1

(%i8) Sin(%pi/2);

(%o8) Sin
(π
2

)
Çíà÷åííÿ iìåí çìiííèõ çáåðiãàþòüñÿ ïðîòÿãîì âñi¹¨ ðîáîòè ç äîêóìåíòîì. ßêùî íå-

îáõiäíî çíÿòè îçíà÷åííÿ ç ÿêî¨ñü çìiííî¨ var, öå ìîæíà çðîáèòè çà äîïîìîãîþ êîìàíäè
kill(var), ïðè÷îìó öå ìîæå áóòè ÿê iì'ÿ çìiííî¨, òàê i êîìiðêà ââåäåííÿ ÷è âèâåäåííÿ.
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Òàêîæ ìîæíà î÷èñòèòè âñþ ïàì'ÿòü ñåàíñó i çâiëüíèòè âñi iìåíà, âèêîðèñòàâøè êîìàíäó
kill(all), àáî âèáðàòè ïóíêò ìåíþ ¾Maxima � Ñïîðîæíèòè ïàì'ÿòü¿. Òîäi íóìåðàöiÿ
êîìiðîê çíîâó ïî÷íåòüñÿ ç îäèíèöi.

ßêùî íàâåñòè êóðñîð ìèøi íà âåðõíié ëiâèé êóò êâàäðàòíî¨ äóæêè òà êëàöíóòè
ëiâîþ êíîïêîþ, òî öÿ ÷àñòèíà äîêóìåíòó çãîðíåòüñÿ, ïîâòîðíå êëàöàííÿ ìèøi ïîâåðíå
êëiòèíêó äî ïî÷àòêîâîãî ñòàíó. Ïðè ïîòðåái âñòàâèòè äîäàòêîâó êîìiðêó ìiæ äâîìà, íå-
îáõiäíî êëiêíóòè ìèøåþ íà ïðîìiæêó ìiæ êëiòèíàìè, ùîá ç'ÿâèëàñü ãîðèçîíòàëüíà ëiíiÿ;
ïiñëÿ öüîãî ìîæíà ââîäèòè íîâó êîìàíäó. Ùîá âèäàëèòè êîìiðêó, íåîáõiäíî âèäiëèòè ¨¨
çëiâà ìèøêîþ, òà íàòèñíóòè Del. Íàäçâè÷àéíî çðó÷íèì iíñòðóìåíòîì ¹ êîíòåêñòíå ìåíþ
âèäiëåíî¨ êîìiðêè, ïðè íàòèñíåííi ïðàâî¨ êíîïêè ìèøi: ìîæíà ñêîïiþâàòè öþ êîìiðêó ÿê
êîìàíäó Maxima, êîä LaTex, êîä MathML àáî ÿê ìàëþíîê. wxMaxima ìà¹ i ïåâíi ìî-
æëèâîñòi äëÿ ôîðìàòóâàííÿ çâè÷àéíîãî òåêñòó. Ïðè íàáîði ìîæíà êîðèñòàòèñü ñòèëÿìè,
çàãîëîâêàìè ðiçíèõ ðiâíiâ, ìîæíà òàêîæ âñòàâëÿòè ìàëþíêè ïðîñòî ó òiëî äîêóìåíòó.

Îñîáëèâiñòþ ãðàôi÷íîãî iíòåðôåéñó ñèñòåìè wxMaxima ¹ òå, ùî êîëè â ðîáî÷îìó
âiêíi âiäêðèâà¹òüñÿ ðàíiøå çáåðåæåíèé äîêóìåíò, áóäóòü âiäîáðàæàòèñÿ ëèøå êîìàíäè
ââåäåííÿ, òîäi ÿê êëiòèíè ç ðåçóëüòàòàìè íå âiäîáðàæàòèìóòüñÿ. Äëÿ ¨õ âèêîíàííÿ ïîòði-
áíî íàòèñíóòè ïóíêò ìåíþ ¾Êîìiðêà � Îá÷èñëèòè âñi êîìiðêè¿.

1.2 Äîâiäêà

Ïðè ðîáîòi ç âèðàçàìè áóâà¹ íåîáõiäíèì äiçíàòèñü ñèíòàêñèñ êîìàíäè àáî ïðèãàäàòè
íàïèñàííÿ äîäàòêîâèõ îïöié ïðè ââåäåííi êîìàíä. Äëÿ öüîãî iñíó¹ îáøèðíà äîâiäêîâà
ñèñòåìà, ÿêà âèêëèêà¹òüñÿ â ìåíþ ¾Äîâiäêà � Äîâiäêà ç Maxima¿. Öÿ äiÿ âèâîäèòü íà
åêðàí äîêóìåíò ç ðîçáèòèìè íà ðîçäiëè ìîæëèâîñòÿìè Maxima òà ïîâíèì ñïèñêîì âñiõ
êîìàíä Maxima ç ¨õ ïðèêëàäàìè.

Îäíàê çðó÷íèì ¹ òàêîæ âèêîðèñòàííÿ äîâiäêè ó ñàìié ñèñòåìi wxMaxima , ùî çäié-
ñíþ¹òüñÿ äâîìà îñíîâíèìè ñïîñîáàìè: êîìàíäàìè example òà ??. Ïåðøà êîìàíäà äà¹ ïðè-
êëàä ñèíòàêñèñó êîìàíäè ç ðåçóëüòàòàìè âèêîíàííÿ:

(%i8) example(ratsimp);

(%i9) b ∗ (a/b− x) + b ∗ x + a

(%o9) b · x+ b ·
(a
b
− x
)
+ a

(%i10) ratsimp(%)

(%o10) 2 · a

Äðóãà êîìàíäà äóáëþ¹ âiäïîâiäíó iíôîðìàöiþ ç Äîâiäêè:

(%i11) ?? ratsimp;

0: fullratsimp (Functions and Variables for Polynomials)

1: ratsimp (Functions and Variables for Polynomials)

2: ratsimp <1> (Functions and Variables for Polynomials)

3: ratsimpexpons (Functions and Variables for Polynomials)};

Enter space-separated numbers, 'all' or 'none': 1

1.3 Áàçîâi îïåðàöi¨, êîíñòàíòè, ôóíêöi¨

Maxima ïðàöþ¹ ç òàê çâàíèìè àòîìàìè � öå ÷èñëî, ñèìâîë àáî ñïèñîê (ìíîæè-
íà ÷èñåë ÷è ñèìâîëiâ). Îñíîâíèìè â ðîáîòi ç ñèìâîëüíèìè âèðàçàìè ¹ äâà îïåðàòîðè:
ïðèñâî¹ííÿ ¾:¿ òà ôóíêöiîíàëüíî¨ çàëåæíîñòi ¾:=¿.
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Îïåðàòîð ïðèñâî¹ííÿ ¹ îïåðàöi¹þ çàìiíè îäíîãî òèïó àòîìó íà iíøèé, íàïðèêëàä
ñèìâîë íà ÷èñëî, àáî ìàñèâ ÷èñåë.

(%i2) a:2; b:[3,4,5];

(%o1) 2

(%o2) [3, 4, 5]

(%i3) b^a*c;

(%o3) [9c, 16c, 25c]

(%i4) [d,e,f]:[-1,-2,-3];

(%o4) [−1,−2,−3]

(%i5) e;

(%o5) − 2

Ôóíêöiîíàëüíà çàëåæíiñòü âêàçó¹ ÿâíî íà íåçàëåæíi çìiííi ôóíêöi¨, ïî ÿêèõ ¨¨ ìîæíà
äèôåðåíöiþâàòè, iíòåãðóâàòè, ïiäñòàâëÿòè êîíêðåòíi çíà÷åííÿ çìiííèõ òà ií.

(%i6) g(x,y):=x^2*sin(y);

(%o6) g (x, y) := x2 · sin (y)

(%i7) diff(g(x,y),x);

(%o7) 2 · x · sin (y)

(%i8) g(2,3*%pi/2);

(%o8) − 4

Ìàòåìàòè÷íi îïåðàöi¨ ¹ öiëêîì çâè÷íèìè: äîäàâàííÿ (+), âiäíiìàííÿ (�), ìíîæåííÿ
(*), äiëåííÿ (/), ïiäíåñåííÿ äî ñòåïåíÿ (�), ôàêòîðiàë (!).

Âáóäîâàíi êîíñòàíòè: %e � ÷èñëî e; %pi � ÷èñëî π; %i � óÿâíà îäèíèöÿ
√
−1; %phi �

çîëîòå âiäíîøåííÿ (1 +
√
5)/2; inf � äîäàòíÿ äiéñíà íåñêií÷åííiñòü +∞; minf � âiä'¹ìíà

äiéñíà íåñêií÷åííiñòü −∞; infinity � êîìïëåêñíà íåñêií÷åííiñòü.
Çàðåçåðâîâàíi ñëîâà (¨õ íå ìîæíà âèêîðèñòîâóâàòè ÿê íàçâè ôóíêöié ÷è âèðà-

çiâ): af; else; ic2; plog; and; elseif; if; psi; av; erf; ift; product; args;

ev; ilt; put; array; exp; in; rat; at; inf; rk; fix; integrate; step; for; is;

sum; col; from; li; then; limit; thru; min; del; get; next; unless; diag; go;

not; diff; while; do; ic1; or; zeta.
Êîìàíäè âáóäîâàíèõ ôóíêöié:

sin(x) sinx sinh(x) sh x
cos(x) cosx cosh(x) ch x
tan(x) tg x tanh(x) th x
cot(x) ctg x coth(x) cth x
asin(x) arcsinx log(x) lnx
acos(x) arccosx sqrt(x)

√
x

atan(x) arctg x abs(x) |x|
acot(x) arcctg x exp(x) ex



Ðîçäië 2

Ïîëiíîìè, âèðàçè, ðiâíÿííÿ

Maxima ìà¹ øèðîêèé íàáið iíñòðóìåíòiâ äëÿ ðîáîòè ç âèðàçàìè, çîêðåìà ñïðîùåííÿ
òà iíøi ïåðåòâîðåííÿ: àâòîìàòè÷íå ðîçêðèòòÿ äóæîê òà âèíåñåííÿ çà äóæêè; àðèôìåòè÷íi
äi¨ íàä åëåìåíòàìè ïîëiíîìiâ, à òàêîæ íàä âèðàçàìè iç âìiñòîì ñòåïåíåâèõ, ïîêàçíèêîâèõ
òà ëîãàðèôìi÷íèõ ôóíêöié; îáðîáêà òðèãîíîìåòðè÷íèõ âèðàçiâ òîùî. Âñi öi äi¨ ïîêëèêàíi
ïîëåãøóâàòè ëåãêî÷èòíiñòü ìàòåìàòè÷íèõ ôîðìóë i ïiäâèùóâàòè ïðîñòîòó ¨õ ñïðèéíÿòòÿ,
ïðè ïðàâèëüíîìó âèêîðèñòàííÿ äàíèõ ìàíiïóëÿöié âîíè äîçâîëÿòü çàîùàäèòè â ïðîöåñi
ðîáîòè çíà÷íó êiëüêiñòü ÷àñó.

2.1 Ïåðåòâîðåííÿ ðàöiîíàëüíèõ âèðàçiâ

Ìàòåìàòèêè ðàöiîíàëüíèì íàçèâàþòü âèðàç, ùî ñêëàäà¹òüñÿ òiëüêè ç àðèôìåòè÷íèõ
îïåðàòîðiâ òà ïiäíåñåííÿ äî íàòóðàëüíîãî ñòåïåíÿ; ïðèðîäíî, åëåìåíòè òàêèõ âèðàçiâ ìî-
æóòü ìiñòèòè i íåàðèôìåòè÷íi òà íåñòåïåíåâi ôóíêöi¨, òîäi òàêi åëåìåíòè ç òî÷êè çîðó
ðàöiîíàëüíèõ âèðàçiâ ââàæàþòüñÿ àòîìàðíèìè, òîáòî íåïîäiëüíèì i íåïåðåòâîðþâàíèìè.

Íåõàé ìà¹ìî ïîëiíîìíèé âèðàç P (x) = a+bx+cx2+dx3.Maxima äîçâîëÿ¹ ïðàöþâàòè
ç êîæíèì åëåìåíòîì öüîãî âèðàçó îêðåìî.

(%i1) P:a+b*x+c*x^2+d*x^3;

(%o1) d · x3 + c · x2 + b · x+ a

first(P)� ïîâåðòà¹ ïåðøèé åëåìåíò P.

(%i2) first(P);

(%o2) d · x3

last(P) � ïîâåðòà¹ îñòàííié åëåìåíò P.

(%i3) last(P);

(%o3) a

rest(P) � ïîâåðòà¹ P ç âèëó÷åíèì ïåðøèì åëåìåíòîì.

(%i4) rest(P);

(%o4) c · x2 + b · x+ a

part(P,3) � âèäiëÿ¹ òðåòþ ÷àñòèíó âèðàçó P.

(%i5) part(P,3);

(%o5) b · x

13
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Íåîáõiäíî çâåðíóòè óâàãó, ùî Maxima íóìåðó¹ ÷àñòèíè âèðàçiâ ñàìå ó âèâåäåíîìó áëîöi
(%o1), à íå ââåäåíîìó (%i1), ïîòðiáíî óâàæíî ïðîñòåæèòè çà öèì ùîá íå áóëî ïîìèëîê.

ev(expr,arg1,arg2,...) � îñíîâíà ôóíêöiÿ, ùî îáðîáëÿ¹ âèðàçè. Âîíà îá÷èñëþ¹
âèðàç expr â îòî÷åííi, ùî âèçíà÷àþòüñÿ àðãóìåíòàìè argN. Öå ìîæóòü áóòè êëþ÷i, áó-
ëåâi âèðàçè, ïðèñâî¹ííÿ, ðiâíÿííÿ, ôóíêöi¨. Íà ôóíêöiþ expr çà çàìîâ÷óâàíÿì äi¹ ñïðî-
ùåííÿ âèðàçiâ. Àðãóìåíòàìè argN ìîæóòü áóòè i âáóäîâàíi êîìàíäè: expand, factor,

trigexpand, trigreduce, diff.

(%i1) ev((a+b)^2,a=2*x,b=[1,2,3]);

(%o1) [(2 · x+ 1)2, (2 · x+ 2)2, (2 · x+ 3)2]

(%i2) ev((a+b)^2,expand);

(%o2) b2 + 2 · a · b+ a2

factor(expr) � ðîçáèâà¹ âèðàç íà ìíîæíèêè, âèêîíóþ÷è îäíî÷àñíî äi¨ ñïðîùåííÿ,
òîáòî çâåäåííÿ ïîäiáíèõ ìíîæíèêiâ ÷è ÷ëåíiâ ñóìè, ñêîðî÷åííÿ, ðîçêëàäàííÿ i ïîíèæåííÿ
ñòåïåíÿ.

(%i3) factor(2^63+1);

(%o3) 33 · 19 · 43 · 5419 · 77158673929

(%i4) factor(1+exp(3*x));

(%o4) (ex + 1) ·
(
e2·x − ex + 1

)
(%i5) factor((x^2-2*x*y+y^2)/(x^2-y^2));

(%o5) − y − x

y + x

gfactor(expr) � ôóíêöiÿ, àíàëîãi÷íà äî factor, ëèøå íà ïîëi êîìïëåêñíèõ ÷èñåë.

(%i6) gfactor(x^4-y^4);

(%o6) − (y − x) · (y + x) · (y − i · x) · (y + i · x)

factorsum(expr) � ôàêòîðèçó¹ îêðåìi äîäàíêè ó âèðàçi (à gfactorsum � íà ïîëi
êîìïëåêñíèõ ÷èñåë).

(%i7) factorsum(a*x*z^2+a*z^2+2*a*w*x*z+2*a*w*z+

a*w^2*x+v^2*x+2*u*v*x+u^2*x+a*w^2+v^2+2*u*v+u^2);

(%o7) (x+ 1) ·
(
a · (z + w)2 + (v + u)2

)
(%i8) gfactorsum(a^3+3*a^2*b+3*a*b^2+b^3+x^2+2*%i*x*y-y^2);

(%o8) (b+ a)3 − (y − i · x)2

expand(expr) � ôóíêöiÿ, ïðîòèëåæíà äî factor, âîíà ðîçêðèâà¹ äóæêè, ïåðåìíî-
æóþ÷è òà ïiäíîñÿ÷è äî ñòåïåíÿ.

(%i9) expand((a-b)^4);

(%o9) b4 − 4 · a · b3 + 6 · a2 · b2 − 4 · a3 · b+ a4

(%i10) (sqrt(2)+1)^5;

(%o10)
(√

2 + 1
)5
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(%i11) expand(%o10);

(%o11) 29 ·
√
2 + 41

(%i12) (%o10),numer;

(%o12) 82.01219330881976

expandwrt(expr,x,y,...) � ðîçêðèâà¹ äóæêè íå ñêðiçü, à ëèøå âiäíîñíî òèõ ñèì-
âîëiâ, ÿêi çàäàíi â ñïèñêó àðãóìåíòiâ.

combine(expr) � îá'¹äíó¹ äîäàíêè ç îäíàêîâèìè çíàìåííèêàìè.

(%i13) combine(a/(1+a^2)+b/(1+a^2)+b/(1+a));

(%o13)
b+ a

a2 + 1
+

b

a+ 1

xthru(expr) � çâîäèòü âèðàç äî ñïiëüíîãî çíàìåííèêà, íå ðîçêðèâàþ÷è äóæîê i íå
íàìàãàþ÷èñü ôàêòîðèçóâàòè äîäàíêè.

(%i14) xthru( 1/(a+b)^9+1/(a+b)^11);

(%o14)
(b+ a)2 + 1

(b+ a)11

multthru(mult,expr) � äîìíîæó¹ êîæåí äîäàíîê â ñóìi expr íà ìíîæíèê mult,
ïðè÷îìó ïðè ìíîæåííi äóæêè íå ðîçêðèâàþòüñÿ.

(%i15) multthru ((a-b)^3,1/(a-b)^2+b/(a-b)+1);

(%o15) (a− b)2 · b− b+ (a− b)3 + a

divide(expr1,expr2) � îá÷èñëþ¹ ÷àñòêó i îñòà÷ó âiä äiëåííÿ ìíîãî÷ëåíó expr1 íà
ìíîãî÷ëåí expr2.

(%i16) divide(a^3-3,a-1);

(%o16) [a2 + a+ 1,−2]

Îñòàííié âèðàç îçíà÷à¹, ùî

a3 − 3

a− 1
= a2 + a+ 1− 2

a− 1
.

gcd(expr1,expr2,...) � çíàõîäèòü íàéáiëüøèé ñïiëüíèé çíàìåííèê âèðàçiâ.

(%i17) gcd(a/(a+b),b/(a+b)^2);

(%o17)
1

b2 + 2 · a · b+ a2

num(expr) òà denom(expr) � âèäà¹ ÷èñåëüíèê òà çíàìåííèê âèðàçó expr.

(%i18) G:(a-b)/(a^2+b^2);

(%o18)
a− b

b2 + a2

(%i19) num(G);

(%o19) a− b

(%i20) denom(G);

(%o20) b2 + a2
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rat(expr) � ïåðåòâîðþ¹ ðàöiîíàëüíèé âèðàç íà âèðàç êàíîíi÷íî¨ ôîðìè, òîáòî ðîç-
êðèâà¹ âñi äóæêè, ïîòiì âñå çâîäèòü äî ñïiëüíîãî çíàìåííèêà, ïiäñóìîâó¹ i ñêîðî÷ó¹.

(%i21) ((x - 2*y)^4/(x^2 - 4*y^2)^2 + 1)*(y + a)*(2*y + x) /

(4*y^2 + x^2);

(%o21)
(y + a) · (2 · y + x) ·

(
(x−2·y)4

(x2−4·y2)2 + 1
)

4 · y2 + x2

(%i22) rat(%o21);

(%o22)/R/
2 · y + 2 · a
2 · y + x

ratsimp(expr) � ïðèâîäèòü âñi ÷àñòèíè (â òîìó ÷èñëi àðãóìåíòè ôóíêöié) âèðà-
çiâ, ÿêi íå ¹ äðîáîâî-ðàöiîíàëüíîþ ôóíêöi¹þ, äî êàíîíi÷íîãî ïðåäñòàâëåííÿ, çäiéñíþþ÷è
ñïðîùåííÿ, ùî íå âèêîíó¹ êîìàíäà rat. Ïîâòîðíèé âèêëèê êîìàíäè â çàãàëüíîìó âèïàäêó
ìîæå çìiíèòè ðåçóëüòàò, òîáòî íå îáîâ'ÿçêîâî ñïðîùåííÿ âiäáóâà¹òüñÿ äî êiíöÿ.

(%i23) ratsimp((x-1)^(3/2)-(x+1)*sqrt(x-1))/sqrt((x-1)*(x+1));

(%o23) − 2 ·
√
x− 1√

(x− 1) · (x+ 1)

(%i24) ratsimp(%o23);

(%o24) − 2 ·
√
x− 1√

x2 − 1

fullratsimp(expr) � âèêëèêà¹ êîìàíäó ratsimp äî òèõ ïið, ïîêè âèðàç íå ïåðåñòàíå
çìiíþâàòèñÿ.

(%i25) H:(x^(a/2)+1)^2*(x^(a/2)-1)^2/(x^a-1);

(%o25)

(
x

a
2 − 1

)2 · (xa
2 + 1

)2
xa − 1

(%i26) ratsimp(H);

(%o26)
x2·a − 2 · xa + 1

xa − 1

(%i27) fullratsimp(H);

(%o27) xa − 1

ratexpand(expr) � ðàçêðèâà¹ äóæêè â âèðàçi expr. Âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä expand òèì,
ùî çâîäèòü âèðàç äî êàíîíi÷íî¨ ôîðìè.

(%i28) J:(x-1)/(x+1)^2+1/(x-1);

(%o28)
x− 1

(x+ 1)2
+

1

x− 1

(%i29) expand(J);

(%o29)
x

x2 + 2 · x+ 1
− 1

x2 + 2 · x+ 1
+

1

x− 1

(%i30) ratexpand(J);

(%o30)
2 · x2

x3 + x2 − x− 1
+

2

x3 + x2 − x− 1
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(%i31) combine(%o30);

(%o31)
2 · x2 + 2

x3 + x2 − x− 1

ratsubst(expr1,expr2,expr3) � êîìàíäà ïiäñòàíîâêè âèðàçó expr1 çàìiñòü âèðàçó
expr2 ó ìíîãî÷ëåíi expr3.

(%i31) ratsubst (a,x*y^2,x^4*y^3+x^4*y^8);

(%o31) a · x3 · y + a4

partfrac(expr,var) � ïåðåòâîðþ¹ äðîáîâî-ðàöiîíàëüíèé âèðàç expr â ïðîñòi äðîáè
ïî çàäàíié çìiííié var (öå âàæëèâî çîêðåìà ïðè iíòåãðóâàííi ñêëàäíèõ äðîáiâ).

(%i32) K:-x/(x^3+4*x^2+5*x+2);

(%o32) − x

x3 + 4 · x2 + 5 · x+ 2

(%i33) partfrac(K,x);

(%o33)
2

x+ 2
− 2

x+ 1
+

1

(x+ 1)2

at(expr,[x=a,y=b,...]) � ïiäñòàâëÿ¹ ó âèðàç expr çàìiñòü çìiííèõ x,y,... âèðàçè
a,b,..., ïðè÷îìó çìiííi x,y,... òàêîæ ìîæóòü áóòè âèðàçàìè.

(%i34) at(x^2+y^3+z^4,[x^2=a,y^3=b,z^4=c]);

(%o34) c+ b+ a

rhs(expr), lhs(expr) � âiäîáðàæà¹ âiäïîâiäíî ïðàâó òà ëiâó ÷àñòèíó âèðàçó expr.

2.2 Ïîêàçíèêîâi, ëîãàðèôìi÷íi âèðàçè

Ôóíêöiÿ radcan(expr) � ñïðîùó¹ âèðàçè, ùî ìiñòÿòü åêñïîíåíòè, ëîãàðèôìè òà
ðàäèêàëè, øëÿõîì ïåðåòâîðåííÿ äî ôîðìè, ùî ¹ êàíîíi÷íîþ äëÿ øèðîêîãî êëàñó âèðà-
çiâ. Çìiííi â âèðàçàõ âïîðÿäêîâóþòüñÿ. Åêâiâàëåíòíi âèðàçè â öüîìó êëàñi íå îáîâ'ÿçêîâî
îäíàêîâi, àëå ¨õ ðiçíèöÿ çàñòîñóâàííÿì radcan çâîäèòüñÿ äî íóëÿ.

(%i1) K:(log(x+x^2)-log(x))^a/log(1+x)^(a/2);

(%o1)
(log (x2 + x)− log (x))

a

log (x+ 1)
a
2

(%i2) radcan(K);

(%o2) log (x+ 1)
a
2

(%i3) L:(%e^x-1)/(1+%e^(x/2));

(%o3)
ex − 1

e
x
2 + 1

(%i4) radcan(L);

(%o4) e
x
2 − 1

Ôóíêöiÿ logcontract(expr) � ðåêóðñèâî ñêàíó¹ âèðàç expr, ïåðåòâîðþþ÷è âèðàçè
âèäó a log b+c log d+C äî ôîðìè log(ratsimp(ba ·dc))+C (÷èñëà a òà c ïîïåðåäíüî íåîáõiäíî
îãîëîñèòè öiëèìè).
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(%i5) declare(n,integer);

(%o5) done

(%i6) logcontract(3*(2*n*log(x)+3*n*log(y)));

(%o6) log
(
x6·n · y9·n

)
2.3 Òðèãîíîìåòðè÷íi âèðàçè

Ïåðåòâîðåííÿ òðèãîíîìåòðè÷íèõ âèðàçiâ çäiéñíþ¹òüñÿ çà äîïîìîãîþ ñõîæèõ êîìàíä,
ÿê i ó âèïàäêó ðàöiîíàëüíèõ âèðàçiâ, ëèøå íà ïî÷àòêó ñòàâèòüñÿ ïðåôiêñ trig. Äëÿ íàé-
êðàùîãî ðåçóëüòàòó ¨õ ñëiä êîìáiíóâàòè ç êîìàíäàìè ratsimp, fullratsimp, radcan òà
ií.

trigexpand(expr) � ðîçêëàäà¹ âñi òðèãîíîìåòðè÷íi òà ãiïåðáîëi÷íi ôóíêöi¨ âiä ñóì
i äîáóòêiâ â êîìáiíàöi¨ âiäïîâiäíèõ ôóíêöié îäèíè÷íèõ êóòiâ òà àðãóìåíòiâ.

(%i1) F:x+sin(3*x)/sin(x);

(%o1)
sin (3 · x)
sin (x)

+ x

(%i2) trigexpand(F);

(%o2)
3 · cos (x)2 · sin (x)− sin (x)3

sin (x)
+ x

(%i3) ratsimp(%o2);

(%o3) − sin (x)2 + 3 · cos (x)2 + x

(%i4) trigexpand(sin(2*%alpha+3*%beta));

(%o4) cos (2 · α) · sin (3 · β) + sin (2 · α) · cos (3 · β)

(%i5) trigexpand(sin(3*%alpha)+cos(4*%beta));

(%o5) sin (β)4 − 6 · cos (β)2 · sin (β)2 + cos (β)4 − sin (α)3 + 3 · cos (α)2 · sin (α)

Çàóâàæèìî, ùî â çàïèñi Maxima sin(α)4 ïîçíà÷à¹ sin4 α òîùî.
trigreduce(expr) � ïîíèæó¹ ñòåïiíü âèðàçiâ, çãîðòà¹ âñi äîáóòêè òðèãîíîìåòðè-

÷íèõ i ãiïåðáîëi÷íèõ ôóíêöié â êîìáiíàöi¨ âiäïîâiäíèõ ôóíêöié âiä ñóì. Ôóíêöiÿ ñïðà-
öüîâó¹ íå äî êiíöÿ, òîìó ïîâòîðíèé âèêëèê ìîæå çìiíèòè âèðàç. Ïðè çàïèñi êîìàíäè â
ôîðìàòi trigreduce(expr,var) � ïåðåòâîðåííÿ çäiéñíþþòüñÿ âiäíîñíî çìiííèõ var.

(%i6) trigreduce(cos(x)^4+cos(x)^3+cos(x)^2+cos(x)+1);

(%o6)
cos (4 · x) + 4 · cos (2 · x) + 3

8
+
cos (3 · x) + 3 · cos (x)

4
+
cos (2 · x) + 1

2
+cos (x)+1

(%i7) trigreduce(-sin(x)^2+3*cos(x)^2+x);

(%o7)
cos (2 · x)

2
+ 3 ·

(
cos (2 · x)

2
+

1

2

)
+ x− 1

2

trigsimp(expr) � ñïðîùó¹ âèðàçè, ùî ìiñòÿòü òðèãîíîìåòðè÷íi òà ãiïåðáîëi÷íi ôóí-
êöi¨, çàñòîñîâóþ÷è äî íèõ òîòîæíîñòi sin2 x+ cos2 x = 1 òà ch2x− sh2x = 1.
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(%i8) trigsimp(sin(x)^2+3*cos(x)^2);

(%8) 2 · cos (x)2 + 1

(%i9) trigreduce(cos(x)^4+sin(x)^4);

(%o9)
cos (4 · x) + 4 · cos (2 · x) + 3

8
+

cos (4 · x)− 4 · cos (2 · x) + 3

8

(%i10) trigsimp(%o9);

(%o10)
cos (4 · x) + 3

4

Äëÿ ãiïåðáîëi÷íèõ ôóíêöié:

(%i11) trigsimp(sinh(x)^2+3*cosh(x)^2);

(%o11) 4 · cosh (x)2 − 1

(%i12) trigsimp(sinh(x)^4-cosh(x)^4);

(%o12) 1− 2 · cosh (x)2

trigrat(expr) � çâîäèòü çàäàíèé òðèãîíîìåòðè÷íèé âèðàç expr äî êàíîíi÷íî¨ ñïðî-
ùåíî¨ êâàçiëiíiéíî¨ ôîðìè, ïðè÷îìó âií ðîçãëÿäà¹òüñÿ ÿê ðàöiîíàëüíèé, ùî ìiñòèòü sin,
cos, tan, àðãóìåíòè ÿêèõ ¹ ëiíiéíèìè ôîðìàìè çìiííèõ i π/n (n � öiëå). Çàâæäè, êîëè
ìîæëèâî, çàäàíèé âèðàç ëiíåàðèçó¹òüñÿ.

(%i13) trigrat((1+sin(2*%beta)-cos(2*%beta))/sin(%beta));

(%o13) 2 · sin (β) + 2 · cos (β)

(%i14) trigrat(sin(x)^3*(1+cot(x))+cos(x)^3*(1+tan(x)));

(%o14) sin (x) + cos (x)

2.3.1 Ïàêåò trigtools

Öåé ïàêåò ðîçøèðþ¹ ñòàíäàðòíi çàñîáè ðîáîòè ç òðèãîíîìåòðè÷íèìè ôóíêöiÿìè,
íàäàþ÷è íîâi ìîæëèâîñòi îïåðóâàííÿ âèðàçàìè. Éîãî íåîáõiäíî çàâàíòàæèòè äîäàòêîâîþ
êîìàíäîþ load(trigtools).

c2sin(expr), c2cos(expr) � êîíâåðòóþòü âèðàçè expr = a cosx + b sinx âiäïîâiäíî
äî r sin(x+ φ) òà r cos(x− φ).

(%i1) load(trigtools);

(%i2) expr:3*sin(x)+4*cos(x);

(%o2) 3 · sin (x) + 4 · cos (x)

(%i3) c2sin(expr);

(%o3) 5 · sin
(
x+ atan

(
4

3

))
(%i4) c2cos(expr);

(%o4) 5 · cos
(
x− atan

(
3

4

))
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(%i5) c2cos(cos(x)+sin(x));

(%o5)
√
2 · cos

(
x− π

4

)
c2trig(expr) � êîíâåðòó¹ ãiïåðáîëi÷íi ôóíêöi¨ äî òðèãîíîìåòðè÷íèõ.

(%i9) sinh(x)=c2trig(sinh(x));

cosh(x)=c2trig(cosh(x));

tanh(x)=c2trig(tanh(x));

coth(x)=c2trig(coth(x));

(%o6) sinh (x) = −i · sin (i · x)

(%o7) cosh (x) = cos (i · x)

(%o8) tanh (x) = −i · tan (i · x)

(%o9) coth (x) = i · cot (i · x)

(%i10) trigexpand(tan(a+%i*b));

(%o10)
i · tanh (b) + tan (a)

1− i · tan (a) · tanh (b)

(%i11) c2trig(%);

(%o11) tan (i · b+ a)

c2hyp(expr) � êîíâåðòó¹ âèðàçè, ÿêi ìiñòÿòü åêñïîíåíòè, äî ãiïåðáîëi÷íèõ ôóíêöié.

(%i12) c2hyp(exp(x));

(%o12) sinh (x) + cosh (x)

(%i13) c2hyp(exp(x)+exp(x^2)+1);

(%o13) sinh
(
x2
)
+ cosh

(
x2
)
+ sinh (x) + cosh (x) + 1

(%i14) c2hyp(exp(x)/(2*exp(y)-3*exp(z)));

(%o14)
sinh (x) + cosh (x)

2 · (sinh (y) + cosh (y))− 3 · (sinh (z) + cosh (z))

trigfactor(expr) � ïåðåòâîðþ¹ óñi ñóìè âèäó A sin ax + B cos bx íà äîáóòêè ç âiä-
ïîâiäíèìè çìiíàìè ìíîæíèêiâ òà àðãóìåíòiâ.

(%i15) trigfactor(sin(x)+cos(x));

(%o15)
√
2 · cos

(
x− π

4

)
(%i16) trigfactor(sin(x)+cos(y));

(%o16) 2 · cos
(y
2
− x

2
+
π

4

)
· cos

(y
2
+
x

2
− π

4

)
(%i17) trigfactor(-sin(5*x)-cos(3*y));

(%o17) − 2 · cos
(
3 · y
2

− 5 · x
2

+
π

4

)
· cos

(
3 · y
2

+
5 · x
2

− π

4

)
(%i18) sin(%alpha)+sin(%beta)=trigfactor(sin(%alpha)+sin(%beta));

(%o18) sin (β) + sin (α) = 2 · cos
(
β

2
− α

2

)
· sin

(
β

2
+
α

2

)
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trigsolve(eqn,a,b) � ðîçâ'ÿçó¹ ðiâíÿííÿ eqn íà ïðîìiæêó x ∈ [a; b].

(%i19) trigsolve(sin(3*x-%pi/6)=sqrt(3)/2,-%pi,%pi);

(%o19) {−π
2
,−7 · π

18
,
π

6
,
5 · π
18

,
5 · π
6
,
17 · π
18

}

(%i20) trigsolve(cos(2*x)+sin(x)=1,-2*%pi,2*%pi);

(%o20) {0,−2 · π,−11 · π
6

,−7 · π
6
,−π, π

6
,
5 · π
6
, π}

trigvalue(expr), trigeval(expr) � âiäïîâiäíî îá÷èñëþ¹ çíà÷åííÿ âèðàçiâ sin kπ
n
,

cos kπ
n
, tg kπ

n
, ctg kπ

n
ó ðàäèêàëàõ, òà êîìáiíàöié öèõ âèðàçiâ ó ðàäèêàëàõ.

(%i21) trigvalue(sin(%pi/10));

(%o21)

√
5− 1

4

(%i22) trigvalue(cos(%pi/10));

(%o22)

√√
5 + 5

2
3
2

(%i23) trigvalue(tan(%pi/10));

(%o23)

√
5− 2 ·

√
5√

5

(%i24) trigvalue(cot(%pi/10));

(%o24)

√
2 ·

√
5 + 5

(%i25) trigeval(cos(%pi/60)+sin(%pi/20));

(%o25)

√√√
2 ·

√
3 ·
√√

5 + 5 +
√
5 + 7 + 4

2
3
2

+

√
4−

√
2 ·
√√

5 + 5

2
3
2

2.4 Ðîçâ'ÿçóâàííÿ ðiâíÿíü

Ðîçâ'ÿçàííÿ àëãåáðè÷íèõ ðiâíÿíü òà ¨õ ñèñòåì çäiéñíþ¹òüñÿ çà äîïîìîãîþ êîìàíäè
solve. Ñèíòàêñèñ íàñòóïíèé:

solve(eqn=0,x) � çíàõîäèòü ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ âiäíîñíî çìiííî¨ x.
solve([eqn1=0,eqn2=0,...eqnN=0],[x1,x2,...xN]) � çíàõîäèòü ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè

ðiâíÿíü âiäíîñíî çìiííèõ x1,x2,...xN.

(%i1) solve(x^2-2*x-8=0,x);

(%o1) [x = −2, x = 4]

(%i2) solve(x-a/x+b=0,x);

(%o2) [x = −
√
b2 + 4 · a+ b

2
, x =

√
b2 + 4 · a− b

2
]

(%i3) solve([x^2+y^2=10,x-y=4],[x,y]);

(%o3) [[x = 1, y = −3], [x = 3, y = −1]]
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Â îñòàííüîìó ïðèêëàäi Maxima âèäàëà ðîçâ'ÿçîê ó âèãëÿäi ñïèñêó, îñêiëüêè ¹ äâi òî÷êè,
ùî çàäîâiëüíÿþòü ñèñòåìó ðiâíÿíü.

Êîìàíäà solve çàñòîñîâó¹òüñÿ i äî ðîçâ'ÿçàííÿ òðèãîíîìåòðè÷íèõ ðiâíÿíü. Ïðè öüî-
ìó âèíèêà¹ ïîïåðåäæåííÿ, ùî âèäà¹òüñÿ ëèøå ïåðøèé äîäàòíèé ðîçâ'ÿçîê, áåç ïåðiîäè-
÷íîãî ïðîäîâæåííÿ, ÿêå êîðèñòóâà÷ó òðåáà áóäå çíàéòè ñàìîñòiéíî.

(%i4) solve(2*sin(x-%pi/4)=sqrt(3));

solve: using arc-trig functions to get a solution.

Some solutions will be lost.

(%o4) [x =
7 · π
12

]

(%i5) solve(sin(x)^2+2*sin(x)+1=0,x);

solve: using arc-trig functions to get a solution.

Some solutions will be lost.

(%o5) [x = −π
2
]

Êîìàíäà solve ó Maxima øóêà¹ êîðåíi i íà ïîëi êîìïëåêñíèõ ÷èñåë.

(%i6) solve(x^2+x+1=0,x);

(%o6) [x = −
√
3 · i+ 1

2
, x =

√
3 · i− 1

2
]

ßêùî ¹ ïîòðåáà çíàéòè êîðåíi â ÷èñëîâîìó âèãëÿäi, â êiíöi íåîáõiäíî äîäàòè êîìàíäó
numer.

(%i7) solve(x^2+3*x+1=0,x),numer;

rat: replaced 2.2360 by 16692641/7465176 = 2.2360

rat: replaced 2.2360 by 16692641/7465176 = 2.2360

(%o7) [x = −2.618033988749896, x = −0.3819660112501031]

allroots(eqn=0,x) îá÷èñëþ¹ âñi äiéñíi i êîìïëåêñíi êîðåíi àëãåáðè÷íèõ ðiâíÿíü.

(%i8) allroots((1+2*x)^3=10*(1+x^5),x);

(%o8) [x = 0.6057379117337299, x = 0.9658759245461883 · i− 0.4382771080081766,

x = −0.9658759245461883 · i− 0.4382771080081766, x = −1.021758604074856,

x = 1.292574908357479]

realroots(eqn=0,num) øóêà¹ âñi äiéñíi êîðåíi (êîìïëåêñíi íå áåðóòüñÿ äî óâàãè)
ïîëiíîìiàëüíîãî âèðàçó ç òî÷íiñòþ äî ÷èñëà num.

(%i10) realroots(-1-x+x^5=0,6.0e-6);

(%o10) [x =
612003

524288
]

Õî÷ solve i ðîçâ'ÿçó¹ øèðîêèé êëàñ ðiâíÿíü, öÿ êîìàíäà âñå æ ïàñó¹ ïåðåä òðàíñ-
öåíäåíòíèìè ðiâíÿííÿìè, òîáòî òàêèìè, äå ïðèñóòíi ÿê ïîëiíîìíi âèðàçè, òàê i åêñïîíåí-
öiàëüíi ÷è òðèãîíîìåòðè÷íi. Äëÿ ïðèêëàäó, ðiâíÿííÿ sinx = x/2 òà ex = x2 äàäóòü òàêi
ðåçóëüòàòè:
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(%i11) solve(sin(x)=x/2,x);

(%o11) [x = 2 · sin (x)]

(%i12) solve(exp(x)=x^2,x);

(%o12) [x = −e
x
2 , x = e

x
2 ]

Íà òàêèé âèïàäîê iñíó¹ äóæå êîðèñíà êîìàíäà, ÿêà ÷èñëîâî øóêà¹ êîðåíi â ïåâíèõ
ìåæàõ çìiííî¨, âèêîðèñòîâóþ÷è ìåòîä Íüþòîíà íàáëèæåíîãî îá÷èñëåííÿ. Äëÿ âèêîðèñòà-
ííÿ öüîãî ìåòîäó ïîòðiáíî, ùîá ôóíêöiÿ, ÿêà îïèñó¹ äàíèé âèðàç (eqn1-eqn2), íà êðàÿõ
ïðîìiæêà [a,b] ïðèéìàëà ïðîòèëåæíi çà çíàêîì çíà÷åííÿ. ßêùî öÿ óìîâà íå áóäå äî-
òðèìóâàòèñü, ñèñòåìà âèäàñòü ïîïåðåäæåííÿ. Ùîá äiçíàòèñü, â ÿêèõ ìåæàõ ïðèáëèçíî
çíàõîäèòüñÿ êîðiíü, êîðèñíî ñïî÷àòêó ïîáóäóâàòè ãðàôiêè îáîõ âèðàçiâ eqn1 òà eqn2 òà
ïîäèâèòèñü íà òî÷êó ¨õ ïåðåòèíó (ïðî ïîáóäîâó ãðàôiêiâ äîêëàäíiøå ó Ðîçäiëi 4).

find_root(eqn1=eqn2,var,a,b) � øóêà¹ íàáëèæåíi êîðåíi ðiâíÿííÿ eqn1=eqn2 çà
çìiííîþ var íà iíòåðâàëi [a,b].

Íàêðåñëèìî ãðàôiêè âèðàçiâ íà ðiçíèõ ñòîðîíàõ íàøèõ ðiâíÿíü. Áà÷èìî, ùî êîðiíü

Ðèñ. 2.1: Ãðàôiêè ëiâèõ òà ïðàâèõ ÷àñòèí òðàíñöåíäåíòíèõ ðiâíÿíü.

ïåðøîãî ðiâíÿííÿ ëåæèòü ó ïðîìiæêó [0, π], äðóãîãî ó ïðîìiæêó [−1, 0]. Àëå ÿêùî ìè
âïèøåìî îáèäâà öi ïðîìiæêè â êîìàíäó find_root, âîíà îáèäâà ðàçè äàñòü òðèâiàëüíèé
êîðiíü 0, òîìó áóäåìî îáìåæóâàòè ïðîìiæêè ç 0.1.

(%i13) find_root(sin(x)=x/2,x,0.1,%pi);

(%o13) 1.895494267033981

(%i14) find_root(exp(x)=x^2,x,-1,-0.1);

(%o14) − 0.7034674224983917

2.5 Íåðiâíîñòi

Äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ íåðiâíîñòåé ó Maxima iñíó¹ äîñèòü äîáðå ðîçðîáëåíèé ïàêåò
solve_rat_ineq, ÿêèé ïðàöþ¹ ç ðàöiîíàëüíèìè òà äðîáîâî-ðàöiîíàëüíèìè âèðàçàìè. Ñè-
ñòåìè íåðiâíîñòåé âií íå ðîçãëÿäà¹, ëèøå îêðåìi âèðàçè. Ïàêåò âiäðàçó âêëþ÷åíèé äî
äèñòðèáóòèâó Maxima i éîãî ïîòðiáíî çàâàíòàæèòè êîìàíäîþ load.
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(%i1) load(solve_rat_ineq);

(%i2) solve_rat_ineq(x^2-3*x-4<0);

(%o2) [[x > −1, x < 4]]

(%i3) solve_rat_ineq((x^2-1)/(x^2+x-6)>0);

(%o3) [[x < −3], [x > −1, x < 1], [x > 2]]

Äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ íåðiâíîñòåé êîðèñíîþ òàêîæ ¹ êîìàíäà factor, ùî ðîçáèâà¹ âèðàç
íà ìíîæíèêè, ÿêi âæå ìîæíà àíàëiçóâàòè íà çìiíó çíàêó ôóíêöi¨ ïðè çàñòîñóâàííi ìåòîäó
iíòåðâàëiâ.

ßêùî ó íåðiâíîñòi íå iñíó¹ ðàöiîíàëüíèõ êîðåíiâ, solve_rat_ineq øóêà¹ ¨õ íàáëè-
æåíèìè ÷èñëîâèìè ìåòîäàìè.

(%i4) solve_rat_ineq(x^2>x^3+1);

(%o4) [[x < −0.754877616175949]]

(%i5) solve_rat_ineq(x^5+x^3<x^2+x);

(%o5) [[x < −0.5698403072569234], [x > 0, x < 1]]

2.6 Çàâäàííÿ äî Ðîçäiëó 2

×èñëîâi çàäà÷i

2.1. Ùî áiëüøå: πe ÷è eπ? Çíàéòè íà ñêiëüêè ïðîöåíòiâ îäíå ç öèõ ÷èñåë áiëüøå çà iíøå ç
òî÷íiñòþ äî 19-ãî çíàêó ïiñëÿ êîìè.

2.2. Ï'¹ð Ôåðìà ââàæàâ, ùî âñi ÷èñëà âèäó 22
n
+ 1, äå n íàòóðàëüíå, ¹ ïðîñòèìè. Çíàéòè

n, ïî÷èíàþ÷è ç ÿêîãî öå òâåðäæåííÿ ïåðåñòà¹ ñïðàâäæóâàòèñü.

2.3. Çàïèñàòè ïîëiíîì G(x) = 8x5 − 45x3 + 56x2 − 7x + 11. Âèâåñòè íà åêðàí: ïåðøèé
äîäàíîê, îñòàííié äîäàíîê, òðåòié äîäàíîê, âñi äîäàíêè êðiì ïåðøîãî.

2.4. Çíàéòè íàéìåíøå n, ïðè ÿêîìó ÷èñëî 1010 + n áóäå ïðîñòèì.

2.5. Âñòàíîâèòè, ùî âèðàç 4n+15n−1 êðàòíèé äî 9 äëÿ ïåðøèõ ñåìè íàòóðàëüíèõ ÷èñåë.

2.6. Âñòàíîâèòè, ùî âèðàç 62n + 3n+2 + 3n êðàòíèé äî 11 äëÿ ïåðøèõ ïåðøèõ ï'ÿòè íàòó-
ðàëüíèõ ÷èñåë.

2.7. Çíàéòè îñòà÷ó âiä äiëåííÿ 6x4 − 7x3 + 2x+ 11 íà 3x2 − 1. Ïiäíåñòè öþ îñòà÷ó äî 4-ãî
ñòåïåíÿ òà ðîçêðèòè äóæêè.

2.8. Çíàéòè òî÷íå òà íàáëèæåíå çíà÷åííÿ âèðàçó (
√
11 + 5)2 ç òî÷íiñòþ äî 23 çíàêó ïiñëÿ

êîìè.

2.9. Îá÷èñëèòè äîâæèíó äóãè êîëà ðàäióñà 6 ñì òà ðîçõèëîì 23◦ ç òî÷íiñòþ äî 45-î¨ öèôðè
ïiñëÿ êîìè.

2.10. Ïîêàçàòè, ùî âèðàç 11n+2 + 122n+1 äiëèòüñÿ íà 133 áåç îñòà÷i äëÿ ïåðøèõ ï'ÿòè
íàòóðàëüíèõ ÷èñåë.
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Ñïðîñòèòè âèðàçè (àëãåáðà)

2.11.
x4 − x3 − 11x2 + 9x+ 18

x4 − 3x3 − 7x2 + 27x− 18
÷ x3 − 9x2 + 26x− 24

x3 − 8x2 + 19x− 12
;

2.12.
3x4 − 24x3 − 3x2 + 204x− 252

−x5 + 10x4 − 15x3 − 70x2 + 220x− 168
· 2− x

x+ 1
;

2.13.
x3 + 2x2 + 4x+ 8

x5 + 5x4 − 16x− 80
· 2x

4 + 10x3 − 16x− 80

x2 + 2x+ 4
;

2.14.
2x4 + 10x3 − 2x− 10

x2 + x+ 1
· x

3 + x2 + x+ 1

x5 + 5x4 − x− 5
;

2.15.
x5 + 4x4 − 81x− 324

3x4 + 10x3 − 81x− 270
· 3x3 + 19x2 + 57x+ 90

x4 + 7x3 + 21x2 + 63x+ 108
;

2.16.
x3 + 3x2 − 9x− 27

x3 − 5x2 − 15x− 72
· x

4 − 8x3 − 27x+ 216

49x4 − 882x2 + 3969
;

2.17.
7x4 − 126x2 + 567

x5 − 8x4 − 27x2 + 216x
· x

3 − 5x2 − 15x− 72

x3 + 3x2 − 9x− 27
;

2.18.
4x4 + 4x3 − 48x2 − 112x− 64

2x3 + 4x2 − 32x− 64
÷ x2 + 3x+ 2

x+ 4
;

2.19.
x4 + x3 − 7x2 − x+ 6

5x4 + 10x3 − 100x2 − 330x− 225
· x

3 − 2x2 − 15x

x2 − 3x+ 2
;

2.20.
x3 + 2x2 + 4x+ 8

x5 + 5x4 − 16x− 80
· 3x

4 + 10x3 − 16x− 80

x2 + 2x+ 4
.

Ñïðîñòèòè âèðàçè (òðèãîíîìåòðiÿ)

2.21. ctg2 x− 1 + ctg x+ ctg2 x

1 + tg x+ tg2 x
;

2.22.
1− 2 sin 3x cos(−3x)

cos 3x+ sin(−3x)
;

2.23. cos4 x− cos2 x+ sin2 x;

2.24.
cosx

1− sinx
+

1− sinx

cosx
;

2.25.
sin2 x tg2 x

tg2 x+ cos2 x− 1
;

2.26. tg x+
cosx

1 + sin x
;

2.27.
cos3 x− sin3 x

1 + sin x cosx
;

2.28. sin6 x+ cos6 x+ 3 sin2 x cos2 x;

2.29.
sinx+ 2 sin 2x+ sin 3x

cosx+ 2 cos 2x+ cos 3x
;

2.30.
sinx+ tg x

1 + cos x
.

Ðîçâ'ÿçàòè ðiâíÿííÿ (òðèãîíîìåòðiÿ)

2.31. cos(2x+ 30◦) = −1;

2.32.

√
3

tg (4x+ π/6)
= 3;

2.33. cos2 (x+ π/6) = 1/2;

2.34. sin (π/4− x) = −
√
3/2;

2.35. cos (π/9− 4x) = 1;

2.36. tg (x/4− 15◦) =
√
3;

2.37. 2 cos (x/2 + π/6)−
√
3 = 0;

2.38. ctg (x/4− π/4)− 1 = 0;

2.39. sin (x/2 + π/6) = 1/2;

2.40. cos (4x− π/6) = −
√
3/2.
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Ðîçâ'ÿçàòè ðiâíÿííÿ ÷èñëîâî (ñêîðèñòàòèñü âiäîìîñòÿìè ç Ðîçäiëó 4)

2.41. ln2(x− 1) = 3 cos 2x+ 1;

2.42.
10

1 + x2
= 2 sin 2x+ x;

2.43.
10x− 2

3 + x2
= 4

√
x;

2.44.
10

1 + x2
= 2 cos 2x+ x;

2.45. sinx ·
√

(81− x2) = 5 arctg x;

2.46.
√

(25− x2) = arctg 2x;

2.47. sin2 x ·
√

(81− x2) = 5e−x2

;

2.48.
x2 − 9

x2 + 4
=
√

(x2 + 1) · e−x;

2.49. x+
√
x = e−x2

;

2.50.
√
x · cosx = ln

(
x2 + 1

)
;



Ðîçäië 3

Ðîáîòà ç ÷èñëîâèìè ìàñèâàìè

3.1 Ñïèñêè

Ñïèñêè � îñíîâíi îá'¹êòè îïåðóâàííÿ äëÿ Maxima òà Lisp. Ùîá çàäàòè ñïèñîê, äî-
ñòàòíüî çàïèñàòè éîãî åëåìåíòè ÷åðåç êîìó i îáðàìèòè êâàäðàòíèìè äóæêàìè. Ñïèñîê
ìîæå áóòè ïîðîæíiì àáî ñêëàäàòèñü iç îäíîãî åëåìåíòó.

(%i1) list1:[1,2,3,x,a+b];

(%o1) [1, 2, 3, x, b+ a]

(%i2) list2:[];

(%o2) []

Åëåìåíòîì ñïèñêó ìîæå áóòè é iíøèé ñïèñîê.

(%i3) list3:[1,2,[3,4],[5,6,7]];

(%o3) [1, 2, [3, 4], [5, 6, 7]]

Ïîñèëàííÿ íà åëåìåíò ñïèñêó çäiéñíþ¹òüñÿ çà íîìåðîì öüîãî åëåìåíòó ó ñïèñêó.

(%i4) list3[3];

(%o4) [3, 4]

(%i5) list3[4][2];

(%o5) 6

length(list) � ïîâåðòà¹ êiëüêiñòü åëåìåíòiâ ñïèñêó (ïðè öüîìó ñàìi åëåìåíòè ìî-
æóòü áóòè äîñòàòíüî ñêëàäíèìè êîíñòðóêöiÿìè).

(%i6) length(list3);

(%o6) 4

copylist(list) � äà¹ êîïiþ ñïèñêó list.

(%i7) list4:copylist(list3);

(%o7) [1, 2, [3, 4], [5, 6, 7]]

Êîìàíäà makelist ñòâîðþ¹ ñïèñîê, êîæíèé åëåìåíò ÿêîãî ãåíåðóåòüñÿ ç äåÿêîãî âè-
ðàçó. Ìîæëèâi äâà âàðiàíòè âèêëèêó êîìàíäè:

27
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makelist(expr,i,i1,iN) � ïîâåðòà¹ ñïèñîê, j-é åëåìåíò ÿêîãî ðiâíèé ev(expr,i=j),
ïðè öüîìó iíäåêñ j ìiíÿ¹òüñÿ âiä i1 äî iN.

(%i8) makelist(concat(x,i),i,1,6);

(%o8) [x1 , x2 , x3 , x4 , x5 , x6 ]

(%i9) makelist(a*i^2,i,1,5);

(%o9) [a, 4 · a, 9 · a, 16 · a, 25 · a]

makelist(expr,x,list) � ïîâåðòà¹ ñïèñîê, j-é åëåìåíò ÿêîãî ðiâíèé
ev(expr,x=list[j]), ïðè öüîìó iíäåêñ j ìiíÿ¹òüñÿ âiä 1 äî length(list).

(%i10) list5:[1,2,3,4,5,6,7];

(%o10) [1, 2, 3, 4, 5, 6, 7]

(%i11) makelist(exp(i),i,list5);

(%o11) [e, e2, e3, e4, e5, e6, e7]

Àíàëîãi÷íi äi¨ âèêîíó¹ êîìàíäà create_list(expr,x1,list1,...,xn,listN) � âîíà
áóäó¹ ñïèñîê øëÿõîì îá÷èñëåííÿ âèðàçó expr, ùî çàëåæèòü âiä x1, äî êîæíîãî ýëåìåíòó
ñïèñêó list1 (àíàëîãi÷íî expr, ùî çàëåæèòü âiä x2, çàñòîñîâó¹òüñÿ äî list2 i ò.ä.)

(%i12) create_list(x^i,i,[1,3,7]);

(%o12) [x, x3, x7]

append(list1,list2,...listN) � ïîñëiäîâíî îá'¹äíó¹ ñïèñêè.

(%i13) append([1],[2,3],[4,5,6,7]);

(%o13) [1, 2, 3, 4, 5, 6, 7]

join(list1,list2) � ñòâîðþ¹ íîâèé ñïèñîê ç äâîõ, êîìïîíóþ÷è ¨õ åëåìåíòè ïî÷åð-
ãîâî â ïîðÿäêó ñëiäóâàííÿ. Íîâèé ñïèñîê ìiñòèòü list1_1, ïîòiì list2_1, ïîòiì list1_2,
list2_2 i ò.ä. ßêùî êiëüêiñòü åëåìåíòiâ ó ñïèñêàõ íå ðiâíà, ñòâîðåíèé ñïèñîê îáðèâà¹òüñÿ
íà îñòàííüîìó ñïiëüíîìó íîìåði åëåìåíòó.

(%i14) join([1,2,3],[10,20,30,40]);

(%o14) [1, 10, 2, 20, 3, 30]

reverse(list) � ìiíÿ¹ ïîðÿäîê åëåìåíòiâ ñïèñêó íà çâîðîòíié.

(%i15) list6:[11,12,x-y,a+b,[15,16]];

(%o15) [11, 12, x− y, b+ a, [15, 16]]

(%i16) reverse(list6);

(%o16) [[15, 16], b+ a, x− y, 12, 11]

member(list1,list2) � ïîâåðòà¹ ¾true¿ ÿêùî list1 ¹ åëåìåíòîì ñïèñêó list2, àáî
¾false¿ â ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó.

(%i17) member(b,[a,b,[b,c]]);

(%o17) true
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(%i18) member(b,[[a,b],[b,c]]);

(%o18) false

first(list) � âèâîäèòü ïåðøèé åëåìåíò ñïèñêó, last(list) � îñòàííié åëåìåíò,
rest(list) � âèäà¹ çàëèøîê ñïèñêó ïiñëÿ âèäàëåííÿ ïåðøîãî åëåìåíòó, rest(list,n) �
çàëèøîê ñïèñêó ïiñëÿ âèäàëåííÿ ïåðøèõ n åëåìåíòiâ.

(%i19) list7:[1,2,3,4,a,b];

(%o19) [1, 2, 3, 4, a, b]

(%i20) first(list7);

(%o20) 1

(%i21) last(list7);

(%o21) b

(%i22) rest(list7);

(%o22) [2, 3, 4, a, b]

(%i23) rest(list7,2);

(%o23) [3, 4, a, b]

sum(list,i,i1,iN) � ïiäñóìîâó¹ çíà÷åííÿ ñïèñêó list ïðè çìiíi èíäåêñó i âiä i1

äî iN.

(%i24) sum(i^2,i,1,5);

(%o24) 55

(%i25) sum(x+i*(i+1)/2,i,1,4);

(%o25) 4 · x+ 20

product(list,i,i1,iN) � ïåðåìíîæó¹ çíà÷åííÿ ñïèñêó list ïðè çìiíi èíäåêñó i âiä
i1 äî iN.

(%i26) product(i^2,i,1,5);

(%o26) 14400

(%i27) product(x+i*(i+1)/2,i,1,4);

(%o27) (x+ 1) · (x+ 3) · (x+ 6) · (x+ 10)

Iñíó¹ êîðèñíà êîìàíäà map(F,expr1,...,exprN), ÿêà äîçâîëÿ¹ çàñòîñóâàòè ôóíêöiþ
(îïåðàòîð, ñèìâîë îïåðàöi¨) F äî âèðàçiâ expr1,...,exprN. Ïðè ¨¨ çàñòîñóâàííi äî ñïèñêiâ
F äi¹ íà êîæåí åëåìåíò ñïèñêó. Íåîáõiäíî çâåðíóòè óâàãó, ùî F � öå ñàìå iì'ÿ ôóíêöi¨
(áåç âêàçóâàííÿ çìiííèõ, âiä ÿêèõ âîíà çàëåæèòü). Ôóíêöiÿ F ìîæå áóòè i çàäàíîþ êîðè-
ñòóâà÷åì.

(%i28) map(ratsimp,x/(x^2+x)+(y^2+y)/y);

(%o28) y +
1

x+ 1
+ 1
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(%i29) map("=",[a,b],[-2,3]);

(%o29) [a = −2, b = 3]

(%i30) map(exp,[0,1,2,3,4,5]);

(%o30) [1, e, e2, e3, e4, e5]

(%i31) f(x):=x^3;

(%o21) f (x) := x3

(%i32) map(f,[1,2,3,4,5]);

(%o32) [1, 8, 27, 64, 125]

3.2 Ìàñèâè

Ìàñèâè â Maxima � ñóêóïíîñòi îäíîòèïíèõ îá'¹êòiâ ç iíäåêñàìè. Êiëüêiñòü iíäåêñiâ
íå ïîâèííî ïåðåâèùóâàòè ï'ÿòè. Ó Maxima iñíóþòü i ôóíêöi¨ ç iíäåêñàìè (ôóíêöi¨ ìàñè-
âó). Ìîæëèâå ñòâîðåííÿ òà âèêîðèñòàííÿ çìiííèõ ç iíäåêñàìè äî îãîëîøåííÿ âiäïîâiäíîãî
ìàñèâó, òîäi òàêi çìiííi ðîçãëÿäàþòüñÿ ÿê åëåìåíòè ìàñèâiâ ç íåâèçíà÷åíèìè ðîçìiðàìè
(òàê çâàíi õåø-ìàñèâè). Ðîçìiðè íåîçíà÷åíèõ ìàñèâiâ çðîñòàþòü äèíàìi÷íî â ìiðó íàäàííÿ
çíà÷åíü åëåìåíòàì. Iíäåêñè ìàñèâiâ ç íåâèçíà÷åíèìè ìåæàìè íå îáîâ'ÿçêîâî ìàþòü áóòè
÷èñëàìè. Äëÿ ïiäâèùåííÿ åôåêòèâíîñòi îá÷èñëåíü ðåêîìåíäó¹òüñÿ ïåðåòâîðþâàòè ìàñè-
âè ç íåâèçíà÷åíèìè ìåæàìè íà çâè÷àéíi ìàñèâè (äëÿ öüîãî âèêîðèñòîâó¹òüñÿ êîìàíäà
array).

Ñòâîðåííÿ ìàñèâó âèêîíó¹òüñÿ ôóíêöi¹þ array. Ñèíòàêñèñ çâåðíåííÿ äî êîìàíäè:
array(name,dim_1,...,dim_N)

array(name, type, dim_1,...,dim_N)

array([name_1,...,name_M],dim_1,...,dim_N)

(%i1) array(a,1,1);

(%o1) a

(%i5) a[0,0]:0; a[0,1]:1; a[1,0]:2; a[1,1]:3;

(%o2) 0

(%o3) 1

(%o4) 2

(%o5) 3

(%i6) listarray(a);

(%o6) [0, 1, 2, 3]

Êîìàíäà listarray, âèêîðèñòàíà â ïðèêëàäi, ïåðåòâîðþ¹ ìàñèâ ó ñïèñîê. Ñèíòàêñèñ
âèêëèêó: listarray (A). Àðãóìåíò À ìîæå áóòè îçíà÷åíèì àáî íåîçíà÷åíèì ìàñèâîì,
ôóíêöi¹þ ìàñèâó àáî ôóíêöi¹þ ç iíäåêñàìè. Ïîðÿäîê âêëþ÷åííÿ åëåìåíòiâ ìàñèâó äî
ñïèñêó � ðÿäêàìè.
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arrayinfo (A) � âèâîäèòü iíôîðìàöiþ ïðî ìàñèâ À. Àðãóìåíò À, ÿê i ó âèïàäêó
listarray, ìîæå áóòè îçíà÷åíèì àáî íåîçíà÷åíèì ìàñèâîì, ôóíêöi¹þ ìàñèâó ÷è ôóíêöi¹þ
ç iíäåêñàìè.

(%i8) array(AR,2,3);

(%o8) AR

(%i9) AR[2,3]:%pi;

(%o9) π

(%i10) AR[1,2]:%e;

(%o10) e

(%i11) arrayinfo(AR);

(%o11) [declared , 2, [2, 3]]

(%i12) ARR[foo]:(a+b)^2;

(%o12) (b+ a)2

(%i13) ARR[bar]:(a-b)^3;

(%o13) (a− b)3

(%i14) arrayinfo(ARR);

(%o14) [hashed , 1, [bar ], [foo]]

(%i15) listarray(ARR);

(%o15) [(a− b)3, (b+ a)2]

Êîìàíäà make_array(type,dim_1,...,dim_N) ñòâîðþ¹ òà ïîâåðòà¹ ìàñèâ Lisp. Òèï
ìàñèâó ìîæå áóòè any, flonum, fixnum, hashed, functional. Iíäåêñ i ìîæå çìiíþâà-
òèñÿ â ìåæàõ âiä 0 äî dim_i-1. Ïåðåâàãè make_array â ïîðiâíÿííi ç array � ìîæëèâiñòü
äèíàìi÷íî êåðóâàòè ðîçïîäiëîì ïàì'ÿòi äëÿ ìàñèâiâ. Ïðèñâîþâàííÿ y:make_array(...)

ñòâîðþ¹ ïîñèëàííÿ íà ìàñèâ. Êîëè ìàñèâ áiëüøå íå ïîòðiáíèé, ïîñèëàííÿ çíèùó¹òüñÿ
ïðèñâîþâàííÿì y:false, ïàì'ÿòü çâiëüíÿ¹òüñÿ ïîòiì î÷èùóâà÷åì ñìiòòÿ.

(%i16) A1:make_array(fixnum,10);

(%o16) Lisparray [10 ]

(%i17) A1[1]:8;

(%o17) 8

(%i18) A2:make_array(any,10);

(%o18) Lisparray [10 ]

(%i19) arrayinfo(A2);

(%o19) [declared , 1, [9]]
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Êîìàíäà fillarray(array1,array2) äîçâîëÿ¹ çàïîâíþâàòè ìàñèâè çíà÷åííÿìè ç ií-
øîãî ìàñèâó ÷è ñïèñêó. Çàïîâíåííÿ ïðîâàäèòüñÿ ïî ðÿäêàõ.

(%i20) array(a,1,1);

(%o20) a

(%i21) fillarray(a,[1,2,3,4]);

(%o21) a

(%i22) a[1,1];

(%o22) 4

(%i23) a2:make_array(fixnum,8);

(%o23) Lisparray [8 ]

(%i24) fillarray(a2,[1,2,3,4,5]);

(%o24) Lisparray [8 ]

ßê âèäíî ç ðîçãëÿíóòèõ ïðèêëàäiâ, äîâæèíà ñïèñêó ìîæå i íå çáiãàòèñÿ ç ðîçìiðíiñòþ
ìàñèâó. ßêùî âêàçàíî òèï ìàñèâó, âií ïîâèíåí çàïîâíþâàòèñü åëåìåíòàìè òîãî ñàìîãî
òèïó. Âèëó÷åííÿ ìàñèâiâ ç ïàì'ÿòi çäiéñíþ¹òüñÿ ôóíêöi¹þ remarray(array).

3.3 Ìàòðèöi

Ó Maxima îçíà÷åíi ïðÿìîêóòíi ìàòðèöi. Îñíîâíèé ñïîñiá ñòâîðåííÿ ìàòðèöü � âè-
êîðèñòàííÿ ôóíêöi¨ matrix. Ñèíòàêñèñ âèêëèêó:

matrix(row1,...,rowN).
Êîæåí ðÿäîê � ñïèñîê âèðàçiâ, óñi ðÿäêè îäíàêîâî¨ äîâæèíè. Íà ìíîæèíi ìàòðèöü

îçíà÷åíi îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ, âiäíiìàííÿ, ìíîæåííÿ òà äiëåííÿ. Öi îïåðàöi¨ âèêîíóþòüñÿ
ïîåëåìåíòíî, ÿêùî îïåðàíäè � äâi ìàòðèöi, ñêàëÿð òà ìàòðèöÿ àáî ìàòðèöÿ òà ñêàëÿð.
Ïiäíåñåííÿ äî ñòåïåíÿ ìîæëèâå, ÿêùî îäèí iç îïåðàíäiâ � ñêàëÿð. Ïåðåìíîæåííÿ ìà-
òðèöü (çàãàëîì íåêîìóòàòèâíà îïåðàöiÿ) ïîçíà÷à¹òüñÿ ñèìâîëîì ¾.¿. Îïåðàöiÿ ìíîæåííÿ
ìàòðèöi íà ñåáå ìîæå ðîçãëÿäàòèñÿ ÿê çâåäåííÿ â ñòåïiíü. Ïiäíåñåííÿ äî ñòåïåíÿ ¾−1¿
îçíà÷à¹ îòðèìàòè îáåðíåíó ìàòðèöi (ÿêùî öå ìîæëèâî).

(%i1) M:matrix([4,3],[-2,1]);

(%o1)

(
4 3
−2 1

)
(%i2) N:matrix([1,-2],[2,-3]);

(%o2)

(
1 −2
2 −3

)
Âèêîíàííÿ àðèôìåòè÷íèõ îïåðàöié ç ìàòðèöÿìè.

(%i3) M+N;

(%o3)

(
5 1
0 −2

)
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(%i4) M-N;

(%o4)

(
3 5
−4 4

)
(%i5) M*N;

(%o5)

(
4 −6
−4 −3

)
(%i6) M/N;

(%o6)

(
4 −3

2

−1 −1
3

)
Íåîáõiäíî çâåðíóòè óâàãó � öi îïåðàöi¨ çäiéñíþþòüñÿ ïîåëåìåíòíî. Ïðè ñïðîái âè-

êîíàòè öi àðèôìåòè÷íi îïåðàöi¨ íàä ìàòðèöÿìè ðiçíèõ ðîçìiðiâ âèäà¹òüñÿ ïîìèëêà.
Ïðèêëàä îïåðàöié ç ìàòðèöÿìè i ñêàëÿðàìè:

(%i7) M^2;

(%o7)

(
16 9
4 1

)
(%i8) 2^M;

(%o8)

(
16 8
1
4

2

)
Çíîâó æ òàêè, ïðè ðîáîòi ç ìàòðèöÿìè â Maxima íåîáõiäíî áóòè óâàæíèìè: âèðàç

M�2 çîâñiì íå îçíà÷à¹ ìàòðè÷íå ïîìíîæåííÿ M ·M, à ëèøå ïiäíåñåííÿ êîæíîãî åëåìåíòó
ìàòðèöi äî êâàäðàòà.

Äëÿ çäiéñíåííÿ ìàòðè÷íîãî ìíîæåííÿ âèêîðèñòîâó¹òüñÿ iíøèé îïåðàòîð � íèæíÿ
êðàïêà ¾.¿:

(%i9) M.N;

(%o9)

(
10 −17
0 1

)
(%i10) N.M;

(%o10)

(
8 1
14 3

)
Î÷åâèäíî, ùî äëÿ óñïiøíîãî ïåðåìíîæåííÿ ìàòðèöi ïîâèííi áóòè óçãîäæåíi çà ðîç-

ìiðàìè (êiëüêiñòü ñòîâïöiâ ïåðøî¨ ðiâíà êiëüêîñòi ðÿäêiâ äðóãî¨).
Îáåðíåíó ìàòðèöþ äîçâîëÿ¹ çíàéòè îïåðàòîð ¾��¿. Éîãî íå ñëiä ïëóòàòè ç îïåðàòî-

ðîì ¾�¿, ÿêèé âèäà¹ ìàòðèöþ ç îáåðíåíèìè âiäïîâiäíèìè åëåìåíòàìè.

(%i11) M^^(-1);

(%o11)

(
1
10

− 3
10

1
5

2
5

)
(%i12) M^(-1);

(%o12)

(
1
4

1
3

−1
2

1

)
(%i13) M.(%o11);

(%o13)

(
1 0
0 1

)
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(%i14) M*(%o12);

(%o14)

(
1 1
1 1

)
Êîìàíäà genmatrix ïîâåðòà¹ ìàòðèöþ çàäàíî¨ ðîçìiðíîñòi, ùî ñêëàäåíà ç åëåìåíòiâ

äâîiíäåêñíîãî ìàñèâó. Ñèíòàêñèñ âèêëèêó:
genmatrix (a, i2, j2, i1, j1)

genmatrix (a, i2, j2, i1)

genmatrix (a, i2, j2)

Iíäåêñè i1, j1 è i2, j2 âêàçóþòü íà ëiâèé òà ïðàâèé íèæíié åëåìåíòè ìàòðèöi â
âèõiäíîìó ìàñèâi.

(%i15) h[i,j]:=1/(i+j-1);

(%o15) hi,j :=
1

i+ j − 1

(%i16) genmatrix(h,3,3);

(%o16)

1 1
2

1
3

1
2

1
3

1
4

1
3

1
4

1
5


(%i17) array(A,fixnum,2,2);

(%o17) A

(%i18) A[1,1]:%e;

(%o18) e

(%i19) A[2,2]:%pi;

(%o19) π

(%i20) genmatrix(A,2,2);

(%o20)

(
e 0
0 π

)
zeromatrix(M,N) � ïîâåðòà¹ ìàòðèöó çàäàíî¨ ðàçìiðíîñòi, ñêëàäåíó ç íóëiâ.

(%i21) zeromatrix(2,2);

(%o21)

(
0 0
0 0

)
ident(N) � ïîâåðòà¹ îäèíè÷íó ìàòðèöþ çàäàíî¹ ðîçìiðíîñòi N× N.

(%i22) ident(2);

(%o22)

(
1 0
0 1

)
copymatrix(M) � ñòâîðþ¹ êîïiþ ìàòðèöi M.
Ôóíêöi¨ row i col äîçâîëÿþòü îòðèìàòè âiäïîâiäíî ðÿäîê i ñòîâïåöü çàäàíî¨ ìàòðèöi,

îòðèìóþ÷è ñïèñîê. Ñèíòàêñèñ âèêëèêó:
row(M,i) � ïîâåðòà¹ i-é ðÿäîê;
col(M,i) � ïîâåðòà¹ i-é ñòîâïåöü.
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Ôóíêöi¨ addrow òà addcol äîäàþòü äî ìàòðèöi ðÿäîê àáî ñòîâïåöü âiäïîâiäíî. Ñèí-
òàêñèñ âèêëèêó:

addrow(M,list1,...,listN) � äîäà¹ ðÿäêè;
addcol(M,list1,...,listN) � äîäà¹ ñòîâïöi.

(%i24) K:matrix([1,2],[3,4]);

(%o24)

(
1 2
3 4

)
(%i25) L:addrow(K,[10,20]);

(%o25)

 1 2
3 4
10 20


(%i26) addcol(L,[x,y,z]);

(%o26)

 1 2 x
3 4 y
10 20 z


Ôóíêöiÿ submatrix ïîâåðòà¹ íîâó ìàòðèöþ, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç çàäàíî¨ ïiäìàòðèöi.

Ñèíòàêñèñ âèêëèêó:
submatrix(i1,...,iN, M,j1,...,jM);
submatrix(i1,...,iN,M);
submatrix(M,j1,...,jM).
Ïiäìàòðèöÿ áóäó¹òüñÿ òàê: ç ìàòðèöi M âèäàëÿþòüñÿ ðÿäêè i1,...,iN i j1,...,jM.

Ïðèêëàä (âèêîðèñòîâó¹ìî îñòàííié ðåçóëüòàò ç ïîïåðåäíüîãî ïðèêëàäó, âèäàëÿ¹ìî ïåðøèé
ðÿäîê òà äðóãèé ñòîâïåöü):

(%i27) submatrix(1,(%o26),2);

(%o27)

(
3 y
10 z

)
Äëÿ çàïîâíåííÿ ìàòðèöi çíà÷åííÿìè äåÿêî¨ ôóíêöi¨ âèêîðèñòîâó¹òüñÿ êîìàíäà

matrixmap (àíàëîã map, apply, fullmap). Ñèíòàêñèñ âèêëèêó:
matrixmap(f,M) � ïîâåðòà¹ ìàòðèöþ ç åëåìåíòàìè i,j, ðiâíèìè f(M[i,j]).

(%i28) D:matrix([1,2],[3,4]);

(%o28)

(
1 2
3 4

)
(%i29) f(x):=x^3;

(%o29) f (x) := x3

(%i30) matrixmap(f,D);

(%o30)

(
1 8
27 64

)
Iñíó¹ ùå áàãàòî êîìàíä äëÿ ðîáîòè ç ìàòðèöÿìè, ¨õ äåòàëüíèé ðîçãëÿä çäiéñíåíî â

Ðîçäiëi 6, ïðè ðîçâ'ÿçàííi çàäà÷ ëiíiéíî¨ àëãåáðè.
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3.4 Çàâäàííÿ äî Ðîçäiëó 3

Ïðîòàáóëþâàòè ôóíêöiþ äëÿ áóäü-ÿêèõ 30 çíà÷åíü x, ðåçóëüòàòè âèâåñòè ó
âèãëÿäi ñïèñêó ÷èñëîâèõ çíà÷åíü y

3.1. f(x) =
10

x
;

3.2. f(x) = cos x3;

3.3. f(x) = e
1
x ;

3.4. f(x) = x2 lnx;

3.5. f(x) =
1

sinx
;

3.6. f(x) = ctg x+ cosx;

3.7. f(x) = (10− x2)2;

3.8. f(x) = tg
1√
x
;

3.9. f(x) = x2 sinx cosx;

3.10. f(x) =
5

x
+
x

5
.

Ç åíåðóâàòè ìàòðèöi 4 × 4 çà ïîäàíèìè ôîðìóëàìè, äî íèõ äîäàòè ðÿäêè òà
ñòîâïöi áóäü-ÿêèõ ÷èñåë, ùîá óòâîðèëèñü ìàòðèöi 6× 6

3.11. hi,j =
1

i2 + j2
;

3.12. hi,j = i+
1

j
;

3.13. hi,j = cos i+ sin j;

3.14. hi,j = ei−j;

3.15. hi,j = arctg i+ arcctg j;

3.16. hi,j =
1

i2 + j2
;

3.17. hi,j =
1

2− i+ j
;

3.18. hi,j = (i+ j)2;

3.19. hi,j = ln(i · j);

3.20. hi,j = 0.18i3 − 1.16j.
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Ãðàôi÷íi ìîæëèâîñòi Maxima

Äëÿ ïîáóäîâè ãðàôiêiâMaxima âèêîðèñòîâó¹ gnuplot, ÿêèé âèêëèêà¹òüñÿ àâòîìàòè-
÷íî ïðè çàäàííi âiäïîâiäíèõ êîìàíä. Âçàãàëi âMaxima ìîæëèâi äâà ìåòîäè äëÿ ïîáóäîâè
ãðàôiêiâ:

1. Çàäàííÿ ñòàíäàðòíèõ ãðàôi÷íèõ êîìàíä plot2d, plot3d âèêëèêà¹ ñïëèâàþ÷å âi-
êíî gnuplot, ùî ìiñòèòü íåîáõiäíèé ãðàôiê. Ïðîäîâæóâàòè ðîáîòó ç Maxima â öåé ÷àñ
íåìîæëèâî, ïîêè âiêíî íå çàêðè¹òüñÿ. Âèõiäíå âiêíî gnuplot òà âiäïîâiäíèé ãðàôiê ìîæíà
ìàñøòàáóâàòè, âèêîðèñòîâóþ÷è ìèøêó. Òàêîæ çà äîïîìîãîþ ìèøêè ó 2d-ãðàôiêàõ ìîæíà
ðîáèòè âèìiðþâàííÿ, à 3d-ãðàôiêè ìîæëèâî îáåðòàòè ó âñiõ íàïðÿìêàõ.

2. Äîáàâëÿþ÷è âèðàç ¾wx¿ äî iìåí ãðàôi÷íèõ êîìàíä (plot2d, plot3d), ñòâîðþ¹-
òüñÿ ìàëþíîê ôîðìàòó .png, ÿêèé âáóäîâàíèé ïðÿìî ó âiêíî wxMaxima. Îñêiëüêè ãðàôiê
çàëèøà¹òüñÿ âèäèìèì ïðîòÿãîì óñüîãî ñåàíñó wxMaxima, öåé ìåòîä êîðèñíèé äëÿ iíòåð-
àêòèâíî¨ ðîáîòè. Ïðàâà êíîïêà ìèøêè íà ãðàôiêó äîçâîëÿ¹ êîïiþâàòè â áóôåð îáìiíó àáî
çáåðiãàòè ÿê ôàéë. Òèì íå ìåíø, ç ïðè÷èíè ñâî¹¨ íèçüêî¨ ðîçäiëüíî¨ çäàòíîñòi, ïîäàëüøå
âèêîðèñòàííÿ ãðàôiêiâ, ñòâîðåíèõ òàêèì ÷èíîì, íå ¹ äîöiëüíèì.

4.1 Äâîâèìiðíi ãðàôiêè

Êîìàíäà plot � öå ñòàíäàðòíèé iíòåðôåéñ gnuplot âiä Maxima, çðó÷íèé ó çàñòî-
ñóâàííi, àëå íå äóæå ãíó÷êèé ùîäî çìiíè âèãëÿäó ãðàôiêiâ. Ïðè âèêîðèñòàííi öüîãî ií-
òåðôåéñó íåìîæëèâî çìiíèòè çîâíiøíié âèãëÿä, ôîðìàò âèâîäó àáî âèõiäíèé ãðàôiê íà
êîíñîëi gnuplot ïiñëÿ òîãî, ÿê ãðàôiê áóëî ïîáóäîâàíî.

Îñíîâíi êîìàíäè ãðàôi÷íîãî iíòåðôåéñó Plot:
plot2d(f(x),[x,a,b],opts) � áóäó¹ ãðàôiê ôóíêöi¨ f(x) íà ïðîìiæêó x ∈ [a, b] çà

äîïîìîãîþ îïöié opts.
plot2d([discrete,[x_list],[y_list]],opts) � áóäó¹ òî÷êè âêàçàíèõ çíà÷åíü

[x_list],[y_list] äâîõ îêðåìèõ ñïèñêiâ, ùî ïîçíà÷àþòü âiäïîâiäíî x- òà y-êîîðäèíàòè
òî÷îê.

plot2d([discrete,[list]],opts) � iíøèé ñïîñiá ïîáóäîâè òî÷îê, êîëè âîíè çàäàíi
ó âèãëÿäi ïîñëiäîâíîãî ñïèñêó [x1,y1],[x2,y2]...

plot2d([parametric,x(t),y(t),[t,t1,t2]],opts) � áóäó¹ ïàðàìåòðè÷íó êðèâó ç
ïàðàìåòðîì t ∈ [t1, t2].

Ïîáóäó¹ìî ïðîñòèé ãðàôiê ôóíêöi¨ ç çàäàíèìè ìåæàìè ïî x; çìiíà ïî îñi y îá÷èñëþ-
¹òüñÿ àâòîìàòè÷íî (Ðèñ. 4.1).

(%i1) plot2d(sin(x),[x,0,2*%pi]);

(%o1) [C : /Users/orreg/maxout.gnuplot]

37
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Ðèñ. 4.1: Ïðîñòèé ãðàôiê ôóíêöi¨.

Êîìàíäà (wx)plot2d ìàëþ¹ êðèâó àáî âiäðiçêè ëiíi¨ ìiæ ïàðàìè òî÷îê ó äâîâèìiðíié
äåêàðòîâié ñèñòåìi êîîðäèíàò. Äëÿ öüîãî ¹ òðè ìîæëèâîñòi, ÿêi ìîæóòü áóòè îá'¹äíàíi â
îäíié äiàãðàìi ðàçîì:

1. Ôóíêöiÿ y = f(x); âiäîáðàæåííÿ äiàïàçîíó âçäîâæ îñi x îãîëîøó¹òüñÿ ÿê [x,a,b],
îãîëîøåííÿ y-äiàïàçîíó íåîáîâ'ÿçêîâå.

2. Êðèâà â ïàðàìåòðè÷íié ôîðìi x(t), y(t), ùî çàëåæèòü âiä äîâiëüíî îáðàíîãî ïà-
ðàìåòðà t. ßêùî öåé ïàðàìåòð íàñïðàâäi ìà¹ íàçâó ¾t¿, îãîëîøåííÿ äiàïàçîíó ìîæíà
îïóñòèòè. Ó öüîìó âèïàäêó t îòðèìó¹ çíà÷åííÿ çà çàìîâ÷óâàííÿì, ÿê öå çàçíà÷åíî çà
äîïîìîãîþ set_plot_option.

3. Îêðåìi òî÷êè, ÿêi ìîæíà ç'¹äíàòè (çàñòîñîâóþ÷è âiäïîâiäíi ïàðàìåòðè) çà äîïî-
ìîãîþ ëiíiéíèõ ñåãìåíòiâ. Iñíó¹ äâi ìîæëèâîñòi äëÿ ïîçíà÷åííÿ òî÷îê: àáî â äâîõ îêðåìèõ
ñïèñêàõ, ùî ìiñòÿòü çíà÷åííÿ x i y âiäïîâiäíî, àáî â îäíîìó âêëàäåíîìó ñïèñêó, ÿêèé
ìiñòèòü òî÷êè, äå êîæíà òî÷êà ïðåäñòàâëÿ¹ ñïèñîê, ùî ìiñòèòü éîãî x-çíà÷åííÿ òà y-
çíà÷åííÿ.

ßêùî íåîáõiäíî ïîáóäóâàòè äâà ãðàôiêè íà îäíié ñèñòåìi êîîðäèíàò, iç âiäïîâiä-
íèõ ôóíêöié íåîáõiäíî ñôîðìóâàòè ñïèñîê â êâàäðàòíèõ äóæêàõ. Ïðîìiæîê çìiííèõ áóäå
ñïiëüíèì.

(%i2) wxplot2d([sin(x),cos(x)],[x,0,2*%pi]);

Ðèñ. 4.2: Äâà ãðàôiêè íà îäíié ñèñòåìi êîîðäèíàò.

Ïîáóäó¹ìî ãðàôiê ìíîæèíè òî÷îê, ç'¹äíàíèõ âiäðiçêàìè. Äëÿ öüîãî íåîáõiäíî çàäàòè
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x- òà y-çíà÷åííÿ ñïèñêó (ÿêi ¹ êîîðäèíàòàìè òî÷îê):

(%i9) x_list:[1,1,3,3,1];

(%o9) [1, 1, 3, 3, 1]

(%i10) y_list:[1,3,3,1,1];

(%o10) [1, 3, 3, 1, 1]

Çîáðàçèìî äâà òî÷êîâèõ ãðàôiêà â îäíié äiàãðàìi ç îáîìà ñïîñîáàìè çàäàííÿ òî÷îê.
Òî÷êè ç'¹äíàíi âiäðiçêàìè ëiíi¨ çà çàìîâ÷óâàííÿì.

(%i11) plot2d([[discrete,x_list,y_list],

[discrete,[[3,1],[5,3],[3,5],[1,3],[3,1]]]],

[x,0,6],[y,0,6]);

(%o11) [C : /Users/orreg/maxout.gnuplot]

Ðèñ. 4.3: Òî÷êîâi ãðàôiêè.

Ðîçãëÿíåìî äîäàòêîâi îïöi¨ opts äîêëàäíiøå. Öå íåîáîâ'ÿçêîâi ïàðàìåòðè, ùî äîçâî-
ëÿþòü àäàïòóâàòè ãðàôiêó äî ïîòðiáíèõ âèìîã ñòîñîâíî êîëüîðiâ, òèïiâ ëiíié, ðîçìiðiâ,
ìiòîê, ôîðìàòiâ âèâîäó òîùî. Îïöi¨ � öå ñïèñêè, ÿêi â îñíîâíîìó ìiñòÿòü äâà åëåìåíòè:
ïåðøèé åëåìåíò � öå çàâæäè iì'ÿ ïàðàìåòðà, äðóãèì åëåìåíòîì ¹ ïîâ'ÿçàíi ç öèì ïàðà-
ìåòðîì çíà÷åííÿ. Îïöi¨ ìîæóòü âèñòóïàòè äîäàòêîâèìè ïàðàìåòðàìè â êîæíié êîìàíäi
ãðàôiêà; âîíè òàêîæ ìîæóòü áóòè çàçíà÷íi ÿê çíà÷åííÿ çà çàìîâ÷óâàííÿì çà äîïîìîãîþ
êîìàíäè set_plot_option. Êîìàíäà plot_options ïîêàçó¹ âñi çíà÷åííÿ çà çàìîâ÷óâàííÿì
â îïöiÿõ.

ßêùî íåîáõiäíî, ùîá áóëè ïîáóäîâàíi ïðîñòî òî÷êè, áåç ç'¹äíàííÿ ¨õ ëiíiÿìè, ó êî-
ìàíäi plot2d ïîòðiáíî äîäàòè îïöiþ [style,[points,m,n,k]], äå m � ¨¨ ðîçìið, n � ¨¨
êîëið, k � òèï òî÷êè. Òèïiâ òî÷îê ìîæíà çàäàòè 6.

Êîìàíäà [style,[lines,m,n]] êåðó¹ âèãëÿäîì ëiíié, òóò m� ¨¨ òîâùèíà, n� ¨¨ êîëið.
Êîëüîðiâ ìîæíà çàäàòè 6 (0 = cyan, 1 = blue, 2 = red, 3 = green, 4 = majenta, 5 = black).

[legend, "leg_1 "leg_2 ...] � ïiäïèñó¹ ëiíi¨ íà ãðàôiêó.
[xlabel,"name_x"], [ylabel,"name_y"]) � ïiäïèñó¹ îñi êîîðäèíàò.
[nticks,N] � êiëüêiñòü òî÷îê, ïî ÿêèì áóäó¹òüñÿ ãðàôiê.
[axes,solid] � âèäiëÿ¹ îñi âèðàçíiøèìè ëiíiÿìè.
[same_xy] � âñòàíîâëþ¹ îäíàêîâèé ìàñøòàá ïî îñÿõ.
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Ðèñ. 4.4: Êîëið ëiíié òà òèïè òî÷îê.

Çíà÷åííÿ false ïiñëÿ êîìè âiäêëþ÷à¹ äàíó îïöiþ, íàïðèêëàä ïðè çàäàííi êîìàíäè
[legend,false] ëåãåíäè êðèâèõ âçàãàëi íå áóäóòü âiäîáðàæàòèñü.

Íåõàé ìà¹ìî íàñòóïíó çàäà÷ó: ìåòîäîì íàòóðíèõ äîñëiäæåíü ïðîâåäåíî çáið åêñïåðè-
ìåíòàëüíèõ äàíèõ, â ÿêèõ äåÿêà âåëè÷èíà y çàëåæèòü âiä çìiííî¨ x. Îòðèìàíi ðåçóëüòàòè:
x = [1.389, 4.722, 5.000, 6.944, 8.611], y = [30, 34, 38, 44, 46]. Ìîæíà ïðîâåñòè ðåãðåñiéíèé
àíàëiç äàíèõ òà âñòàíîâèòè ôóíêöiîíàëüíó çàëåæíiñòü:

y = 25.713 + 2.379x � ëiíiéíà àïðîêñèìàöiÿ;
y = 27.463 + 1.443x+ 0.0945x2 � êâàäðàòè÷íà àïðîêñèìàöiÿ.
Íåîáõiäíî çðîáèòè ãðàôiêè òðüîõ âèäiâ íà îäíié ñèñòåìi êîîðäèíàò. Êîä áóäå íàñòó-

ïíèé:
(%i12) wxplot2d([25.713+2.379*x,27.463+1.443*x+0.0945*x^2,

[discrete, [1.389,4.722,5.000,6.944,8.611], [30,34,38,44,46]]],

[x,-3,13],[style,[lines,3,1],[lines,3,3],[points,4,2,14]],

[box,false],[legend,"Ëiíiéíå íàáëèæåííÿ","Êâàäðàòè÷íå íàáëèæåííÿ",

"Âèõiäíi äàíi"]);

Ðèñ. 4.5: Ãðàôiêè ðåçóëüòàòiâ ðåãðåñiéíîãî àíàëiçó.
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4.2 Ïàðàìåòðè÷íå òà ïîëÿðíå çàäàííÿ ôóíêöié

Ïðè ïàðàìåòðè÷íîìó ïðåäñòàâëåííi ôóíêöiÿ çàäà¹òüñÿ ó âèãëÿäi x = φ(t); y = ψ(t),
t ∈ [t1, t2]. Êîìàíäà Maxima ïîáóäîâè ãðàôiêà â òàêîìó ðàçi:

plot2d([parametric,%phi(t),%psi(t),[t,t1,t2]],[nticks,N]).

Äîäàòêîâó îïöiþ nticks â öié êîìàíäi êðàùå äîïèñóâàòè i ïðèéìàòè ðiâíîþ 80-100,
öå çáiëüøèòü ãëàäêiñòü êðèâî¨.

Ðèñ. 4.6: ¾Êîëî¿ òà êîëî ç âèêîðèñòàííÿì [same_xy].

Çîáðàçèìî, íàïðèêëàä, êîëî ââåäåííÿì êîìàíäè

(%i1) plot2d([parametric,sin(t),cos(t),[t,0,2*%pi]],[nticks,100]);

(%o1) [C : /Users/orreg/maxout.gnuplot]

Âèâåäåíèé íà åêðàí ãðàôiê âèÿâèòüñÿ çîâñiì íå êîëîì, à åëiïñîì (Ðèñ. 4.6). Ïðè÷èíà
â òîìó, ùî Maxima ñàìîâiëüíî çìiíþ¹ ìàñøòàá îñåé ãðàôiêà, äëÿ êðàùî¨ ëåãêî÷èòíîñòi.
ßêùî ïîòðiáíå ñ�àìå íàìàëüîâàíå êîëî, íåîáõiäíî äîäàòè îïöiþ [same_xy].

(%i2) plot2d([parametric,sin(t),cos(t),[t,0,2*%pi]],[nticks,100],

[same_xy]);

(%o2) [C : /Users/orreg/maxout.gnuplot]

ßêùî îáðàìëåííÿ çîâíiøíiìè ìåæàìè íå ïîòðiáíå, â îïöiÿõ ïîòðiáíî äîäàòè
[box,false]. Ùîá îòðèìàíèé ãðàôiê íå äîòèêàâñÿ ìåæ áîêñà, íåîáõiäíî äîïèñàòè ÿâíî
ìåæi çìií x òà y, íàïèêëàä, [x,-1.5,1.5], [y,-1.5,1.5].

Ùå ïðèêëàäè: ôiãóðà Ëiñàæó òà êàðäiî¨äà Ïàñêàëÿ (Ðèñ. 4.7).

(%i3) wxplot2d([parametric,sin(3*t),sin(4*t),

[t,0,2*%pi]],[nticks,100],[same_xy])$
(%i4) wxplot2d([parametric,2*cos(t)*(1+cos(t)),2*sin(t)*(1+cos(t)),

[t,0,2*%pi]],[nticks,100],[same_xy])$

Äëÿ ïîáóäîâè ãðàôiêà â ïîëÿðíèõ êîîðäèíàòàõ ïîòðiáíî çàäàòè çàëåæíiñòü ïîëÿð-
íîãî ðàäióñà âiä ïîëÿðíîãî êóòà. Íåõàé ρ = ρ(θ) (a ≤ θ ≤ b) � òàêà çàëåæíiñòü. Òîäi ãðà-
ôiê öi¹¨ ôóíêöi¨ â ïîëÿðíèõ êîîðäèíàòàõ ìîæíà ïîáóäóâàòè, äîäàâøè äî êîìàíäè plot2d

îïöiþ [gnuplot_preamble,set polar;set zeroaxis]. Öÿ îïöiÿ áóäå äiÿòè ëèøå çà óìîâè,
ùî âèáðàíèé ôîðìàò ãðàôiêà gnuplot.
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Ðèñ. 4.7: Ôiãóðà Ëiñàæó, êàðäiî¨äà Ïàñêàëÿ.

�, îäíàê, ñïîñiá, ÿêèé ñïðîùó¹ ïîáóäîâó ãðàôiêà â ïîëÿðíèõ êîîðäèíàòàõ, i çâîäèòü
éîãî äî çâè÷íî¨ ôîðìè íàïèñàííÿ. Öå çàïðîâàäæåííÿ íîâî¨ êîìàíäè plot_polar:

plot_polar(expr,range):=block([theta_var: range[1]],plot2d(

['parametric,cos(theta_var)*expr,sin(theta_var)*expr,range],[nticks,100]));

Îäèí ðàç ââiâøè òàêó ôóíêöiþ âMaxima, ïðîòÿãîì ñåñi¨ ìîæíà êîðèñòóâàòèñü òàêèì
ñèíòàêñèñîì: plot_polar(f(t),[t,t1,t2]).

Íàêðåñëèìî äëÿ ïðèêëàäó ãðàôiêè ôóíêöié ρ = sin θ + 2 cos 2θ; ρ = 3θ2 (Ðèñ. 4.8).

(%i5) plot_polar(sin(t)+2*cos(2*t),[t,0,%pi]);

(%o5) [C : /Users/orreg/maxout.gnuplot]

(%i6) plot_polar(3*t^2,[t,0,5*%pi]);

(%o6) [C : /Users/orreg/maxout.gnuplot]

Çíîâó æ òàêè, òîâùèíó òà ñòèëü ëiíi¨ ìîæíà ðåãóëþâàòè, âèêîðèñòîâóþ÷è îïöiþ
style (íàïðèêëàä, [style,[lines,3,3]] âèäà¹ òîâùèíó 3 i çåëåíèé êîëið).

Ðèñ. 4.8: Ïîëÿðíi êîîðäèíàòè.
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4.3 Òðèâèìiðíi ãðàôiêè

3d-îá'¹êòè ó Maxima ìîæóòü áóòè óòâîðåíi äâîìà ðiçíèìè ñïîñîáàìè:
1. Çàäàíà ôóíêöiÿ z = f(x, y); äiàïàçîíè äëÿ x-çíà÷åíü òà y-çíà÷åíü ïîâèííi áóòè

îãîëîøåíi, z-äiàïàçîí ïðè öüîìó îá÷èñëþ¹òüñÿ àâòîìàòè÷íî.
2. Çàäàíà ôóíêöiÿ ó ïàðàìåòðè÷íié ôîðìi fx(u, v), fy(u, v), fz(u, v), ùî çàëåæàòü

âiä äâîõ (âèáið ïîçíà÷åíü äîâiëüíèé) ïàðàìåòðiâ u i v. Íåîáõiäíî îãîëîñèòè äiàïàçîíè
ïàðàìåòðiâ u i v, äiàïàçîíè êîîðäèíàò fx, fy i fz íå îãîëîøóþòüñÿ.

Ñèíòàêñèñ êîìàíäè:
(wx)plot3d(f(x,y),[x,a,b],[y,c,d]) � ïðÿìå çàäàííÿ ôóíêöi¨ z = f(x, y);
(wx)plot3d([fx,fy,fz],[u,a,b],[v,c,d]) � ïàðàìåòðè÷íå çàäàííÿ ôóíêöi¨.
Íàêðåñëèìî äâi íàñòóïíi ôóíêöi¨ äëÿ äåìîíñòðàöi¨ îáîõ âèïàäêiâ (Ðèñ. 4.9):

z(x, y) =
1

1 + x2 + y2
;


fx(u, v) = cosu;

fy(u, v) = v;

fz(u, v) = u+ sin v.

(%i1) plot3d(1/(1+x^2+y^2),[x,-2,2],[y,-2,2]);

(%o1) [C : /Users/orreg/maxout.gnuplot]

(%i2) plot3d([cos(u),v,u+sin(v)],[u,0,2*%pi],[v,0,2*%pi],[same_xy])$

(%o2) [C : /Users/orreg/maxout.gnuplot]

Ðèñ. 4.9: Òðèâèìiðíi ãðàôiêè.

ßêùî ¹ ïîòðåáà ìàòè âáóäîâàíi â òiëî äîêóìåíòó wxMaxima ãðàôiêè, íåîáõiäíî
ââîäèòè òi æ ñàìi êîìàíäè, àëå ó âèãëÿäi wxplot3d. Àëå ïðè öüîìó âòðà÷à¹òüñÿ äóæå
êîðèñíà âëàñòèâiñòü ïîáóäîâàíèõ ó gnuplot ãðàôiêiâ: ¨õ ìîæíà îáåðòàòè ìèøêîþ, ìiíÿþ÷è
îãëÿä òà êóò çîðó.

Îïöiÿ [palette,false] âiäêëþ÷à¹ êîëüîðîâå çàáàðâëåííÿ ïîâåðõíi, çàëèøàþ÷è ëiíi¨
õàðàêòåðèñòèê.

Îïöiÿ [same_xyz] � ðîáèòü ìàñøòàáè âñiõ îñåé îäíàêîâèìè.
Êîìàíäà contour_plot(f(x,y),[x,a,b],[y,c,d]) � çîáðàæà¹ ëiíi¨ ðiâíiâ ôóí-

êöi¨ äâîõ çìiííèõ, ¨õ ÷èñëî òà êîëið ìîæóòü áóòè çàçíà÷åíi âèêîðèñòàâøè îïöiþ
gnuplot_preamble.

(%i3) plot3d(cos(x)*sin(y),[x,0,2*%pi],[y,0,2*%pi],[palette,false]);

(%o3) [C : /Users/orreg/maxout.gnuplot]
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(%i4) contour_plot(cos(x)*sin(y),[x,0,2*%pi],[y,0,2*%pi]);

(%o4) [C : /Users/orreg/maxout.gnuplot]

Ðèñ. 4.10: Ôóíêöiÿ z = sinx · cos y òà ¨¨ ëiíi¨ ðiâíiâ.

Îïöi¨ [nticks,N] òà [adapt_depth,N] çàäàþòü êiëüêiñòü òà ìàêñèìàëüíó ìíîæèíó
ïî÷àòêîâèõ òî÷îê äëÿ ïîáóäîâè êðèâî¨. Âîíè ïîòðiáíi, ùîá çîáðàæåíà ïîâåðõíÿ áóëà äî-
ñòàòíüî ¾ãëàäêîþ¿.

Îïöiÿ [grid,Nx,Ny] � âêàçó¹, ñêiëüêîìà òî÷êàìè ïîëiãîíó áóäå àïðîêñèìóâàòèñü
êðèâà õàðàêòåðèñòèê. Öÿ êîìàíäà ç ¾ïëàâíî¨¿ êðèâî¨ ðîáèòü âiäðiçêè ïðÿìèõ. Íàïðèêëàä,
ïîáóäîâàíà âèùå ïîâåðõíÿ z(x, y) = 1

1+x2+y2
ç äîäàâàííÿì [grid,5,5] áóäå âèãëÿäàòè òàê,

ÿê çîáðàæåíî íà Ðèñ 4.11. Ç äîïîìîãîþ grid ìîæíà çîáðàçèòè ïðîñòîðîâó êðèâó ( âèíòîâó
ëiíiþ), áåç ¨¨ çàñòîñóâàííÿ öÿ êðèâà áóëà á çàíàäòî ¾ëàìàíîþ¿.

(%i5) plot3d(1/(1+x^2+y^2),[x,-1,1],[y,-1,1],[grid,5,5]);

(%o5) [C : /Users/orreg/maxout.gnuplot]

(%i6) plot3d([sin(u),cos(u),3*u],[u,0,6*%pi],[v,0,1],[grid,100,100]);

(%o6) [C : /Users/orreg/maxout.gnuplot]

Ðèñ. 4.11: Çàñòîñóâàííÿ îïöi¨ grid.

Ùå äåÿêi ïðèêëàäè ïðîñòîðîâèõ ïîâåðõîíü � îäíîñòîðîííÿ ñìóæêà Ìåáióñà òà îäè-
íè÷íà ñôåðà (óâàæíèé ÷èòà÷ îäðàçó âïiçíà¹ â êîìàíäàõ âèðàçè äëÿ x, y, z ó ñôåðè÷íié
ñèñòåìi êîîðäèíàò).

(%i7) plot3d([cos(u)*(3+v*cos(u/2)),sin(u)*(3+v*cos(u/2)),v*sin(u/2)],

[u,-%pi,%pi],[v,-1,1]);

plot3d([cos(u)*sin(v),sin(u)*sin(v),cos(v)],[u,-%pi/2,%pi/2],

[v,0,2*%pi],[same_xy],[palette,false],[title, "Sphere"]);
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Ðèñ. 4.12: Ñìóæêà Ìåáióñà òà îäèíè÷íà ñôåðà.

4.4 Ôóíêöi¨, çàäàíi íåÿâíî

Äëÿ ïîáóäîâè ãðàôiêiâ ôóíêöié, çàäàíèõ íåÿâíèì ÷èíîì, âèêîðèñòîâó¹òüñÿ êîìàí-
äà plot2d, ó ÿêié íåîáõiäíî âêàçàòè âèðàç (àáî êiëüêà âèðàçiâ), òà îáîâ'ÿçêîâî iíòåðâàë
çìiííèõ ÿê ïî x, òàê i ïî y. Ñèíòàêñèñ â òàêîìó âèïàäêó:

plot2d([eqn1,eqn2,...],[x,a,b],[y,c,d],opts).
▶ Íàêðåñëèòè ãðàôiêè íåÿâíèõ ôóíêöié: xy2 = x− y3, xy = x2 − y (Ðèñ. 4.13(a)).

(%i1) plot2d([x*y^2=x-y^3,x*y=x^2-y],[x,-6,6],[y,-4,4],

[legend,"expr1","expr2"]);

Ðèñ. 4.13: Ãðàôiêè íåÿâíî çàäàíèõ ôóíêöié ÷åðåç plot (a) òà implicit_plot (á).

Ïîðÿä ç öèì ìîæíà âèêîðèñòîâóâàòè äîäàòêîâèé ïàêåò implicit_plot, ÿêîãî òðåáà
ïîïåðåäíüî ïiäêëþ÷èòè êîìàíäîþ load. Ñèíòàêñèñ êîìàíäè:

implicit_plot([eqn1(x,y),eqn2(x,y),...],[x,a,b],[y,c,d]),
òóò eqni(x,y) � îäíå ñïiââiäíîøåííÿ ìiæ x òà y àáî ñïèñîê ñïiââiäíîøåíü, [x,a,b]

� çàäàííÿ çìiíè ïî x, [y,c,d] � çàäàííÿ çìiíè ïî y.
▶ Çîáðàçèòè ãðàôiê êðèâî¨ x+ y = sinxy.
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(%i9) implicit_plot(x+y=sin(x*y),[x,-5,5],[y,-5,5],[same_xy]);

(%o9) done

Ãðàôiê íà Ðèñ. 4.13(á). Âèäíî, ùî ÿêiñòü òà ÷iòêiñòü ìàëþíêà ç êîìàíäîþ plot ¹ âèùîþ,
îñêiëüêè àëãîðèòì ïîáóäîâè ãðàôiêà ¹ iíøèì.

4.5 Äîäàòêîâi îïöi¨ gnuplot

gnuplot � îäèí ç íàéáiëüø ôóíêöiîíàëüíèõ âiäêðèòèõ ãðàôi÷íèõ ïðîöåñîðiâ ç øè-
ðîêèìè ìîæëèâîñòÿìè. Ïîïåðåäíüî ìè áà÷èëè, ùî ðåàëiçàöiÿ êîìàíä gnuplot ó Maxima

¹ ïðîñòîþ òà ÷iòêîþ, îäíàê âîäíî÷àñ ïðàãíåííÿ äî ïðîñòîòè íàêëàëî ïåâíi îáìåæåííÿ íà
òèï òà âèãëÿä ïîáóäîâàíèõ çîáðàæåíü. Íàïðèêëàä, ÷àñòî ïîñòà¹ ïèòàííÿ ïðî âiäîáðàæå-
ííÿ êðèâî¨ øòðèõîâàíîþ ëiíi¹þ, çàäàííÿ ñïåöiàëüíîãî êîëüîðó êðèâié (ïîçà ñòàíäàðòíèì
íàáîðîì), àáî çìiíà ìiñöÿ ðîçìiùåííÿ ëåãåíäè ó ãðàôiêó. Âñi öi ìîæëèâîñòi (i íàáàãàòî
áiëüøå) ðåàëiçîâàíi ó gnuplot, àëå äëÿ ¨õ çäiéñíåííÿ íåîáõiäíî çâåðòàòèñü äî çàñòîñóíêó
íàïðÿìó ÷åðåç êîìàíäó gnuplot_preamble. Çàãàëüíèé âèãëÿä ñèíòàêñèñó íàñòóïíèé:

[gnuplot_preamble, "set ..., set ..."]

Ðîçãëÿíåìî äîäàòêîâi îïöi¨ äîêëàäíiøå. Ìè îáåðåìî íàéáiëüø ïîøèðåíi òà ïîòði-
áíi, âçàãàëi ¨õ êiëüêiñòü äîñòàòíüî âåëèêà, òîìó äëÿ ïîâíîãî îçíàéîìëåííÿ ðåêîìåíäó¹ìî
çâåðíóòèñü çà äîâiäêîþ gnuplot.

set output "filename" � çàäàííÿ âèâîäó îá'¹êòà (íàçâà ôàéëó ç âiäïîâiäíèì ðîç-
øèðåííÿì);

set size xscale, yscale � ìàñøòàáóâàííÿ äiàãðàìè âiäïîâiäíî äî ðîçìiðó âñüîãî
ãðàôiêà;

set size ratio n � çàäàííÿ ìíîæíèêà ìàñøòàáó äiàãðàìè;
set|unset key � âêëþ÷à¹/âèêëþ÷à¹ ëåãåíäó;
set key left|right top|bottom � çàäàííÿ ìiñöÿ ðîçìiùåííÿ ëåãåíäè, left=çëiâà,

right=ñïðàâà, top=çâåðõó, bottom=çíèçó;
set polar � ïîáóäîâà ãðàôiêiâ ó ïîëÿðíèõ êîîðäèíàòàõ;
set dashtype '.-' � çàäàííÿ äëÿ ñïèñêó ôóíêöié òèïiâ øòðèõîâàíî¨ ëiíi¨; âèãëÿä

øòðèõîâêè êåðó¹òüñÿ âèðàçîì ó ëàïêàõ, âií ìîæå ñêëàäàòèñü ç áóäü-ÿêî¨ êîìáiíàöi¨ êðàïîê
òà äåôiñiâ, i âîíè áóäóòü ïîâòîðåíi íà ãðàôiêó;

set xtics ('π' 3.14, ...) � çàäàííÿ îêðåìèõ ïîçíà÷îê íà îñi x; ó ëàïêàõ çàïèñó-
¹òüñÿ íàçâà ïîçíà÷êè, ïîòiì ¨¨ ÷èñëîâå çíà÷åííÿ.

Ïðîäåìîíñòðó¹ìî öi îïöi¨ íà Ðèñ.4.14.

(%i1) plot2d(

[x, x*cos(x)], [x, 0, 2*%pi],

[gnuplot_preamble, "

set dashtype '..--',

set dashtype '.-',

set key left top,

set xtics ('pi/2' 1.507, 'pi' 3.14, '3pi/2' 4.71)"],

[style, [lines, 2, 4], [lines, 2, 7]]

);

Äëÿ òðèâèìiðíèõ ãðàôiêiâ ìîæëèâi íàñòóïíi îïöi¨:
set|unset hidden3d � âêëþ÷à¹/âèêëþ÷à¹ ïðèõîâàíi ëiíi¨ â 3d-ãðàôiêàõ;
set|unset grid � âêëþ÷à¹/âèêëþ÷à¹ êîîðäèíàòíó ñiòêó;
set cntrparam levels N � êiëüêiñòü êîíòóðíèõ ëiíié â êîìàíäi contour-plot.
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Ðèñ. 4.14: Ãðàôiêè ôóíêöié çi ñïåöiàëüíèìè îïöiÿìè.

Êîëüîðîâà ïàëiòðà â 3d-îá'¹êòàõ çàäà¹òüñÿ îïöi¹þ
[palette,[gradient|hue|saturation|value, N1, N2, N3, N4]],

ó ÿêié ïðè îáðàííi çíà÷åííÿ gradient âåëè÷èíè N1, N2, N3, N4 ìàþòü áóòè ÷îòèðìà
êîëüîðàìè, çà ÿêèìè ïîâåðõíÿ çìiíþ¹òüñÿ âiä íèçó äî âåðõó; à ïðè îáðàííi çíà÷åíü
hue|saturation|value âåëè÷èíè N1, N2, N3, N4 ìàþòü áóòè ÷îòèðìà ÷èñëàìè âiä 0 äî
1, ó ÿêèõ ïåðøå ÷èñëî ïîçíà÷à¹ êîëiðíå ìiñöå íà ñïåêòðàëüíié ïàëiòði, à òðè iíøèõ ¹
äîäàòêîâèìè õàðàêòåðèñòèêàìè öüîãî êîëüîðó (íàñè÷åíiñòü òà ií.)

(%i1) plot3d(sin(x*y),[x,0,%pi],[y,0,%pi],[z,-1,2],

[palette,[gradient,brown,red,orange,blue]]);

(%i1) plot3d(sin(x*y),[x,0,%pi],[y,0,%pi],[z,-1,2],

[palette,[saturation,0.09,0.2,0.8,0.7]],

[gnuplot_preamble,"set grid"]);

Ðèñ. 4.15: Ðiçíi çàäàííÿ êîëüîðîâîãî ðîçôàðáóâàííÿ êîìàíäîþ palette.
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4.6 Çàâäàííÿ äî Ðîçäiëó 4

Äâîâèìiðíi ãðàôiêè

4.1. Íàêðåñëèòè ãðàôiêè ôóíêöié: y = x, y = −x, y = x sinx, x ∈ [−5π, 5π]. Âèäiëèòè îñi,
ïiäïèñàòè êðèâi ¾Ìåðêóðié¿, ¾Âåíåðà¿, ¾Ìàðñ¿.

4.2. Íàêðåñëèòè ãðàôiêè ôóíêöié: y = e−x2
, y = −

√
x, y = lnx, x ∈ [−6, 6], y ∈ [−4, 4]. Âè-

äiëèòè îñi, íàçâàòè ¨õ ¾âiäñòàíü¿, ¾÷àñ¿. Ïiäïèñàòè êðèâi ¾Ãàóññ¿, ¾Êîðiíü¿, ¾Ëîãàðèôì¿.

4.3. Íàêðåñëèòè ãðàôiê ôóíêöi¨: y = cos(t3), t ∈ [−3, 3]. Ãðàôiê íå ïîâèíåí äîòèêàòèñü äî
ìåæ áîêñà. Çíàéòè áóäü-ÿêi òðè òî÷êè, ùî íàëåæàòü öié êðèâié, çîáðàçèòè ¨õ íà ãðàôiêó
çiðî÷êàìè ÷îðíîãî êîëüîðó.

4.4. Íàêðåñëèòè ãðàôiê íåÿâíî¨ ôóíêöi¨: shx = x2 + y2, x ∈ [−1, 5], y ∈ [−5, 5]. Âèäiëèòè
îñi, íàçâàòè ¨õ ¾àìïëiòóäà¿, ¾êîîðäèíàòà¿.

4.5. Íàêðåñëèòè äèñêðåòíi ãðàôiêè: òî÷êè ç'¹äíàíi âiäðiçêàìè (0,0), (3,2), (6,0), (4,3), (6,6),
(3,4), (0,6), (2,3), (0,0); îêðåìi òî÷êè (òðèêóòíèêè) (3,1), (5,3), (3,5), (1,3). Ìàñøòàá îñåé
çðîáèòè îäíàêîâèì, ïiäïèñàòè íàáîðè òî÷îê: ¾Çiðêà¿, ¾Ðîìá¿.

4.6. Íàêðåñëèòè äèñêðåòíi ãðàôiêè: òî÷êè ç'¹äíàíi âiäðiçêàìè (1,1), (4,5), (9,5), (9,1), (1,1);
îêðåìi òî÷êè (õðåñòèêè) (4,1), (6.5,3), (9,5); x ∈ [−2, 8], y ∈ [−2, 8]. Ìàñøòàá îñåé çðîáèòè
îäíàêîâèì, ïiäïèñàòè íàáîðè òî÷îê: ¾Òðàïåöiÿ¿, ¾Òî÷êè¿.

4.7. Íàêðåñëèòè ãðàôiê ïàðàìåòðè÷íî¨ ôóíêöi¨: x = 20(cos t + 0.2 cos 5t); y = 20(sin t −
0.2 sin 5t), t ∈ [0, 2π]. Òîâùèíó ëiíié çðîáèòè 4, êîëið ÷åðâîíèé, ìàñøòàá îñåé îäíàêîâèé.
Ïîçíà÷èòè íà ãðàôiêó òàêi òî÷êè: ïðè t = 1.5, t = 3.5, t = 5.5.

4.8. Íàêðåñëèòè ãðàôiê ïîëÿðíî¨ ôóíêöi¨: ρ = (θ + 1)2, θ ∈ [−2π, 2π]. Òîâùèíó ëiíié
çðîáèòè 3, êîëið ÷îðíèé. Ïîçíà÷èòè íà ãðàôiêó äâi òî÷êè: ïðè θ = −5 òà θ = 5.

4.9. Íàêðåñëèòè ãðàôiê ïàðàìåòðè÷íî¨ ôóíêöi¨: x = sin 5t cos t; y = sin 5t sin t, t ∈ [0, 2π].
Òîâùèíó ëiíié çðîáèòè 3, êîëið ÷îðíèé, ìàñøòàá îñåé îäíàêîâèé. Ïîçíà÷èòè íà ãðàôiêó
òàêi òî÷êè: ïðè t = 0.5π, t = 1.3π, t = 1.7π.

4.10. Íàêðåñëèòè ãðàôiê íåÿâíî¨ ôóíêöi¨: x4−96x2 = y4−100y2, x ∈ [−22, 22], y ∈ [−22, 22].
Âèäiëèòè îñi, íàçâàòè ¨õ ¾÷àñ¿, ¾âiäñòàíü¿.

Òðèâèìiðíi ãðàôiêè

4.11. Ïîáóäóâàòè ïîâåðõíþ: sin(x2 + y2); x ∈ [0, 3], y ∈ [0, 3]. Ïiäïèñàòè îñi ¾Ïiâíi÷¿,
¾Ïiâäåíü¿, ¾Çàõiä¿.

4.12. Ïîáóäóâàòè òîð: fx = (3 + cos v) cosu; fy = (3 + cos v) sinu; fz = sin v; u ∈
[0, 2π], v ∈ [−π, π]. Çìiíèòè ìåæi òàê, ùîá âií ñòàâ çðiçàíèì.

4.13. Ïîáóäóâàòè ãiïåðáîëî¨ä: fx = (5+ ch v) cosu; fy = (5+ ch v) sinu; fz = sh v; u ∈
[0, 2π], v ∈ [−π, π]. Çìiíèòè ìåæi òàê, ùîá âií ñòàâ çðiçàíèì.

4.14. Ïîáóäóâàòè ãåëiêî¨ä: fx = u sin v; fy = u cos v; fz = v/3; u ∈ [−1, 1], v ∈ [0, 10].

4.15. Ïîáóäóâàòè ìóøëþ ðàâëèêà: fx = 1.16v · cos v(1 + cosu); fy = −1.16v · sin v(1 +
cosu); fz = −2·1.16v ·(1+sinu); u ∈ [0, 2π], v ∈ [−10, 6]. Âñòàíîâèòè îïöiþ çãëàäæóâàííÿ
[100,100].
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4.16. Ïîáóäóâàòè êîíóñ äâîìà ñïîñîáàìè: ïàðàìåòðè÷íå çàäàííÿ fx = sinu cos v; fy =

sinu sin v; fz = | sinu|; u ∈ [0, 5], v ∈ [0, 5]; ïðÿìå çàäàííÿ z = 3
√
x2/4 + y2/4; x ∈

[−5, 5], y ∈ [−5, 5]. Çìiíèòè ìåæi òàê, ùîá âií ñòàâ çðiçàíèì.

4.17. Ïîáóäóâàòè ïîâåðõíþ: z = 20e−x2−y2 −10; x ∈ [0, 2]; y ∈ [−3, 3]. Çîáðàçèòè êîíòóðíi
ëiíi¨ öi¹¨ ïîâåðõíi.

4.18. Ïîáóäóâàòè ïðîñòîðîâó êðèâó ¾òîðíàäî¿: fx = u cosu; fy = u sinu; fz = u; u ∈
[0, 8π], v ∈ [0, 3]. Âñòàíîâèòè îïöiþ çãëàäæóâàííÿ [100,100].

4.19. Ïîáóäóâàòè öèëiíäð: fx = sinu; fy = cosu; fz = v; u ∈ [0, 2π], v ∈ [0, 2]. Ìàñ-
øòàá îñåé çðîáèòè îäíàêîâèì, ðîçôàðáóâàííÿ âèìêíóòè.

4.20. Ïîáóäóâàòè ïîâåðõíþ: fx = cosu cos v; fy = cosu sin v; fz = sh v; u ∈ [0, π], v ∈
[0, π].



Ðîçäië 5

Âiçóàëiçàöiÿ ïðîöåñiâ

Ïðè ìîäåëþâàííi ôiçè÷íèõ ïðîöåñiâ âàæëèâîþ ñêëàäîâîþ ¹ âiçóàëiçàöiÿ îòðèìàíèõ
äàíèõ ó òié ÷è iíøié ôîðìi. Öå äîçâîëÿ¹ iíòåðïðåòóâàòè iíôîðìàöiþ ó çðó÷íîìó äëÿ
ñïðèéíÿòòÿ ëþäèíè âèãëÿäi, à çìiíà áóäü-ÿêèõ ïàðàìåòðiâ ñèñòåìè ìèòò¹âî íàáóâà¹ öiëêîì
íàî÷íîãî ïðåäñòàâëåííÿ.

Äëÿ ñòâîðåííÿ ãðàôi÷íèõ îá'¹êòiâ Maxima âèêîðèñòîâó¹ çîâíiøíié çàñòîñóíîê
gnuplot, ÿêèé ¹ ïîâíiñòþ íåçàëåæíèì ïðî¹êòîì (òàêîãî ðîäó ñèìáiîçè ¹ çâè÷íèìè äëÿ
ñâiòó Open Source, âiäêðèòîãî âiëüíîãî ïðîãðàìíîãî çàáåçïå÷åííÿ). Ïîðÿä ç öèì, ó Maxi-

ma iñíó¹ áiëüø ïðîñóíóòèé ïðîöåñîð âiçóàëiçàöi¨ VTK (The Visualization Toolkit), äëÿ
âèêîðèñòàííÿ ÿêîãî íåîáõiäíî çìiíèòè ðåíäåðåð âiäïîâiäíîþ êîìàíäîþ. Îñíîâíà âiäìií-
íiñòü ìiæ öèìè ïàêåòàìè ïîëÿãà¹ ó ôîðìàòi âèõiäíîãî îá'¹êòó: ÿêùî ó gnuplot öå ðàñòðîâi
çîáðàæåííÿ àáî ¨õ ñóêóïíîñòi (àíiìîâàíi .gif-ôàéëè), òî ó VTK öå ïîâíîöiííi 3d-ìîäåëi,
ÿêi ìîæëèâî çáåðiãàòè ó ôîðìàòàõ .stl, .ply, .vrml çi âñi¹þ ïîâíîòîþ âåêòîðíèõ çîáðàæåíü.
Öi ôîðìàòè ïiäòðèìóþòüñÿ øèðîêèì êîëîì çàñòîñóíêiâ äëÿ ïîäàëüøîãî ðåäàãóâàííÿ ÷è
ïåðåãëÿäó, äëÿ ïðèêëàäó Blender, Autodesk Inventor CAD, SolidWorks, FreeCAD òà ií.

5.1 Ãðàôi÷íèé iíòåðôåéñ draw

Äëÿ ïîáóäîâè ãðàôiêiâ ôóíêöié ïîòóæíèì iíñòóìåíòîì ¹ êîìàíäè plot(2d|3d), ñèí-
òàêñèñ òà ìîæëèâîñòi ÿêèõ äîêëàäíî ðîçãëÿíóòi ðàíiøå. Öi êîìàíäè âèðiçíÿþòüñÿ ïðî-
ñòîòîþ òà ëàêîíi÷íiñòþ çàïèñó, òà ¹ çðó÷íèìè äëÿ çîáðàæåííÿ ëiíié òà ïîâåðõîíü ïðè
ïðÿìîìó çàäàííi ôóíêöiîíàëüíèõ çàëåæíîñòåé y = f(x) àáî z = f(x, y). Îäíàê ÷àñòî
âèíèêà¹ ïîòðåáà ó ïîáóäîâi çîáðàæåíü, ÿêi âçàãàëi íå ¹ ãðàôiêàìè ôóíêöié (êðóãîâi ÷è
ñòîâï÷èêîâi äiàãðàìè, âåêòîðè, çàïîâíåíà ðiçíèìè êîëüîðàìè ìàòðè÷íà ñiòêà, àáî çàïîâ-
íåíi êîëüîðîì ðiçíîìàíiòíi ôiãóðè). Â òàêîìó âèïàäêó çâåðòàþòüñÿ äî iíòåðôåéñó gnuplot
draw, ùî íàäà¹ äîäàòêîâèé íàáið ãðàôi÷íèõ ïðîöåäóð Maxima. Öi êîìàíäè ïðîïîíóþòü
íàáàãàòî áiëüøó ãíó÷êiñòü äëÿ íàëàøòóâàííÿ òà àäàïòàöi¨ ãðàôiêiâ äî êîíêðåòíèõ âèìîã.
Öiíîþ òàêèõ ïîêðàùåíü ñòà¹ äåùî ñêëàäíiøèé çàïèñ ñèíòàêñèñó çàäàííÿ çîáðàæåíü.

Ïàêåò draw íåîáõiäíî çàâàíòàæèòè ïåðåä éîãî ïåðøèì âèêîðèñòàííÿì.

(%i1) load(draw)$

Êîìàíäà draw çîáðàæà¹ òàê çâàíi ñöåíè. Çàãàëüíèé ñèíòàêñèñ êîìàíäè íàñòóïíèé:
draw(scene1,scene2,...,opts).
Òóò scene1,scene2,... � âiäïîâiäíi ñöåíè, opts � ãëîáàëüíi îïöi¨. Çàäàííÿ ñöåíè

âèêëèêà¹òüñÿ êîìàíäàìè
gr2d(opts,graphic_object,...) � ñòâîðþ¹ 2d-ñöåíó, ñêîìïîíîâàíó ç äâîâèìiðíîãî

ãðàôi÷íîãî îá'¹êòó ç îïöiÿìè opts;

50
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gr3d(opts,graphic_object,...) � ñòâîðþ¹ 3d-ñöåíó, ñêîìïîíîâàíó ç òðèâèìiðíîãî
ãðàôi÷íîãî îá'¹êòó ç îïöiÿìè opts.

Ïîðÿä ç òàêèì çàïèñîì âèêîðèñòîâóþòüñÿ ùå äâi ìîæëèâîñòi:
draw2d(opts,graphic_object,...), draw3d(opts,graphic_object,...) � áóäó¹ 2|3-

âèìiðíèé ãðàôi÷íèé îá'¹êò ç îïöiÿìè opts. Íàé÷àñòiøå íà ïðàêòèöi ãðàôiê ìiñòèòü îäíó
ñöåíó, òîìó â òàêîìó âèïàäêó ñêîðî÷åíèé çàïèñ draw2d|3d ¹ çðó÷íèì. Çàãàëîì âèðàçè
draw2d|3d òà draw(gr2d|3d) ¹ åêâiâàëåíòíèìè. Çàïèñ ó âèãëÿäi draw(gr2d|3d) äîöiëüíî
âèêîðèñòîâóâàòè òîäi, êîëè íà îäíîìó ìàëþíêó íåîáõiäíî çîáðàçèòè çîáðàæåííÿ ðiçíèõ
òèïiâ (äâîâèìiðíèõ òà òðèâèìiðíèõ îá'¹êòiâ). Ó âèïàäêó âèêîðèñòàííÿ ôóíêöi¨ plot òàêà
ìîæëèâiñòü íå ðåàëiçîâó¹òüñÿ.

Ïîðÿä ç êîìàíäàìè ñiìåéñòâà draw ìîæíà âèêîðèñòîâóâàòè wxdraw, òîäi âiäïîâiäíi
ãðàôiêè áóäóòü âèâîäèòèñü íå ó îêðåìîìó âiêíi, à âáóäîâàíi ó òiëî äîêóìåíòó. Âèêîðèñòàâ-
øè ìåíþ wxMaxima ¾Ðåäàãóâàííÿ � Íàëàøòóâàòè � Ðîáî÷èé àðêóø¿, ìîæíà âèáðàòè
ó ïóíêòi ¾Òèïîâèé ðîçìið êðåñëåíü äëÿ íîâèõ ñåàíñiâ Maxima¿ çíà÷åííÿ ðîçøèðåííÿ
âáóäîâàíèõ ãðàôiêiâ.

Îïöi¨ ïîäiëÿþòüñÿ íà ãëîáàëüíi òà ëîêàëüíi. Ëîêàëüíi ïàðàìåòðè, ùî ñòîñóþòüñÿ
äî ïåâíîãî ãðàôi÷íîãî îá'¹êòó, ïîâèííi ïåðåäóâàòè öüîìó îá'¹êòó. Ïîëîæåííÿ ãëîáàëü-
íèõ ïàðàìåòðiâ (íàïðèêëàä, äëÿ îãîëîøåííÿ âèõiäíîãî ôîðìàòó ÷è çàãàëüíîãî âèãëÿäó
ñèñòåìè êîîðäèíàò) ¹ äîâiëüíèì. Îïöi¨ îãîëîøóþòüñÿ ÿê ðiâíÿííÿ opt=flag ç íàçâîþ â
ëiâié ÷àñòèíi òà çíà÷åííÿì ó ïðàâié; çíà÷åííÿ ìîæå áóòè ÷èñëîì, ñïèñêîì (íàïðèêëàä,
äëÿ ïðèçíà÷åííÿ äiàïàçîíiâ) ÷è áóëåâèì âèðàçîì (true|false).

Ó ñêëàäíié ãðàôiöi, ùî ìiñòèòü áàãàòî îá'¹êòiâ, ñïèñîê ïàðàìåòðiâ ìîæå áóòè äîâãèì
i äåùî çàïëóòàíèì. Â òàêîìó âèïàäêó êîðèñíèìè áóäóòü íàñòóïíi ïîðàäè: ñòðóêòóðóâàòè
âõiäíi äàíi çà äîïîìîãîþ âiäïîâiäíèõ ðîçðèâiâ ðÿäêiâ i âiäñòóïiâ; íå îãîëîøóâàòè ãðàôi÷íi
îá'¹êòè áåçïîñåðåäíüî â ñïèñêó ïàðàìåòðiâ êîìàíä draw, à ïðèñâîþâàòè ¨ì iìåíà çìiííèõ
â îêðåìèõ êîìàíäàõ i âèêîðèñòîâóâàòè ¨õ ïiçíiøå ó ñïèñêó êîìàíä ãðàôiêà.

Çîáðàçèìî äëÿ ïðèêëàäó ïðîñòèé

Ðèñ. 5.1: Ïðîñòèé ãðàôiê ôóíêöi¨.

ãðàôiê ôóíêöi¨.

(%i2) graph:gr2d(

color =black,

nticks=100,

explicit(cos(t),t,0,2*%pi)

)$

(%i3) draw(graph);

5.1.1 Ãðàôi÷íi îá'¹êòè ó äâîâèìiðíîìó ïðîñòîði

Ïàêåò draw âèêîðèñòîâó¹ äëÿ ñòâîðåííÿ çîáðàæåíü íàñòóïíi êîìàíäè:
explicit(f(x),x,x1,x2) � ïðÿìå çàäàííÿ ôóíêöi¨ f(x) íà iíòåðâàëi x ∈ [x1;x2];
parametric(x(t),y(t),t,t1,t2) � ïàðàìåòðè÷íå çàäàííÿ ôóíêöi¨ {x(t), y(t)} çi çìi-

íîþ ïàðàìåòðà t ∈ [t1; t2];
implicit(eqn,x,x1,x2,y,y1,y2) � íåïðÿìå çàäàííÿ ôóíêöi¨ ÷åðåç ðiâíÿííÿ eqn íà

iíòåðâàëi x ∈ [x1;x2], y ∈ [y1; y2];
polar(r(%theta),%theta,%theta1,%theta2) � çàäàííÿ ôóíêöi¨ â ïîëÿðíèõ êîîðäè-

íàòàõ r = r(θ), ïðè çìiíi ïîëÿðíîãî êóòà θ ∈ [θ1; θ2];
points(x_list,y_list) � ìíîæèíà òî÷îê, ùî çàäàþòüñÿ ñïèñêàìè çíà÷åíü x òà y

âiäïîâiäíî;
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points([[x1,y1],[x2,y2],...]) � ìíîæèíà òî÷îê, êîæíà ç ÿêèõ çàäà¹òüñÿ ïàðîþ
[x; y];

polygon(x_list,y_list) � ìíîãîêóòíèê, ùî çàäà¹òüñÿ ñïèñêàìè êîîðäèíàò òî÷îê x
òà y âiäïîâiäíî;

polygon([[x1,y1],[x2,y2],...]) � ìíîãîêóòíèê, ùî çàäà¹òüñÿ çíà÷åííÿìè êîîð-
äèíàò òî÷îê [x; y];

rectangle([A1,A2],[B1,B2]) � ïðÿìîêóòíèê iç ïðîòèëåæíèìè òî÷êàìè [A1;A2] òà
[B1;B2];

ellipse(x0,y0,a,b,%phi1,%phi2) � åëiïñ ç öåíòðîì ó òî÷öi [x0; y0], ïiâîñÿìè a òà b,
ãðàôiê ïî÷èíà¹òüñÿ ç êóòà ϕ1, çàâåðøó¹òüñÿ êóòîì ϕ2;

bars([x1,h1,w1],[x2,h2,w2],...) � ñòîâï÷èêîâà äiàãðàìà, åëåìåíòàìè ÿêî¨ ¹ ñïè-
ñêè ç òðüîìà àðãóìåíòàìè: ïîëîæåííÿ íà îñi x, âèñîòà (ìîæå áóòè âiä'¹ìíîþ), øèðèíà;

label([½text�,x,y],...) � òåêñò ïiäïèñó íà ïîçèöi¨ [x; y];
vector([x,y],[A1,A2]) � âåêòîð ç ïî÷àòêîì â [x; y] òà êîìïîíåíòàìè [A1, A2].

Çîáðàçèìî ïðèêëàäè ðiçíèõ òèïiâ çàäàííÿ ãðà-

Ðèñ. 5.2: Ðiçíi ñïîñîáè çàäàííÿ ôóí-
êöié íà îäíîìó ãðàôiêó.

ôi÷íèõ åëåìåíòiâ. Ïàðàáîëà y = x2; êîëî â ïà-
ðàìåòðè÷íîìó âèãëÿäi {x(t) = cos t; y(t) = sin t};
íåïðÿìà ôóíêöiÿ sin(xy) = 0.1; ïîëÿðíà ôóíêöiÿ
r(θ) = 0.1 + 0.8 sin 3θ � çîáðàæåíi íà Ðèñ.5.2.

(%i16) draw2d(

proportional_axes=xy,

line_width=2,color=red,

explicit(x^2,x,-1,1),

color=black,nticks=160,

implicit(sin(x*y)=0.1,x,-1,1,y,-1,1),

color=blue,nticks=160,

parametric(cos(t),sin(t),t,0,2*%pi),

color=orange,nticks=160,

polar(0.1+0.8*sin(3*t),t,0,%pi))$

Ðîçãëÿíåìî òåïåð òi îá'¹êòè, ÿêi âëàñòèâi ëèøå äëÿ ïàêåòó draw, i ÿêi ñêëàäíî áóëî
á ðåàëiçóâàòè ôóíêöi¹þ plot, òîäi ÿê òóò âîíè âæå âáóäîâàíi.

Ìíîãîêóòíèê:

(%i1) poly:polygon([[2,4],[2,6],[4,8],[6,8],[8,6],[8,4],[6,2],[4,2]]);

(%o1) polygon ([[2, 4], [2, 6], [4, 8], [6, 8], [8, 6], [8, 4], [6, 2], [4, 2]])

Îêðåìi òî÷êè:

(%i2) pnts:points([1,3,5,7,9,9,9,9,9,7,5,3,1,1,1,1],

[1,1,1,1,1,3,5,7,9,9,9,9,9,7,5,3]);

(%o2) points([1, 3, 5, 7, 9, 9, 9, 9, 9, 7, 5, 3, 1, 1, 1, 1],

[1, 1, 1, 1, 1, 3, 5, 7, 9, 9, 9, 9, 9, 7, 5, 3])

Ïðÿìîêóòíèê:

(%i3) rct:rectangle([1,-2],[6,-7]);

(%o3) rectangle ([1,−2], [6,−7])

Åëiïñ:
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(%i4) ell:ellipse(6,-6,3,2,0,360);

(%o4) ellipse (6,−6, 3, 2, 0, 360)

Ñòîâï÷èêîâà äiàãðàìà:

(%i5) diagr:bars([-7,2,1],[-5,5,1],[-3,7,1],[-1,6,1]);

(%o5) bars ([−7, 2, 1], [−5, 5, 1], [−3, 7, 1], [−1, 6, 1])

Ðèñ. 5.3: Îá'¹êòè, âëàñòèâi ïàêåòó draw.

Âåêòîðè:

(%i6) [v1,v2,v3]:[vector([-8,-8],[6,0]),

vector([-8,-8],[6,6]),vector([-2,-8],[0,6])];

(%o6) [vector ([−8,−8], [6, 0]) , vector ([−8,−8], [6, 6]) , vector ([−2,−8], [0, 6])]

Òåêñò ïiäïèñiâ:

(%i7) text:label(["Äiàãðàìà",-5,-1],

["Òî÷êè òà ìíîãîêóòíèê",5,-1],

["Âåêòîðè",-5,-9],

["Ïðÿìîêóòíèê òà åëiïñ",5,-9]);

(%o7) label([Äiàãðàìà,−5,−1], [Òî÷êè òàìíîãîêóòíèê, 5,−1], [Âåêòîðè,−5,−9],

[Ïðÿìîêóòíèê òà åëiïñ, 5,−9])

Âñi îá'¹êòè, ñêîìïîíîâàíi íà îäíîìó (Ðèñ. 5.3):
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(%i8) wxdraw2d(xrange=[-10,10],yrange=[-10,10],

point_type = filled_circle, point_size = 2, pnts,

fill_color = gray, fill_density = 0.4, poly,

fill_color = blue, rct,

fill_color = orange, ell,

fill_color = blue, fill_density = 0.2, diagr,

head_length = 0.8, head_angle = 15,v1,

color = blue, v2, color = red, v3,

color = black, text)$

Êîìàíäà image(matrix,x1,y1,x2,y2) �  åíå-

Ðèñ. 5.4: Çàïîâíåííÿ ìàòðèöi êîëüî-
ðàìè êîìàíäîþ image.

ðó¹ îá'¹êò çîáðàæåííÿ, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç êâàäðà-
òíèõ îáëàñòåé�îêðåìèõ ïiêñåëiâ. Âîíè çàôàðáîâó-
þòüñÿ âiäïîâiäíî äî êîëüîðîâî¨ ïàëiòðè, âèçíà÷åíî¨
çà äîïîìîãîþ ïåðåäâñòàíîâëåíèõ ïàðàìåòðiâ. Çáîêó
ïðè öüîìó âèâîäèòüñÿ øêàëà êîëüîðiâ, êðàéíi çíà-
÷åííÿ ÿêî¨ âiäïîâiäàòü ìíiìàëüíîìó òà ìàêñèìàëü-
íîìó çíà÷åííÿì ÷èñåë ìàòðèöi.

(%i9) M:matrix([2,3,5,4],

[5,2.5,4,5],

[3,1.75,2,3])$

(%i10) draw2d(image(M,0,0,5,10))$

5.1.2 Ãðàôi÷íi îá'¹êòè ó òðèâèìiðíîìó ïðîñòîði

explicit(f(x,y),x,x1,x2,y,y1,y2) � ïðÿìå çàäàííÿ ôóíêöi¨ f(x, y) íà iíòåðâàëàõ
x ∈ [x1;x2] òà y ∈ [y1; y2];

implicit(eqn,x,x1,x2,y,y1,y2,z,z1,z2) � íåïðÿìå çàäàííÿ ôóíêöi¨ ÷åðåç ðiâíÿí-
íÿ eqn íà iíòåðâàëàõ x ∈ [x1;x2], y ∈ [y1; y2], z ∈ [z1; z2];

parametric(x(t),y(t),z(t),t,t1,t2) � ïàðàìåòðè÷íå çàäàííÿ ïðîñòîðîâî¨ êðèâî¨
x(t), y(t), z(t) ÷åðåç ïàðàìåòð t ∈ [t1; t2];

parametric_surface(x(u,v),y(u,v),z(u,v),u,u1,u2,v,v1,v2) � ïàðàìåòðè÷íå çà-
äàííÿ ïîâåðõíi çi çìiíîþ ïàðàìåòðiâ u ∈ [u1;u2], v ∈ [v1; v2];

cylindrical(r(z,%phi),z,z1,z2,%phi,%phi1,%phi2) � çàäàííÿ ïîâåðõíi â öèëií-
äðè÷íèõ êîîðäèíàòàõ;

spherical(r(%phi,%theta),%phi,%phi1,%phi2,%theta,%theta1,%theta2) � çàäàí-
íÿ ïîâåðõíi â ñôåðè÷íèõ êîîðäèíàòàõ;

points(x_list,y_list,z_list) � çàäàííÿ òî÷îê ñïèñêàìè ¨õ âiäïîâiäíèõ êîîðäè-
íàò;

label([½text�,x,y,z],...) � òåêñòîâi ïiäïèñè íà ïîçèöiÿõ [x, y, z];
vector([x,y,z],[A1,A2,A3]) � çàäàííÿ âåêòîðó ç ïî÷àòêîì [x, y, z] òà êîìïîíåíòà-

ìè [A1, A2, A3].
elevation_grid(matrix,x1,y1,x2,y2) � áóäó¹ ïîâåðõíåâó ñiòêó iç ìàòðèöi M , âè-

êîðèñòîâóþ÷è íàáið òî÷îê (i, j,Mij).
mesh([[x1,y1,z1],[x2,y2,z2],...]) � áóäó¹ ïîâåðõíåâó ñiòêó iç íàáîðó òî÷îê, êî-

æíà ç ÿêèõ çàäàíà ñâî¨ìè êîîðäèíàòàìè (x, y, z).
Åëiïñî¨ä, çàäàíèé íåÿâíîþ ôóíêöi¹þ:

(%i1) ell:implicit(x^2/2^2+y^2/3^2+z^2/4^2=1,x,-2,2,y,-3,3,z,-4,4);
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(%o1) implicit

(
z2

16
+
y2

9
+
x2

4
= 1, x,−2, 2, y,−3, 3, z,−4, 4

)
Ïðÿìå çàäàííÿ ôóíêöi¨:

(%i2) func:explicit(4*sin(x^2+y^2),x,-2,2,y,-2,2);

(%o2) explicit
(
4 · sin

(
y2 + x2

)
, x,−2, 2, y,−2, 2

)
Çîáðàæåííÿ äâîõ ôóíêöié íà îäíîìó ãðàôiêó (Ðèñ.5.5(a)):

(%i3) draw3d(surface_hide=true,

color=navy,ell,

color=orange,func)$

Ðèñ. 5.5: Ãðàôiêè ôóíêöié ó òðèâèìiðíîìó ïðîñòîði.

Áà÷èìî, ùî íà ïî÷àòêó êîìàíäè draw áóëà âêàçàíà ãëîáàëüíà îïöiÿ
surface_hide=true. Âîíà âêàçó¹ íà òå, ùî ïîòðiáíî õîâàòè ëiíi¨ òi¹¨ ïîâåðõíi, ÿêà
ïîòðàïèëà âñåðåäèíó iíøî¨. ßêáè ñòîÿâ ïðàïîðåöü false, âñi ëiíi¨ áóëè á çîáðàæåíi, àëå
ïðè öüîìó ãðàôiê ñòàâ áè ïåðåâàíòàæåíèì ñóìiøøþ ëiíié.

Ïðîñòîðîâà êðèâà ÷åðåç ïàðàìåòðè÷íå çàäàííÿ (Ðèñ.5.5(á)):

(%i4) draw3d(

color = blue,

nticks = 200,

line_width = 3,

parametric(u*cos(u),u*sin(u),u,u,0,8*%pi)) $

Êîíóñ ó öèëiíäðè÷íié ñèñòåìi êîîðäèíàò:

(%i5) cone:cylindrical((z-15)*0.05,z,-15,15,phi,0,2*%pi);

(%o5) cylindrical (0.05 · (z − 15) , z,−15, 15, ϕ, 0, 2 · π)

Ñôåðà â ñôåðè÷íié ñèñòåìi êîîðäèíàò:

(%i6) sphere:spherical(5,phi,-%pi,%pi,theta,0,%pi);

(%o6) spherical (5, ϕ,−π, π, θ, 0, π)

Ïîáóäîâà äâîõ ãðàôiêiâ (Ðèñ.5.6(à)):
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(%i7) draw3d(surface_hide=true,

proportional_axes = xyz,

color=dark-orange,cone,

color=dark-violet,sphere)$

Çàäàííÿ òî÷îê, ùî ðîçìiùåíi ó ïëîùèíi xy:

(%i8) pts:points(makelist([sin(t*%pi/10),cos(t*%pi/10),0],t,1,40))$

Ðèñ. 5.6: Ãðàôi÷íi îá'¹êòè ó 3d ïðîñòîði.

Çàäàííÿ ÷îòèðüîõ âåêòîðiâ, ùî ôîðìóþòü íàïðÿìêè êîìïàñà:

(%i9) [v1,v2,v3,v4]:[vector([0,0,1],[0.7,0,0]),

vector([0,0,1],[0,0.7,0]),vector([0,0,1],

[-0.7,0,0]),vector([0,0,1],[0,-0.7,0])]$

Ïiäïèñè ñòîðií ñâiòó (âîíè âèðiâíþþòüñÿ íå ïî îñÿõ, à äî íàïðÿìêó çîðó, òîìó ïðè
îáåðòàííi ìàëþíêà òåêñò çàâæäè áóäå çâåðíåíèé äî ÷èòà÷à):

(%i10) text:label(["North",0,1,1],["East",1,0,1],

["South",0,-1,1],["West",-1,0,1])$

Âñi îá'¹êòè íà îäíîìó çîáðàæåííi (Ðèñ.5.6(á)):

(%i11) draw3d(color=navy,point_type=filled_up_triangle,pts,

color=orange,head_length=0.02,v1,v2,v3,v4,

color=blue,text)$

5.1.3 Ãëîáàëüíi îïöi¨

Ïàðàìåòðè, ÿêi ñòîñóþòüñÿ óñi¹¨ ñêîìïîíîâàíî¨ ñöåíè, êåðóþòüñÿ ãëîáàëüíèìè îïöi-
ÿìè. Êîìàíäè öèõ îïöié ìîæóòü áóòè ðîçìiùåíi áóäü-äå ó çàäàííi ãðàôiêó.

terminal=flag � çàäà¹ âèõiäíèé ôîðìàò äëÿ ãðàôiêè, âií ìîæå áóòè ÿê ðàñòðîâèé
(png, jpg, gif, pdf), òàê i âåêòîðíèé (eps, eps_color); ÿêùî éîãî íå çàäàâàòè ÿâíî, çîáðàæå-
ííÿ âèâåäåòüñÿ íà åêðàí;

file_name=�file� � iì'ÿ óòâîðåíîãî ôàéëó; çà çàìîâ÷óâàííÿì: maxima_out;
dimensions=[width,height] � ðîçìið âèõiäíîãî ôàéëó: ó ïiêñåëÿõ äëÿ ðàñòðîâî¨

ãðàôiêè, ó 1/10 ìì äëÿ âåêòîðíî¨;
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columns=N � êiëüêiñòü êîëîíîê äëÿ êiëüêîõ ñöåí íà îäíîìó ãðàôiêó;
background_color=colorname � êîëið ôîíó íà ãðàôiêó;
x(yz)range=[min,max] � çàäàííÿ ðîçìiðiâ ïî îñi x(yz);
logx(yz)=true/false � ëîãàðèôìi÷íà øêàëà íà âiäïîâiäíié îñi;
grid=true/false � êåðó¹ ëiíiÿìè ïîâåðõíi ïðîñòîðîâèõ ãðàôiêiâ;
x(yz)tics=true/false � êåðó¹ ïîçíà÷êàìè íà âiäïîâiäíié îñi;
title=�text� � çàäà¹ íàçâó äëÿ âñi¹¨ ñöåíè;
key=�text� � çàäà¹ iì'ÿ ôóíêöi¨ ó ëåãåíäi;
x(yz)label=�text� � çàäà¹ íàçâó âiäïîâiäíî¨ îñi;
x(yz)axis=true/false � êåðó¹ âiäîáðàæåííÿì âiäïîâiäíî¨ îñi;
x(yz)axis_width=N � çàäà¹ òîâùèíó ëiíi¨ âiäïîâiäíî¨ îñi;
x(yz)axis_color=colorname � çàäà¹ êîëið âiäïîâiäíî¨ îñi;
x(yz)axis_type=solid/dots � çàäà¹ òèï ëiíi¨ âiäïîâiäíî¨ îñi;
line_width=N � òîâùèíà ëiíié ãðàôiêiâ;
line_type=solid/dots � òèï ëiíié ãðàôiêiâ (çà çàìîâ÷óâàííÿì ñóöiëüíà);
point_size=N � çàäà¹ ðîçìið òî÷îê;
point_type=N � çàäà¹ òèï òî÷îê, ìîæëèâi çíà÷åííÿ: -1,0,1,2,...13.
points_joined=true/false � çàäà¹ ñïîñiá çîáðàæåííÿ òî÷îê (ç'¹äíàíi âîíè ÷è íi),

çà çàìîâ÷óâàííÿì: îêðåìi;
nticks=N � çàäà¹ êiëüêiñòü òî÷îê äëÿ ïîáóäîâè ãðàôiêà, çà çàìîâ÷óâàííÿì: 30.
Íàáið êîëüîðiâ äëÿ âiäîáðàæåííÿ ãðàôiêiâ äóæå ðiçíîìàíiòíèé, i öÿ îáñòàâèíà âè-

ãiäíî âiäðiçíÿ¹ êîìàíäó draw âiä êîìàíäè plot, äå ¨õ áóëî 7 áàçîâèõ. Ïîâíèé ñïèñîê íà-
ñòóïíèé: white, black, grey(0-100), gray(0-100), light-gray, light-grey, dark-gray, dark-grey,
red, light-red, dark-red, yellow, light-yellow, dark-yellow, green, light-green, dark green, spring-
green, forest-green, sea-green, blue, light blue, dark-blue, midnight-blue, navy, medium-blue,
royalblue, skyblue, cyan, light-cyan, dark-cyan, magenta, light-magenta, dark-magenta, turquoi-
se, light-turquoise, dark-turquoise, pink, light-pink, dark-pink, coral, light-coral, orange-red,
salmon, light-salmon, dark-salmon, aquamarine, khaki, dark khaki, goldenrod, light-goldenrod,
dark-goldenrod, gold, beige, brown, orange, dark-orange, violet, dark-violet.

Òèï òî÷îê ìîæíà âêàçóâàòè ÿê çà íàçâîþ, òàê i çà éîãî íîìåðîì: none (-1), dot
(0), plus (1), multiply (2), asterisk (3), square (4), �lled_square (5), circle (6), �lled_circle
(7), up_triangle (8), �lled_up_triangle (9), down_triangle (10), �lled_down_triangle (11),
diamant (12), �lled_diamant (13).

5.1.4 Ëîêàëüíi îïöi¨ äëÿ ïiäïèñiâ òà âåêòîðiâ

label_alignment=flag � âèðiâíþâàííÿ ïiäïèñó; ìîæëèâi çíà÷åííÿ: center, left,

right;
label_orientation=flag � îði¹íòàöiÿ ïiäïèñó; ìîæëèâi çíà÷åííÿ: horizontal,

vertical;
head_length=N � äîâæèíà âåðõiâêè âåêòîðà â îäèíèöÿõ îñi x (çà çàìîâ÷óâàííÿì: 2);
head_angle=N � êóò ìiæ âåðõiâêîþ âåêòîðà òà éîãî îñíîâîþ (çà çàìîâ÷óâàííÿì: 45◦);
head_type=flag � òèï âåðõiâêè âåêòîðà; ìîæëèâi çíà÷åííÿ: filled, empty,

nofilled;
head_both=true/false � âèçíà÷à¹ ÷è âåêòîð äâîíàïðÿìëåíèé; çà çàìîâ÷óâàííÿì:

îäíîíàïðÿìëåíèé.

(%i1) [la,hs,ha,hl]:[label_alignment,

head_size,head_angle,head_length]$
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(%i2) wxdraw2d(xrange=[-1,1],yrange=[-4,4],

yaxis=true,line_width=3,grid=true,

font="Century Gothic",font_size = 18,color=black,

la=left,label(["Âèðiâíåííÿ òåêñòó ëiâîðó÷",0,2]),

la=center,label(["Âèðiâíåííÿ òåêñòó ïî öåíòðó",0,1]),

la=right,label(["Âèðiâíåííÿ òåêñòó ïðàâîðó÷",0,0]),

ha=15,hl=0.1,color=dark_orange,vector([-0.5,-1],[0.5,0]),

ha=10,hl=0.2,color=navy,head_both=true,vector([-0.5,-2],[1,0]))$

Ðèñ. 5.7: Ïiäïèñè òà âåêòîðè.

5.1.5 Ëîêàëüíi îïöi¨ äëÿ 2d-ãðàôiêè

axis_bottom=true/false, axis_top=true/false, axis_left=true/false,
axis_right=true/false � êåðó¹ âiäîáðàæåííÿì íèæíüî¨, âåðõíüî¨, ëiâî¨, ïðàâî¨ îñi;

color=colorname � êîëið îá'¹êòiâ;
fill_color=colorname � çàäà¹ êîëið çàáàðâëåííÿ ôiãóð;
fill_density � çàäà¹ ãóñòèíó êîëüîðó;
filled_func=true/false � çàïîâíþ¹ âiäïîâiäíèì êîëüîðîì ïëîùó ïiä ôóíêöi¹þ äî

îñi x;
filled_func=f � çàïîâíþ¹ ïëîùó ìiæ çàäàíîþ ôóíêöi¹þ òà ôóíêöi¹þ f ;
transparent=true/false � ìíîãîêóòíèêè, çàôàðáîâàíi êîìàíäîþ fill_color, áó-

äóòü êîëüîðîâèìè ó âèïàäêó true.
border=true/false � êåðó¹ ìåæàìè ìíîãîêóòíèêiâ.
Çàäàííÿ ïðÿìîêóòíèêà òà åëiïñà ç âèðiçàíèì ñåêòîðîì:

(%i3) rect:rectangle([1,-2],[6,-7]);

(%o3) rectangle ([1,−2], [6,−7])
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(%i4) ell:ellipse(6,-6,3,2,0,330);

(%o4) ellipse (6,−6, 3, 2, 0, 330)

Çîáðàæåííÿ äâîõ ôiãóð, ç ÷îðíîþ ìåæåþ ó ïðÿìîêóòíèêà òà áåç ìåæi ó åëiïñà, âiä-
îáðàæåíi ëiâà âiñü áåç ïîçíà÷îê òà íèæíÿ ç ïîçíà÷êàìè, ïiäïèñ øðèôòîì Liberation Serif
18, ½Ôiãóðè� (Ðèñ.5.8(a)).

(%i5) wxdraw2d(line_width=4,

fill_color=dark-khaki,color=black,rect,

border=false,fill_color=dark_orange,nticks=100,ell,

font="Liberation Serif",font_size=18,title="Ôiãóðè")$

Çîáðàæåííÿ ôóíêöié y = cosx òà y = sin x, îáëàñòi ìiæ íèìè çàôàðáîâàíi, ñàìi
ôóíêöi¨ ìàþòü ìåæi ðiçíèõ êîëüîðiâ (Ðèñ.5.8(á)).

(%i6) draw2d(

filled_func=sin(x),fill_color=navy,

explicit(cos(x),x,0,10),

filled_func=false,color=red,line_width=3,nticks=100,

explicit(sin(x),x,0,10),

color=yellow,line_width=3,nticks=100,

explicit(cos(x),x,0,10));

Ðèñ. 5.8: Çàïîâíåííÿ ôiãóð êîëüîðàìè òà ïðèêëàäè âèäiëåííÿ ìåæàìè.

5.1.6 Ëîêàëüíi îïöi¨ äëÿ 3d-ãðàôiêè

view=[%phi,%theta] � âèçíà÷à¹ êóò çîðó íà çîáðàæåííÿ;
axis_3d=true/false � êåðó¹ âiäîáðàæåííÿì âñiõ òðüîõ îñåé, çà çàìîâ÷óâàííÿì: true;
xu_grid=N � âèçíà÷à¹ êiëüêiñòü ëiíié ïîâåðõíi âçäîâæ îñi x;
yv_grid=N � âèçíà÷à¹ êiëüêiñòü ëiíié ïîâåðõíi âçäîâæ îñi y;
surface_hide=true/false � âiäïîâiäà¹ çà âèäèìiñòü âíóòðiøíiõ ëiíié ïîâåðõíi ó 3d-

çîáðàæåííÿõ;
enhanced3d=true/false � ðîçôàðáîâó¹ ïîâåðõíi ó 3d-çîáðàæåííÿõ;
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palette=[r,g,b] � ÷èñëà êîëüîðîâî¨ ïàëiòðè ó ôîðìàòi RGB, ùî âèêîðèñòîâóþòüñÿ
äëÿ ðîçôàðáîâóâàííÿ îá'¹êòiâ;

colorbox=true/false� çîáðàæà¹ êîëüîðîâó øêàëó çáîêó ãðàôiêà, äëÿ âiäîáðàæåííÿ
êîëüîðiâ áåðóòüñÿ äàíi iç êîìàíäè palette (ÿêùî âîíà çàäàíà). Çà çàìîâ÷óâàííÿì øêàëà
âiäîáðàæà¹òüñÿ çi çâè÷àéíîþ ïàëiòðîþ êîëüîðiâ;

cbrange=[x1,x2] � çàäà¹ êðàéíi çíà÷åííÿ øêàëè êîëüîðiâ;
cbtics={[½Name1�,x1],[½Name2�,x2],[½Name3�,x3]} � çàäà¹ ïiäïèñè îêðåìèõ çíà-

÷åíü íà ái÷íié øêàëi;
contour=flag � êåðó¹ ëiíiÿìè êîíòóðiâ ïîâåðõîíü; ìîæëèâi çíà÷åííÿ: none, base,

surface, both, map;
contour_levels=N � çàäà¹ êiëüêiñòü êîíòóðíèõ ëiíié ïîâåðõíi;
contour_levels=[x1,dx,x2] � êîíòóðíi ëiíi¨ âiäîáðàæàþòüñÿ âiä x1 äî x2 iç êðîêîì

dx;
contour_levels=x1,x2,...� êîíòóðíi ëiíi¨ âiäîáðàæàþòüñÿ ëèøå íà îêðåìèõ ðiâíÿõ

x1, x2,..;
ip_grid=[nx,ny] � êiëüêiñòü òî÷îê ïîáóäîâè ãðàôiêà íåïðÿìîãî çàäàííÿ ôóíêöi¨;

çà çàìîâ÷óâàííÿì: [50,50];
Ïðîñòå çàäàííÿ ïîâåðõíi (Ðèñ.5.9(a)):

(%i1) draw3d(surface_hide=true,

explicit((x^2-y^2)*exp(1-x^2-y^2),x,-2,2,y,-2,2));

(%o1) [gr3d (explicit)]

Çàäàííÿ ïîâåðõíi, êîíòóðíi ëiíi¨ áóäóþòüñÿ ÿê íà íèæíié ïëîùèíi, òàê i íà ñàìié
ïîâåðõíi (Ðèñ.5.9(á)):

(%i2) draw3d(

color = gray80,

explicit(20*exp(-x^2-y^2)-10,x,0,2,y,-3,3),

contour_levels = 10,

contour = both,

surface_hide = true) $

Ðèñ. 5.9: Ïîâåðõíi ó 3d-ïðîñòîði.

Çîáðàæåííÿ ìóøëi (Ðèñ.5.10(à)):
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(%i3) draw3d(

color=midnight-blue,

surface_hide = true,

axis_3d=false,

xtics=none,

ytics=none,

ztics=none,

spherical(a*z,a,0,2.5*%pi,z,0,%pi));

(%o3) [gr3d (spherical)]

Ïðîñòîðîâà ïîâåðõíÿ iç çàäàíîþ ïàëiòðîþ ðîçôàðáóâàííÿ, îêðåìi çíà÷åííÿ íà øêàëi
ïiäïèñàíi (Ðèñ.5.10(á)):

wxdraw3d( title = "Çàäàííÿ çíà÷åíü íà øêàëi",

enhanced3d = true,

dimensions = [800,800],

palette = [-10,15,10],

color = gray80,

cbtics = {["Âèñîêèé",10],["Ñåðåäíié",05],["Íèçüêèé",0]},

cbrange = [0, 10],

explicit(x^2+y^2, x,-2,2,y,-2,2));

Ðèñ. 5.10: Ïîâåðõíi ìóøëi, ôóíêöi¨ çi øêàëîþ êîëüîðó.

5.2 Àíiìàöiÿ ãðàôiêè

Çà äîïîìîãîþ wxMaxima äóæå ëåãêî ñòâîðþâàòè ãðàôi÷íi àíiìàöi¨. Íàïðèêëàä, íå-
õàé ìà¹ìî ôóíêöiþ sin(x + n), ùî çàëåæèòü âiä ïàðàìåòðà n. Ìè ìîæåìî ïîáóäóâàòè
¨¨ ãðàôiê, çìiíþþ÷è çíà÷åííÿ n ïîñëiäîâíî ÷åðåç ïåâíèé iíòåðâàë, çàâäÿêè ÷îìó ìîæíà
äîñÿãíóòè ãàðíî¨ âiçóàëiçàöi¨ åâîëþöi¨ ïðîöåñó (öå áóäå õâèëÿ, ÿêà ðóõà¹òüñÿ).
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Ïîäàíèé ïðèêëàä ïîÿñíþ¹ ñàì ìåõàíiçì ñòâîðåííÿ àíiìàöi¨: ñïî÷àòêó çàäà¹òüñÿ ñïè-
ñîê, ÿêèé çàëåæèòü ÿêèìîñü ÷èíîì âiä ïàðàìåòðà ó ïåâíèõ ìåæàõ, ïîòiì çàäà¹òüñÿ ôóí-
êöiÿ, ó ÿêié öåé ïàðàìåòð ìiñòèòüñÿ. Ñèñòåìà áóäó¹ ïîñëiäîâíèé ðÿä ãðàôiêiâ ôóíêöi¨,
íàäàþ÷è ïàðàìåòðó éîãî çíà÷åííÿ iç ñïèñêó, ïîòiì ¾ñêëåþ¹¿ öi çîáðàæåííÿ ó îäèí ôàéë,
íàé÷àñòiøå ôîðìàòó .gif. Âèõiäíå çîáðàæåííÿ ïîìiùà¹òüñÿ ó òiëî äîêóìåíòó, éîãî ïåðåãëÿ-
äàþòü çà äîïîãîþ êåðóþ÷îãî ñëàéäåðà íà ïàíåëi iíñòðóìåíòiâ. Ñàìå çîáðàæåííÿ ìîæíà
çáåðåãòè, íàòèñíóâøè íà íüîìó ïðàâîþ êíîïêó ìèøi, à íà äèñêó êîìï'þòåðà ó ñëóæáî-
âié äèðåêòîði¨ çíàéòè óñi ïðîìiæíi êàäðè. Òðèêóòíèê íà ñëàéäåði çàïóñêà¹ òà ïðèïèíÿ¹
àíiìàöiþ, à ïîâçóíîê äîçâîëÿ¹ ïåðåìiùàòèñÿ íà îêðåìi êàäðè.

Ðèñ. 5.11: Ãîëîâíà ïàíåëü iíñòðóìåíòiâ wxMaxima, ÷åðâîíèì îáâåäåíî ñëàéäåð.

Iñíó¹ òðè ìîæëèâîñòi äëÿ ñòâîðåííÿ àíiìàöi¨, ÿêi âèêîðèñòîâóþòü ðiçíi çàñîáè ïîáó-
äîâè çîáðàæåíü:

with_slider � àíiìàöiÿ çà äîïîìîãîþ plot2d;
with_slider_draw � àíiìàöiÿ çà äîïîìîãîþ draw2d;
with_slider_draw3d � àíiìàöiÿ çà äîïîìîãîþ draw3d.
ßê áà÷èìî, ïåðøi äâà ñïîñîáè äîçâîëÿþòü çðîáèòè àíiìàöiþ ó äâîâèìiðíîìó ïðîñòî-

ði, à òðåòié ó òðèâèìiðíîìó.
Íàïðèêëàä, ñòâîðèìî àíiìàöiþ çà äîïîìîãîþ êîìàíäè with_slider ôóíêöi¨ sin(x +

n), äå ïàðàìåòð n áóäå ïðèéìàòè çíà÷åííÿ âiä 1 äî 20. Êîìàíäà makelist(i,i,1,20) äà¹
íàì âñi íàòóðàëüíi ÷èñëà âiä 1 äî 20.

(%i1) with_slider(n,makelist(i,i,1,20),sin(x+n),

[x,-2*%pi,2*%pi],[y,-1.1,1.1]);

Ðèñ. 5.12: Êiëüêà êàäðiâ àíiìàöi¨ sin(x+ n).

ßêùî çàìiñòü plot2d âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ïàêåò draw äëÿ ñòâîðåííÿ ãðàôiêiâ, çàñòî-
ñîâóþòüñÿ êîìàíäè with_slider_draw àáî with_slider_draw3d. Çíîâó æ òàêè, ñïî÷àòêó
çàïðîâàäæó¹òüñÿ ïàðàìåòð, ïîòiì ñïèñîê iç çàçíà÷åííÿì îïöié, ÿêi ïðèéìàòèìå ïàðàìåòð,
äàëi îïöi¨, ùî ñòîñóþòüñÿ êîìàíä draw àáî draw3d âiäïîâiäíî. Âàæëèâîþ äåòàëëþ â öüîìó
âèïàäêó ¹ òå, ùî ïàðàìåòð ìîæå âïëèâàòè íå òiëüêè íà ôóíêöiþ, àëå âèêîðèñòîâóâàòèñü
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â áóäü-ÿêié iíøié ÷àñòèíi âèðàçó. Íàïðèêëàä, ìîæíà ñêîðèñòàòèñü öi¹þ îáñòàâèíîþ äëÿ
àíiìàöi¨ ïîáóäîâè êîëà ó ïàðàìåòðè÷íèõ êîîðäèíàòàõ.

(%i2) with_slider_draw(

t,makelist(%pi*i/10,i,1,20),nticks=100,

parametric(cos(x),sin(x),x,0,t),

xrange=[-1,1],

yrange=[-1,1],

user_preamble="set size ratio 1")$

Ðèñ. 5.13: Êàäðè àíiìàöi¨ ïîáóäîâè êîëà.

ßêùî ¹ ïîòðåáà âèâåñòè ðåçóëüòàò àíiìàöi¨ ó ôàéë, íåîáõiäíî ñêîðèñòàòèñü êîìàíäîþ
terminal òà âêàçàòè çíà÷åííÿ animated_gif. Äîäàòêîâi ïàðàìåòðè: delay=N � øâèäêiñòü
âiäòâîðåííÿ, dimensions = [N1,N2] � ðîçìið âèõiäíîãî ôàéëó ó ïiêñåëÿõ.

(%i3) draw(terminal = animated_gif,

delay = 40,

file_name = "animation1",

dimensions = [400, 400],

makelist(gr2d( nticks = 200,explicit(x^(0.1*k),x,0,1)),k,30))$

Ôàéë iç íàçâîþ ¾animation1.gif¿ áóäå çíàõîäèòèñü ó ïàïöi, äå âñòàíîâëåíà Maxima.

Ðèñ. 5.14: Êàäðè ç ôàéëó ¾animation1.gif¿.

Íàñòóïíèé ïðèêëàä: àíiìàöiÿ êîëîâîãî ðóõó ðàäióñ-âåêòîðà ç íàî÷íèì ïðåäñòàâëåí-
íÿì âèíèêíåííÿ ôóíêöié ñèíóñà òà êîñèíóñà.
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(%i4) with_slider_draw(t,makelist(2*%pi*i/39,i,1,40),

proportional_axes=xy,

line_width=3, color=blue,

parametric(cos(x),sin(x),x,0,t),

color=light-red, key="sin a",

explicit(sin(x),x,0,t),

color=dark-red, key="cos a",

explicit(cos(x),x,0,t),

head_length=0.1,

color=dark-red, key="",head_angle=15,

vector([0,0],[cos(t),0]),

color=light-red,

head_length=0.1, key="",head_angle=15,

vector([0,0],[0,sin(t)]),

head_length=0.1,head_angle=15, head_type=empty,key="",

vector([0,0],[cos(t),sin(t)]),

xaxis=true,yaxis=true,

title="Ôóíêöi¨ ñèíóñà òà êîñèíóñà",

xrange=[-1,2*%pi],yrange=[-1,1]);

Ðèñ. 5.15: Êàäðè àíiìàöi¨ ïîáóäîâè ôóíêöié sinα, cosα.

Ðîçãëÿíåìî òåïåð àíiìàöiþ çîáðàæåíü ó 3d-ïðîñòîði. Ñòâîðèìî ñêëàäíó ôiãóðó, ÿêà
áóäå îáåðòàòèñü íàâêîëî ñâî¹¨ îñi. Îáåðòàííÿ îá'¹êòó ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê çìiíó êóòà
çîðó íà íüîãî, òîìó òóò â íàãîäi ñòàíå êîìàíäà view=[N1,N2], ÿêà öå i âiäïîâiäà¹. Êóò
îãëÿäó ïî âåðòèêàëi îáåðåìî íåçìiííèì, ðiâíèì 75◦, òîäi ÿê êóò îãëÿäó ïî ãîðèçîíòàëi
áóäå çàëåæàòè âiä ïàðàìåòðà, ÿêèé ìiíÿ¹òüñÿ âiä 1 äî ïåâíîãî êiíöåâîãî çíà÷åííÿ (éîãî
äîáóòîê íà âiäïîâiäíèé ìíîæíèê îáîâ'ÿçêîâî ïîâèíåí äàâàòè 360◦ äëÿ ïîâíîãî îáåðòó).
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(%i5) with_slider_draw3d(

k,makelist(i*18,i,1,20),

parametric_surface(cos(u)+0.5*cos(u)*cos(v),

sin(u)+0.5*sin(u)*cos(v),0.5*sin(v),

u, -%pi, %pi, v, -%pi, %pi),

parametric_surface(1+cos(u)+0.5*cos(u)*cos(v),

0.5*sin(v),sin(u)+0.5*sin(u)*cos(v),

u, -%pi, %pi, v, -%pi, %pi),

surface_hide=true,view=[75,k],delay=10)$

Ðèñ. 5.16: Êàäðè îáåðòàííÿ ñêëàäíî¨ ôiãóðè.

Ïiäêðåñëèìî, ùî ó êîìàíäi makelist(i*18,i,1,20) ìíîæíèê áiëÿ i òà êiíöåâå çíà-
÷åííÿ ïàðàìåòðó ìàþòü áóòè ïîâ'ÿçàíi òàê, ùîá äàâàòè äîáóòîê 360◦. Ãëàäêiñòü îáåðòàííÿ
çàëåæèòü âiä êiëüêîñòi ïîáóäîâàíèõ ôðåéìiâ, òîìó çáiëüøåííÿ êiíöåâîãî çíà÷åííÿ âiä 20
äî 100 ïîñïðèÿ¹ ïëàâíîñòi àíiìàöi¨. Àëå ïðè öüîìó çáiëüøó¹òüñÿ ÷àñ ïîáóäîâè âñiõ ãðàôiêiâ
òà çðîñòà¹ ðîçìið êiíöåâîãî ôàéëó. Ïîìiíÿâøè ìiñöÿìè ó êîìàíäi view=[75,k] çíà÷åííÿ
çìiííèõ, ìîæíà ñòâîðèòè îáåðòàííÿ âæå ïî âåðòèêàëi. Ñòàëèé êóò îãëÿäó ìîæíà çðîáèòè
ÿêèì çàâãîäíî. Çâiñíî, íiùî íå çàâàæà¹ òàêîæ çàïðîâàäèòè äâà ïàðàìåòðè i çìiíþâàòè
îáåðòàííÿ ïî îáîõ îñÿõ îäíî÷àñíî.

Ðèñ. 5.17: Êàäðè çìiíè ïðîñòîðîâî¨ ôóíêöi¨.

Ðîçãëÿíåìî ùå òðàíñôîðìàöiþ ïîâåðõíi ó 3d-ïðîñòîði. Öå âæå áóäå íå îáåðòàííÿ, à
ïðîñòî çìiíà ¨¨ ôîðìè (Ðèñ.5.17).
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(%i6) with_slider_draw3d(

k,makelist(i,i,-7,7),

explicit(0.1*exp(-k*x-y^2),x,-2,2,y,-2,2),

surface_hide=true,delay=10)$

Àíiìàöiÿ ïîáóäîâè òîðà ó ïàðàìåòðè÷íèõ êîîðäèíàòàõ (Ðèñ.5.18):

(%i7) with_slider_draw3d(

n,makelist(0.1*%pi*i,i,1,20),

surface_hide=true,

xrange=[-3,3],

yrange=[-3,3],

parametric_surface(cos(u)*(2+cos(v)),sin(u)*(2+cos(v)),sin(v),

u,0,n,v,0,2*%pi)

);

Ðèñ. 5.18: Êàäðè àíiìàöi¨ ïîáóäîâè òîðà.

ßê áà÷èìî, ó êîìàíäi çàäàííÿ ïîâåðõíi ïàðàìåòð u ìiíÿ¹òüñÿ âiä 0 äî n. ßêùî òàêîãî
æ çíà÷åííÿ íàäàòè ïàðàìåòðó v, òîð áóäå ðîçãîðòàòèñòü ïî âåðòèêàëi.

5.3 Ïîáóäîâà ïîëiâ íàïðÿìêiâ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü

êîìàíäîþ plotdf

Êîìàíäà plotdf äîçâîëÿ¹ ïîáóäóâàòè òðà¹êòîði¨ òà ïîëå íàïðÿìêiâ äèôåðåíöiàëüíî-
ãî ðiâíÿííÿ ïåðøîãî ïîðÿäêó àáî àâòîíîìíî¨ ñèñòåìè äâîõ çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ
ðiâíÿíü ïåðøîãî ïîðÿäêó. Öÿ ôóíêöiÿ âêëþ÷åíà â äîäàòêîâèé ïàêåò, òîìó äëÿ ¨¨ âèêîðè-
ñòàííÿ òðåáà ñïî÷àòêó çàâàíòàæèòè éîãî êîìàíäîþ load(plotdf).

Äëÿ ïîáóäîâè ïîëÿ íàïðÿìêiâ äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ ïåðøîãî ïîðÿäêó âîíî
ìà¹ áóòè çàïèñàíå ó âèãëÿäi dy

dx
= f(x, y). Ó âèïàäêó àâòîíîìíî¨ ñèñòåìè âîíî ìà¹ áóòè

çàïèñàíå ó âèãëÿäi

{
dx
dt

= G(x, y);
dy
dt

= H(x, y).

Ñèíòàêñèñ ôóíêöi¨:
plotdf(f(x,y),opts) � äëÿ îäèíî÷íîãî ðiâíÿííÿ;
plotdf([G(x,y),H(x,y)],opts) � äëÿ àâòîíîìíî¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü.
ßêùî ó ðiâíÿííÿõ âèêîðèñòîâóþòüñÿ íå çìiííi (x, y), à íàïðèêëàä (u, v), ñèíòàêñèñ

êîìàíäè áóäå ïîäiáíèì, ëèøå íåîáõiäíî ÿâíèì â÷èíîì âêàçàòè íà òi âåëè÷èíè, âiäíîñíî
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ÿêèõ ÇÄÐ ðîçâ'ÿçó¹òüñÿ:
plotdf(f(u,v),[u,v],opts);
plotdf([F(u,v),G(u,v)],[u,v],opts).
Êðiì öèõ çìiííèõ, ìîæóòü âèêîðèñòîâóâàòèñÿ îïöi¨ opts, ÿêi îáèðàþòüñÿ çà äîïîìî-

ãîþ ïóíêòiâ ìåíþ, à òàêîæ çàäàþòüñÿ çà äîïîìîãîþ ñïåöiàëüíèõ êîìàíä. Îïöi¨ çàïèñóþ-
òüñÿ ó êâàäðàòíèõ äóæêàõ, ¨õíi çíà÷åííÿ çàäàþòüñÿ ÷åðåç êîìó.

nsteps � çàäà¹ êiëüêiñòü êðîêiâ, íàäàíó íåçàëåæíié çìiííié äëÿ îá÷èñëåííÿ iíòå-
ãðàëüíî¨ êðèâî¨; çíà÷åííÿ çà çàìîâ÷óâàííÿì: 100;

direction � çàäà¹ íàïðÿìîê íåçàëåæíî¨ çìiííî¨, âçäîâæ ÿêî¨ îá÷èñëþ¹òüñÿ iíòå-
ãðàëüíà êðèâà; ìîæëèâi çíà÷åííÿ: forward, backward, both;

tinitial � çàäà¹ ïî÷àòêîâå çíà÷åííÿ çìiííî¨ t; çíà÷åííÿ çà çàìîâ÷óâàííÿì: 0;
versus_t � ïðè çíà÷åííi 1 ñòâîðþ¹òüñÿ äðóãå âiêíî ç ãðàôiêîì iíòåãðàëüíî¨ êðèâî¨

ÿê äâîõ ôóíêöié x(t), y(t); çíà÷åííÿ çà çàìîâ÷óâàííÿì: 0;
trajectory_at � çàäà¹ êîîðäèíàòè ïî÷àòêîâî¨ òî÷êè iíòåãðàëüíî¨ êðèâî¨;
parameters � çàäà¹ ñïèñîê ïàðàìåòðiâ òà ¨õ ÷èñëîâi çíà÷åííÿ, ÿêi âèêîðèñòîâóþòüñÿ

â ðîçâ'ÿçóâàííi äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü;
sliders � âèçíà÷à¹ ñïèñîê ïàðàìåòðiâ, ÿêi áóäóòü çìiíþâàòèñÿ iíòåðàêòèâíî çà äî-

ïîìîãîþ ïîâçóíêà òà äiàïàçîí çìiíè öèõ ïàðàìåòðiâ;
[x,x1,x2] � çìiíà çíà÷åíü çìiííî¨ x; çà çàìîâ÷óâàííÿì [−10; 10];
[y,y1,y2] � çìiíà çíà÷åíü çìiííî¨ y; çà çàìîâ÷óâàííÿì [−10; 10];
number_of_arrows � çàäà¹ êiëüêiñòü ñòðiëî÷îê; çíà÷åííÿ çà çàìîâ÷óâàííÿì: 225.
Íåõàé ìà¹ìî çàâäàííÿ:

▶ Ïîáóäóâàòè ïîëå íàïðÿìêiâ äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ
dy

dx
= y+

1

x2 + 1
òà çîáðà-

çèòè iíòåãðàëüíó êðèâó, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó (2; 1).

(%i1) load(plotdf)$

(%i2) plotdf(y+1/(x^2+1),[trajectory_at,2,1],[direction,forward],

[versus_t,1])$

Ðåçóëüòàòîì ¹ äâà çîáðàæåííÿ (Ðèñ.5.19): ïîëå íàïðÿìêiâ òà ïàðàìåòðè÷íèé ãðàôiê
çìiííèõ x òà y.

Ðèñ. 5.19: Ãðàôiêè ïîëÿ íàïðÿìêiâ òà iíòåãðàëüíî¨ êðèâî¨.



Ðîçäië 5. Âiçóàëiçàöiÿ ïðîöåñiâ 68

▶ Ïîáóäóâàòè ïîëå íàïðÿìêiâ äëÿ çãàñàþ÷îãî ìàÿòíèêà


da
dt

= w;

dw
dt

= −g
l
sin a− bw

ml
,

iç

ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè g = 9.81, l = 0.5,m = 0.3, b = 0.05. Çàäàòè ìîæëèâiñòü çìiíè ìàñè
ïîâçóíêîì âiä 0.1 äî 1 êã. Ïîáóäóâàòè iíòåãðàëüíó êðèâó äëÿ çíà÷åíü a = 1.05, w = −9.
Ïîáóäóâàòè ãðàôiêè çìiííèõ ñòàíó a òà w ÿê ôóíêöié ÷àñó.

(%i3) plotdf([w,-g*sin(a)/l-(b*w)/(m*l)], [a,w],

[parameters,"g=9.8,l=0.5,m=0.3,b=0.05"],

[trajectory_at,1.05,-9],[tstep,0.01],

[a,-10,2], [w,-14,14], [direction,forward],

[nsteps,300], [sliders,"m=0.1:1"], [versus_t,1])$

Ïîáóäîâà ðîçâ'ÿçêiâ äàíî¨ äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè äà¹ íàì äâà âiêíà: çëiâà çîáðàæåíå
ïîëå íàïðÿìêiâ iç âèäiëåíîþ iíòåãðàëüíîþ êðèâîþ, ÿêà ïðîõîäèòü ÷åðåç çàäàíó òî÷êó,
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Ðèñ. 5.20: Ïîëå íàïðÿìêiâ òà iíòåãðàëüíi êðèâi äëÿ ðiçíèõ çíà÷åíü ìàñè ìàÿòíèêà.

ñïðàâà ìiñòÿòüñÿ ãðàôiêè ôóíêöié a(t) òà w(t). Çíèçó ïiä ãðàôiêîì ïîëÿ íàïðÿìêiâ ðîç-
ìiùåíèé ñëàéäåð ç ïîâçóíêîì, ÿêèé ìîæå çìiíþâàòè çíà÷åííÿ ìàñè ó çàäàíèõ ìåæàõ.
Ïðè ðóñi ïîâçóíêà âèäíî çìiíó ïîâåäiíêè ñèñòåìè, öå ÷iòêî âiäîáðàæà¹òüñÿ ÿê ó âèãëÿäi
iíòåãðàëüíî¨ êðèâî¨, òàê i ó âèãëÿäi ëiíié çìiííèõ a òà w.



Ðîçäië 6

Çàäà÷i ëiíiéíî¨ àëãåáðè

Çàñòîñóíîê Maxima ìiñòèòü çíà÷íó êiëüêiñòü ôóíêöié äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ ðiçíîìàíi-
òíèõ çàäà÷ ëiíiéíî¨ àëãåáðè. Îñíîâíi âiäîìîñòi ïðî ìàòðèöi âæå áóëè ðîçãëÿíóòi ðàíiøå,
â Ðîçäiëi 3. Çàðàç çóïèíèìîñü äîêëàäíiøå íà çàñòîñóâàííi ìàòðèöü òà îïåðàöiÿõ ç íèìè.

6.1 Îñíîâíi îïåðàöi¨ ç ìàòðèöÿìè

Iíòåðôåéñ wxMaxima äîñòàòíüî çðó÷íèé, âií íå ïîòðåáó¹ âðó÷íó ââîäèòè äàíi äëÿ
âèêëèêó êîìàíäè matrix (â ÷èñëåííèõ êâàäðàòíèõ äóæêàõ ìîæíà ëåãêî çàãóáèòèñü). Ïî-
òðiáíî çàïîâíèòè äîïîìiæíi ôîðìè, âèêîðèñòîâóþ÷è ïóíêòè ìåíþ ¾Àëãåáðà � Ñòâîðèòè
ìàòðèöþ¿ àáî ¾Ñòâîðèòè ìàòðèöþ çà âèðàçîì¿. Ïðè öüîìó ç'ÿâèòüñÿ âiêíî ç êîìiðêàìè
äëÿ ââåäåííÿ ÷èñåë.

Íàãàäà¹ìî îñíîâè. Â Maxima íà ìàòðèöÿõ îçíà÷åíi çâè÷íi îïåðàöi¨ äîìíîæåííÿ íà
÷èñëî, äîäàâàííÿ òà ìàòðè÷íîãî ìíîæåííÿ. Îñòàíí¹ ðåàëiçó¹òüñÿ çà äîïîìîãîþ áiíàðíî¨
îïåðàöi¨ ¾.¿ (íèæíÿ êðàïêà). Ðîçìiðíîñòi ìàòðèöü-ñïiâìíîæíèêiâ ìàþòü áóòè óçãîäæåíi.

(%i1) M:matrix([1,2,3],[4,5,6]);

(%o1)

(
1 2 3
4 5 6

)
(%i2) N:matrix([1,-2],[2,-3],[3,-4]);

(%o2)

1 −2
2 −3
3 −4


ßêùî ìàòðèöÿ � ëiâèé ìíîæíèê, òî ïðàâèì ñïiâìíîæíèêîì ìîæå áóòè âåêòîð-

ñòîâïåöü, âåêòîð-ðÿäîê àáî ñïèñîê.Maxima äîçâîëÿ¹ òàêîæ ïiäíîñèòè ìàòðèöi äî ñòåïåíÿ,
àëå ôàêòè÷íî öÿ îïåðàöiÿ çàñòîñîâó¹òüñÿ äî êîæíîãî åëåìåíòà.

(%i3) M.N;

(%o3)

(
14 −20
32 −47

)
transpose(M) � òðàíñïîíó¹ ìàòðèöþ.
invert(M) � øóêà¹ îáåðíåíó ìàòðèöþ.
determinant(M) � çíàõîäèòü äåòåðìiíàíò ìàòðèöi.

(%i4) M2:transpose(M);

(%o4)

1 4
2 5
3 6


70
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(%i5) K:(%o3);

(%o5)

(
14 −20
32 −47

)
(%i6) invK:invert(K);

(%o6)

(
47
18

−10
9

16
9

−7
9

)
(%i7) K.invK;

(%o7)

(
1 0
0 1

)
(%i8) determinant(K);

(%o8) − 18

(%i9) determinant(invK);

(%o9) − 1

18

charpoly(M,%lambda) � îá÷èñëþ¹ õàðàêòåðèñòè÷íèé ïîëiíîì ìàòðèöi (M � ìàòðè-
öÿ, λ � çìiííà, âiäíîñíî ÿêî¨ áóäó¹òüñÿ ïîëiíîì). Êîðåíi õàðàêòåðèñòè÷íîãî ïîëiíîìà ¹
âëàñíèìè çíà÷åííÿìè ìàòðèöi.

(%i10) charpoly(K,%lambda);

(%o10) (−λ− 47) · (14− λ) + 640

(%i11) ratsimp(%o10);

(%o11) λ2 + 33 · λ− 18

(%i12) solve((%o11)=0,%lambda);

(%o12) [λ = −3 ·
√
129 + 33

2
, λ =

3 ·
√
129− 33

2
]

Îäíàê äëÿ îá÷èñëåííÿ âëàñíèõ çíà÷åíü òà âëàñíèõ âåêòîðiâ ìàòðèöi çàçâè÷àé âèêî-
ðèñòîâóþòü ñïåöiàëüíi êîìàíäè: eigenvalues òà eigenvectors.

eigenvalues(M) � îá÷èñëþ¹ âëàñíi çíà÷åííÿ ìàòðèöi àíàëiòè÷íî, ÿêùî öå ìîæëèâî.
Äëÿ çíàõîäæåííÿ êîðåíiâ õàðàêòåðèñòè÷íîãî ïîëiíîìà âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ôóíêöiÿ solve.
Ðåçóëüòàò ïîâåðòà¹òüñÿ ó âèãëÿäi ñïèñêà, ùî ìiñòèòü äâà ïiäñïèñêè: ïåðøèé ìiñòèòü âëàñíi
çíà÷åííÿ, à äðóãèé � ¨õ êðàòíîñòi.

(%i13) eigenvalues(K);

(%o13) [[−3 ·
√
129 + 33

2
,
3 ·

√
129− 33

2
], [1, 1]]

eigenvectors(M) � àíàëiòè÷íî îá÷èñëþ¹ âëàñíi çíà÷åííÿ òà âëàñíi âåêòîðè ìàòðèöi,
ÿêùî öå ìîæëèâî. Âîíà ïîâåðòà¹ ñïèñîê, ïåðøèé åëåìåíò ÿêîãî � ñïèñîê âëàñíèõ çíà÷åíü
(àíàëîãi÷íî äî eigenvalues), à äàëi éäóòü âëàñíi âåêòîðè, êîæåí ç ÿêèõ ïðåäñòàâëåíèé
ÿê ñïèñîê ñâî¨õ ïðî¹êöié.

(%i14) eigenvectors(K);

(%o14) [[[−3 ·
√
129 + 33

2
,
3 ·

√
129− 33

2
], [1, 1]], [[[1,

3 ·
√
129 + 61

40
]], [[1,−3 ·

√
129− 61

40
]]]]



Ðîçäië 6. Çàäà÷i ëiíiéíî¨ àëãåáðè 72

Ôóíêöiÿ uniteigenvectors âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä êîìàíäè eigenvectors òèì, ùî ïîâåð-
òà¹ íîðìîâàíi äî îäèíè÷íî¨ äîâæèíè âëàñíi âåêòîðè.

Maxima âêëþ÷à¹ â ñåáå ñïåöiàëüíó ôóíêöiþ äëÿ îá÷èñëåííÿ îðòîíîðìîâàíîãî íàáî-
ðó âåêòîðiâ iç çàäàíîãî. Âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ñòàíäàðòíèé àëãîðèòì Ãðàìà-Øìiäòà. Ñèíòà-
êñèñ âèêëèêó:

gramschmidt(M) àáî gschmidt(M).
Àðãóìåíò ôóíêöi¨ � ìàòðèöÿ àáî ñïèñîê. ßê êîìïîíåíòè ñèñòåìè âåêòîðiâ, íà áà-

çi ÿêî¨ áóäó¹òüñÿ îðòîíîðìîâàíà ñèñòåìà, ðîçãëÿäàþòüñÿ ðÿäêè ìàòðèöi M àáî ïiäñïèñêè
ñïèñêó M. Äëÿ âèêîðèñòàííÿ öi¹¨ ôóíêöi¨ íåîáõiäíî çàâàíòàæèòè ïàêåò ¾eigen¿.

(%i15) load(eigen);

(%i16) L:gramschmidt(M);

(%o16) [[1, 2, 3], [
22 · 3
7

,
3

7
,−2 · 3

7
]]

(%i17) L[1].L[2];

(%o17)
22 · 3
7

− 12

7

(%i18) ratsimp(%o17);

(%o18) 0

Ïåðåòâîðåííÿ ìàòðèöi äî òðèêóòíî¨ ôîðìè çäiéñíþ¹òüñÿ ìåòîäîì âèêëþ÷åí-
íÿ Ãàóññà çà äîïîìîãîþ êîìàíäè echelon(M). Àíàëîãi÷íèé ðåçóëüòàò äà¹ êîìàíäà
triangularize(M), âiäìiííîñòi ïîëÿãàþòü â òîìó, ùî echelon íîðìó¹ äiàãîíàëüíèé åëå-
ìåíò íà 1, à triangularize � íi.

(%i19) triangularize(K);

(%o19)

(
14 −20
0 −18

)
(%i20) echelon(K);

(%o20)

(
1 −10

7

0 1

)
Äëÿ ðîçðàõóíêó ðàíãó ìàòðèöi (ïîðÿäêó íàéáiëüøîãî íåâèðîäæåíîãî ìiíîðà ìàòðè-

öi) âèêîðèñòîâó¹òüñÿ êîìàíäà rank(M).

(%i21) rank(M);

(%o21) 2

(%i22) rank(N);

(%o22) 2

(%i23) echelon(N);

(%o23)

1 −2
0 1
0 0


Ìiíîð ìàòðèöi çíàõîäèòüñÿ êîìàíäîþ minor(M,i,j), äå M � ìàòðèöÿ, i,j � iíäåêñè

åëåìåíòó, äëÿ ÿêîãî îá÷èñëþ¹òüñÿ ìiíîð.
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(%i24) minor(M,1,1);

(%o24)
(
5 6

)
(%i25) minor(N,2,2);

(%o25)

(
1
3

)

6.2 Ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè ëiíiéíèõ àëãåáðè÷íèõ ðiâíÿíü

Íåõàé ìà¹ìî íàñòóïíó ñèñòåìó ðiâíÿíü:
x+ 2y + 10z = −15;

2x+ 4y − z = 12;

x+ y − 3z = 9.

Ñïðîáó¹ìî ðîçâ'ÿçàòè ¨¨, âèêîðèñòîâóþ÷è äëÿ äåìîíñòðàöi¨ ðiçíi ïiäõîäè.

6.2.1 Ñòàíäàðòíèé ìåòîä solve

Íàãàäà¹ìî ñèíòàêñèñ êîìàíäè solve äëÿ ñèñòåì: íåîáõiäíî ñôîðìóâàòè ñïèñîê iç
ðiâíÿíü, òà â êiíöi âèïèñàòè ñïèñêîì çìiííi, âiäíîñíî ÿêèõ øóêàòè ðîçâ'ÿçîê.

(%i1) solve([x+2*y+10*z=-15,

2*x+4*y-z=12,

x+y-3*z=9],

[x,y,z]);

(%o1) [[x = 1, y = 2, z = −2]]

6.2.2 Ìåòîä Êðàìåðà

Çíàéäåìî îñíîâíèé âèçíà÷íèê, ÿêèé ñêëàäà¹òüñÿ ç êîåôiöi¹íòiâ ïðè çìiííèõ.

(%i2) D:matrix([1,2,10],[2,4,-1],[1,1,-3]);

(%o2)

1 2 10
2 4 −1
1 1 −3


(%i3) %Delta:determinant(D);

(%o3) − 21

Îñêiëüêè ∆ ̸= 0, ñèñòåìà ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê. Çíàéäåìî òåïåð äîäàòêîâi âèçíà÷íè-
êè, ÿêi óòâîðþþòüñÿ ïiäñòàíîâêîþ ñòîâï÷èêà ïðàâèõ ÷àñòèí ðiâíÿíü çàìiñòü âiäïîâiäíîãî
ñòîâï÷èêà êîåôiöi¹íòiâ ïðè êîæíié çìiííié.

(%i2) D:matrix([1,2,10],[2,4,-1],[1,1,-3]);

(%o2)

1 2 10
2 4 −1
1 1 −3


(%i3) %Delta:determinant(D);

(%o3) − 21
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(%i4) D1:matrix([-15,2,10],[12,4,-1],[9,1,-3]);

(%o4)

−15 2 10
12 4 −1
9 1 −3


(%i5) %Delta1:determinant(D1);

(%o5) − 21

(%i6) D2:matrix([1,-15,10],[2,12,-1],[1,9,-3]);

(%o6)

1 −15 10
2 12 −1
1 9 −3


(%i7) %Delta2:determinant(D2);

(%o7) − 42

(%i8) D3:matrix([1,2,-15],[2,4,12],[1,1,9]);

(%o8)

1 2 −15
2 4 12
1 1 9


(%i9) %Delta3:determinant(D3);

(%o9) 42

Òîäi, çà ïðàâèëîì Êðàìåðà x = ∆1

∆
, y = ∆2

∆
, z = ∆3

∆
, ìà¹ìî

(%i13) x=%Delta1/%Delta; y=%Delta2/%Delta; z=%Delta3/%Delta;

(%o11) x = 1

(%o12) y = 2

(%o13) z = −2

6.2.3 Ìåòîä Ãàóññà

Öåé ìåòîä ïîëÿãà¹ ó ïîñëiäîâíîìó âèäiëåííi êîæíî¨ çìiííî¨, âèðàçèâøè ¨¨ ÷åðåç iíøi.
Ïiäñòàâëÿþ÷è îòðèìàíi íåâiäîìi çíèçó âãîðó, ìîæíà óòâîðþâàòè ðiâíÿííÿ çi çìåíøåíîþ
íà îäèíèöþ êiëüêiñòþ çìiííèõ, àæ ïîêè íå äiéäåìî äî ðiâíÿííÿ ç îäíi¹þ çìiííîþ. Â
ìàòðè÷íîìó ïðåäñòàâëåííi öå îçíà÷à¹ çâåäåííÿ ðîçøèðåíî¨ ìàòðèöi Ãàóññà äî òðèêóòíîãî
âèãëÿäó.

Ñôîðìó¹ìî ðîçøèðåíó îñíîâíó ìàòðèöþ G, ùî óòâîðåíà ç óñiõ êîåôiöi¹íòiâ i ïðàâèõ
ñòîðií ñèñòåìè.

(%i1) G:matrix([1,2,10,-15],[2,4,-1,12],[1,1,-3,9]);

(%o1)

1 2 10 −15
2 4 −1 12
1 1 −3 9


Çâåäåìî öþ ìàòðèöþ äî òðèêóòíîãî âèäó ÷åðåç êîìàíäó echelon.

(%i2) echelon(G);

(%o2)

1 2 10 −15
0 1 13 −24
0 0 1 −2


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Îòðèìàëè ñèñòåìó ðiâíÿíü, ÿêó ðîçâ'ÿçó¹ìî çíèçó äîãîðè.

(%i3) solve([x+2*y+10*z=-15,y+13*z=-24,z=-2],[x,y,z]);

(%o3) [[x = 1, y = 2, z = −2]]

6.2.4 Ìåòîä îáåðíåíî¨ ìàòðèöi

Âèïèñàíó ðàíiøå ñèñòåìó ìîæíà ïðåäñòàâèòè â çàãàëüíîìó âèãëÿäi ÿêa11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

 ·

x1x2
x3

 =

b1b2
b3

 ,

àáî ñêîðî÷åíî A ·X = B. Äîìíîæèâøè çëiâà öþ ðiâíiñòü íà ìàòðèöþ A−1, ìîæíà âèâiëü-
íèòè X òà çíàéòè íåâiäîìi: X = A−1 ·B.

(%i1) A:matrix([1,2,10],[2,4,-1],[1,1,-3]);

(%o1)

1 2 10
2 4 −1
1 1 −3


(%i2) B:matrix([-15],[12],[9]);

(%o2)

−15
12
9


(%i3) invA:invert(A);

(%o3)

 11
21

−16
21

2
− 5

21
13
21

−1
2
21

− 1
21

0


(%i4) X=invA.B;

(%o4) X =

 1
2
−2


ßê áà÷èìî, âñi ìåòîäè ïðèâîäÿòü äî îäíàêîâèõ ðåçóëüòàòiâ.

6.3 Ñïåöiàëüíi ôóíêöi¨ äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ ñèñòåì ðiâíÿíü

Êîìàíäà linsolve([expr1,expr2,...,exprN],[x1,x2,...,xN]) � ðîçâ'ÿçó¹ ñïè-
ñîê ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü [expr1,expr2,...,exprN] âiäíîñíî ïåðåëiêó çìiííèõ
[x1,x2,...,xN]. Âèðàçè expr ìîæóòü áóòè ïîëiíîìàìè çàçíà÷åíèõ çìiííèõ i ïðåäñòàâ-
ëÿòèñÿ â âèãëÿäi ðiâíÿíü. Êiëüêiñòü çìiííèõ íå îáîâ'ÿçêîâî ïîâèííà áóòè ðiâíà êiëüêîñòi
ðiâíÿíü.

Íåõàé ìà¹ìî ñèñòåìó ç òðüîõ ðiâíÿíü, ÿêó ðîçâ'ÿæåìî êîìàíäîþ linsolve.
x+ y + z + t = 0;

2x− 2y + z + 3t = 2;

3x− y + 2z − t = 8.

(%i1) linsolve([x+y+z+t=0,2*x-2*y+z+3*t=2,3*x-y+2*z-t=8],[x,y,z,t]);

(%o1) [x = −3 ·%r1 − 8

4
, y = −5 ·%r1 + 16

20
, z = %r1 , t = −6

5
]
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Òàêèì ÷èíîì, çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ìà¹ âèãëÿä:

x = −3C − 8

4
, y = −5C + 16

20
, z = C, t = −6

5
,

äå C � äîâiëüíà ñòàëà. �é ìîæíà çàäàâàòè äîâiëüíi äiéñíi çíà÷åííÿ, ïðè êîæíîìó ç ÿêèõ
âèõîäèòü ÷àñòèííèé ðîçâ'ÿçîê. Íàïðèêëàä, ïðè C = 1 îòðèìà¹ìî ðîçâ'ÿçîê

(%i2) ev((%o1),%r1=1);

(%o2) [x =
5

4
, y = −21

20
, z = 1, t = −6

5
]

Ñïîñiá ïîäàííÿ ðîçâ'ÿçêiâ âèçíà÷à¹òüñÿ îïöi¹þ linsolve_params (çà óìîâ÷àííÿì
true) ßêùî âêàçàíèé ïðàïîð âñòàíîâëåíèé ó true, ðîçâ'ÿçàííÿ íåäîâèçíà÷åíèõ ñèñòåì
âêëþ÷à¹ ïàðàìåòðè %r1,%r2 i ò.ä. ßêùî ïðàïîð linsolve_params âñòàíîâëåíèé ó false,

ïîâ'ÿçàíi çìiííi âèðàæàþòüñÿ ÷åðåç âiëüíi (ó ïîïåðåäíüîìó ïðèêëàäi öå áóëî á z).
Áàãàòî â ÷îìó àíàëîãi÷íèé ðåçóëüòàò äîçâîëÿ¹ îòðèìàòè ôóíêöiÿ algsys (ôàêòè÷íî

öå íàäáóäîâà íàä solve). Êiëüêiñòü ðiâíÿíü ìîæå ïåðåâèùóâàòè êiëüêiñòü íåâiäîìèõ, ÷è
íàâïàêè.

Äëÿ îá÷èñëåííÿ êîðåíiâ îäèíè÷íèõ ïîëiíîìiàëüíèõ ðiâíÿíü âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ôóí-
êöiÿ realroots. Âàðiàíòè ñèíòàêñèñó:

realroots(expr,bound);
realroots(eqn,bound);
realroots(expr);
realroots(eqn).
Òóò bound � öå ìåæà òî÷íîñòi, ç ÿêîþ ïîòðiáíî çíàéòè êîðåíi. Êîìàíäà çíàõîäèòü

âñi êîðåíi âèðàçó expr=0 àáî ðiâíÿííÿ eqn. Ôóíêöiÿ áóäó¹ ïîñëiäîâíiñòü Øòóðìà äëÿ
içîëÿöi¨ êîæíîãî êîðåíÿ òà âèêîðèñòîâó¹ àëãîðèòì ðîçïîäiëó íàâïië äëÿ óòî÷íåííÿ êîðåíÿ
ç òî÷íiñòþ bound àáî òî÷íiñòþ, çàäàíîþ çà çàìîâ÷óâàííÿì.

Íàïðèêëàä, ïîòðiáíî ðîçâ'ÿçàòè ðiâíÿííÿ x5 − x+ 2 = 0 ç òî÷íiñòþ äî 5 · 10−6.

(%i3) realroots(2-x+x^5,5e-6);

(%o3) [x = −664361

524288
]

(%i4) (%o3),numer;

(%o4) [x = −1.267168045043945]

(%i5) ev(2-x+x^5,x=(%o3)),numer;

(%o5) [x5 − x+ 2 = 3.085850166506532 · 10−6]

Óñi êîðåíi ïîëiíîìà (äiéñíi òà êîìïëåêñíi) ìîæíà çíàéòè çà äîïîìîãîþ êîìàíäè
allroots. Ñïîñiá ïîäàííÿ ðîçâ'ÿçêó âèçíà÷à¹òüñÿ çìiííîþ polyfactor (çà óìîâ÷àííÿì
false; ÿêùî âñòàíîâèòè â true, òî êîìàíäå ïîâåðíå ðåçóëüòàò ôàêòîðèçàöi¨). Àëãîðèòì
ïîøóêó êîðåíiâ íàïiâ÷èñëîâèé.

(%i6) allroots(x^4+1);

(%o6) [x = 0.7071067811865475 · i+ 0.7071067811865476,

x = 0.7071067811865476− 0.7071067811865475 · i,

x = 0.7071067811865478 · i− 0.7071067811865476,

x = −0.7071067811865478 · i− 0.7071067811865476]
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(%i7) polyfactor:true$ allroots(x^4+1);

(%o7) 1.0 ·
(
x2 − 1.414213562373095 · x+ 0.9999999999999999

)
·(

x2 + 1.414213562373095 · x+ 1.0
)

Ñïðîùåííÿ ñèñòåì ðiâíÿíü äîñÿãà¹òüñÿ òàêîæ ôóíêöi¹þ eliminate, ùî äîçâîëÿ¹ âè-
êëþ÷èòè òi ÷è iíøi çìiííi. Âèêëèê eliminate([eqn1,...,eqnN], [x1,...,xK]) âèêëþ÷à¹
çìiííi [x1,...,xK] iç çàçíà÷åíèõ âèðàçiâ.

6.4 Êîìïëåêñíi ÷èñëà

Êîìïëåêñíi âèðàçè îçíà÷óþòü â ñèñòåìi Maxima äâîìà ñïîñîáàìè: â àëãåáðè÷íié
ôîðìi z = a + i · b òà åêñïîíåíöiéíié z = r · eiϕ, òðèãîíîìåòðè÷íà ôîðìà ¹ äîäàòêîâîþ òà
ðåçóëüòàòè ðîçâ'ÿçêiâ ó íié íå âiäîáðàæàþòüñÿ.

(%i1) solve(x^3-1=0,x);

(%o1) [x =

√
3 · i− 1

2
, x = −

√
3 · i+ 1

2
, x = 1]

(%i2) solve(x^5-1=0,x);

(%o2) [x = e
2·i·π
5 , x = e

4·i·π
5 , x = e−

4·i·π
5 , x = e−

2·i·π
5 , x = 1]

Êiëüêiñòü êîðåíiâ, ÿêi ïîâåðòàþòüñÿ Maxima, âiäïîâiäà¹ îñíîâíié òåîðåìi àëãåáðè
(ðiâíÿííÿ òðåòüîãî ñòåïåíÿ ìà¹ òðè êîðåíi, ï'ÿòîãî � ï'ÿòü i ò.ä.). Ïåðåòâîðåííÿ êîì-
ïëåêñíèõ âèðàçiâ ìîæå çäiéñíþâàòèñÿ çâè÷àéíèìè êîìàíäàìè äëÿ ñïðîùåííÿ (radcan,
expand òà ií), àëå ïåðåäáà÷åíî i ðÿä ñïåöèôi÷íèõ ôóíêöié, ùî ðîçðàõîâàíi íà îïåðàöi¨
ñàìå ç êîìïëåêñíèìè ÷èñëàìè.

Êîìàíäè realpart(z) òà imagpart(z) îá÷èñëþþòü âiäïîâiäíî äiéñíó òà óÿâíó ÷à-
ñòèíó ÷èñëà z.

(%i1) z:sqrt(3)+%i;

(%o1) i+
√
3

(%i2) realpart(z);

(%o2)
√
3

(%i3) imagpart(z);

(%o3) 1

Êîìàíäè cabs(z) òà carg(z) � ïîâåðòàþòü âiäïîâiäíî ìîäóëü òà àðãóìåíò ÷èñëà z.

(%i4) cabs(z);

(%o4) 2

(%i5) cabs(exp((%pi*%i)/4));

(%o5) 1

(%i6) carg(z);

(%o6)
π

6
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(%i7) carg(exp((%pi*%i)/4));

(%o7)
π

4

Êîìïëåêñíî ñïðÿæåíi ÷èñëà îá÷èñëþþòüñÿ êîìàíäîþ conjugate(z).

(%i8) conjugate(z);

(%o8)
√
3− i

(%i9) conjugate(exp((%pi*%i)/4));

(%o9)
1√
2
− i√

2

Êîìàíäà polarform(z) ïåðåòâîðþ¹ àëãåáðè÷íó ôîðìó êîìïëåêñíîãî ÷èñëà â åêñïî-
íåíöiéíó, rectform(z) � íàâïàêè, iç åêñïîíåíöiéíî¨ â àëãåáðè÷íó.

(%i10) polarform(z);

(%o10) 2 · e
i·π
6

(%i11) rectform(exp((%pi*%i)/4));

(%o11)
i√
2
+

1√
2

Êîìàíäà residue(expr,z,z0)� îá÷èñëþ¹ ðåøòêó ó êîìïëåêñíié ïëîùèíi äëÿ âèðàçó
expr, êîëè çìiííà z ïðèéìà¹ çíà÷åííÿ z0. Íàãàäà¹ìî, ùî ðåøòêà � öå êîåôiöi¹íò ïðè
(z − z0)

−1 ó ðîçêëàäi âèðàçó expr â ðÿä Ëîðàíà.

(%i12) residue(sin(a*z)/z^4,z,0);

(%o12) − a3

6

6.5 Çàâäàííÿ äî Ðîçäiëó 6

Îïåðàöi¨ ç ìàòðèöÿìè

Äî ïîäàíèõ ìàòðèöü: çíàéòè îáåðíåíó ìàòðèöþ, äåòåðìiíàíò, õàðàêòåðèñòè÷íèé ïî-
ëiíîì, âëàñíi çíà÷åííÿ i âëàñíi âåêòîðè, ðàíã, çâåñòè äî òðèêóòíî¨.

6.1.

−2 3 5
2 1 4
1 −3 −1



6.2.

 3 −3 4
5 −1 2
−1 3 −2



6.3.

−5 −2 −4
2 2 3
4 −2 −1



6.4.

 4 −5 −4
−3 −2 5
2 3 −3



6.5.

−3 5 1
−1 −5 −2
−4 3 1



6.6.

 4 −3 −1
−3 2 −2
−1 3 5



6.7.

−1 4 4
3 1 −5
5 −1 −3



6.8.

 1 −4 4
−3 −3 5
2 −5 −2



6.9.

−3 2 5
3 −1 −4
−1 −2 1



6.10.

−2 4 2
1 −3 3
5 −4 −1



6.11.

−5 0 1
2 3 −4
−1 4 −1



6.12.

 3 −2 2
−4 1 0
−3 4 5


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Ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü

Ðîçâ'ÿçàòè ïîäàíi ñèñòåìè: ïðÿìèì ìåòîäîì, ìåòîäîì Êðàìåðà, ìåòîäîì Ãàóññà, ìà-
òðè÷íèì ìåòîäîì.

6.13.


2x+ y − 3z = −12;

3x− 2y − z = 3;

−x+ 5y + 2z = −3.

6.14.


6x− 5y + z = 7;

5x+ 3y + 2z = 0;

−2x+ y − 3z = 11.

6.15.


−3x− 2y + 4z = −15;

2x+ 5y − 3z = 3;

4x− y + 7z = 15.

6.16.


−3x+ y − z = 8;

−4x+ 2y + 3z = −3;

2x+ 3y − 2z = −1.

6.17.


x− 3y − 4z = −7;

5x+ 2y + 2z = −1;

4x− y − 5z = −6.

6.18.


2x+ 3y + 3z = 15;

3x− 6y − 6z = −23;

−9x− 3y + 6z = 8.

6.19.


x+ y + z = 6;

−x+ y − z = −2;

2x+ 3y + z = 11.

6.20.


x− y − z = −11;

x+ y − z = 15;

2x− y + z = −9.

6.21.


2x+ y − 3z = −7;

3x− 2y + z = 11;

−2x− 3y − 2z = 3.

6.22.


x+ 2y + z = 1;

3x− y + 2z = 13;

2x+ 3y − z = −8.

6.23.


−7x+ 2y + 4z = 13;

3x− y + 2z = −2;

−x+ 6y + 5z = 12.

6.24.


2x− 3y + 5z = 10;

x− y + 5z = 4;

−3x− 4y + 3z = 2.

Êîìïëåêñíi ÷èñëà

Äëÿ çàäàíèõ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë: âèâåñòè äiéñíó òà óÿâíó ÷àñòèíó, çíàéòè ñïðÿæåíå
÷èñëî, çíàéòè ìîäóëü òà àðãóìåíò ÷èñëà, ïåðåâåñòè ó åêñïîíåíöiéíó ôîðìó.

6.25. z = 3 + 5i

6.26. z = 2− 10i

6.27. z = 2 + 2i

6.28. z = 1− 7i

6.29. z = 4 + i

6.30. z = 7− 2i

6.31. z = 1 + 4i

6.32. z = 6 + 2i

6.33. z = 6− 3i



Ðîçäië 7

Äèôåðåíöiàëüíå ÷èñëåííÿ

7.1 Ãðàíèöi

Ãðàíèöÿ âèðàçó f(x) ïðè x→ a îá÷èñëþ¹òüñÿ çà äîïîìîãîþ êîìàíäè
limit(f(x),x,a,opts),
äå îïöiÿ opts ìîæå íàáóâàòè äâà çíà÷åííÿ: plus òà minus, âîíè ïîçíà÷àþòü ïðà-

âîñòîðîííþ òà ëiâîñòîðîííþ ãðàíèöþ. Íàãàäà¹ìî, ùî inf ïîçíà÷à¹ +∞, minf ïîçíà÷à¹
−∞.

(%i1) limit((1+A/x)^x,x,inf);

(%o1) eA

(%i3) limit(1/x,x,0,plus); limit(1/x,x,0,minus);

(%o2) ∞

(%o3) −∞

(%i4) y(x):=(x^3-3*x-2)/(x^2-x-2)^2;

(%o4) y (x) :=
x3 − 3 · x− 2

(x2 − x− 2)2

(%i5) limit(y(x),x,-1);

(%o5) − 1

3

(%i6) limit((x/(2+x))^(3*x),x,inf);

(%o6) e−6

Ïðè îïåðàöiÿõ ç ðàöiîíàëüíèìè äðîáàìè ÷àñòî áóâà¹ âèïàäîê íåâèçíà÷åíîñòi 0/0,
òîäi äëÿ âèäiëåííÿ íîñi¨â íóëÿ äîöiëüíî ñïî÷àòêó âèêîðèñòàòè ôàêòîðèçàöiþ âèðàçiâ, i
íàî÷íiñòü ñêîðî÷åííÿ ¾íóëiâ¿ ñòàíå ÿâíîþ. Íåõàé ìà¹ìî ãðàíèöþ ñàìå òàêîãî òèïó:

▶ Çíàéòè ãðàíèöþ lim
x→+∞

x2 − 4

x2 − 3x+ 2
.

(%i7) f(x):=(x^2-4)/(x^2-3*x+2);

(%o7) f (x) :=
x2 − 4

x2 − 3 · x+ 2

(%i8) factor(num(f(x)));

(%o8) (x− 2) · (x+ 2)

80
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(%i9) factor(denom(f(x)));

(%o9) (x− 2) · (x− 1)

(%i10) ev((%o8)/(%o9));

(%o10)
x+ 2

x− 1

(%i11) limit((%o10),x,2);

(%o11) 4

Ïðè äi¨ ç âèðàçàìè, ùî ìiñòÿòü iððàöiîíàëüíi îïåðàöi¨, äiþòü ñõîæèì ÷èíîì, àëå ïðè
öüîìó âèêîðèñòîâóþòü êîìàíäó radcan.

▶ Çíàéòè ãðàíèöþ lim
x→1

√
x− 1

x− 1
.

(%i12) radcan((sqrt(x)-1)/(x-1));

(%o12)
1√
x+ 1

(%i13) limit((%o12),x,1);

(%o13)
1

2
Çâiñíî, ïðÿìå îá÷èñëåííÿ ãðàíèöü äàëî á òi æ ñàìi ðåçóëüòàòè.
Ïðè îá÷èñëåííÿõ ç âèêîðèñòàííÿì Maxima äîöiëüíî òàêîæ âèêîðèñòîâóâàòè äëÿ

çíàõîäæåííÿ ñêëàäíèõ ãðàíèöü ðîçêëàä ÷èñåëüíèêà òà çíàìåííèêà â ðÿä Òåéëîðà (áiëüø
äåòàëüíî ïðî ñòåïåíåâi ðÿäè òà ðÿä Òåéëîâà äèâ. íèæ÷å). ßêùî âèêîðèñòîâóâàòè ìåíþ
wxMaxima, ïîòðiáíî ó âêëàäöi ¾Àíàëiç � Çíàéòè ãðàíèöþ¿ âñòàíîâèòè ïóíêò ¾Ðÿä Òåé-
ëîðà¿. Äëÿ îá÷èñëåíü âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ôóíêöiÿ tlimit, ðàáîòà ÿêî¨ çàñíîâàíà íà çàìiíi
ôóíêöié ðÿäàìè Òåéëîðà (äå öå ìîæëèâî). Çà çàìîâ÷óâàííÿì ïðàïîðåöü çàìiíè ïîñòàâëå-
íèé ó false, òîìó äëÿ âèêîðèñòàííÿ tlimit éîãî ïîòðiáíî ïîñòàâèòè â true:

(%i14) tlimswitch=true;

(%o16) true = true

(%i15) f(x):=(tan(x)-sin(x))/(x-sin(x));

(%o15) f (x) :=
tan (x)− sin (x)

x− sin (x)

(%i16) tlimit(f(x),x,0);

(%o16) 3

7.2 Äèôåðåíöiþâàííÿ

Ïàêåò Maxima íàäà¹ ïîòóæíi çàñîáè äëÿ äèôåðåíöiþâàííÿ ôóíêöié òà îá÷èñëåííÿ
äèôåðåíöiàëiâ. Äëÿ îá÷èñëåííÿ ïîõiäíî¨ ñëiä ââåñòè êîìàíäó

diff(f(x),x,N) � ïîõiäíà ïîðÿäêó N ôóíêöi¨ f(x) ïî îäíié çìiííié x;
diff(f(x,y,...),xi,N) � ïîõiäíà ïîðÿäêó N ôóíêöi¨ áàãàòüîõ çìiííèõ f(x, y, ...) ïî

çìiííié xi.

(%i1) f(x):=sin(9*x^2);

(%o1) f (x) := sin
(
9 · x2

)
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(%i2) diff(f(x),x);

(%o2) 18 · x · cos
(
9 · x2

)
(%i3) diff(f(x),x,2);

(%o3) 18 · cos
(
9 · x2

)
− 324 · x2 · sin

(
9 · x2

)
(%i4) g(x,y):=(x+y^2)/sqrt(x^2+y^4);

(%o4) g (x, y) :=
x+ y2√
x2 + y4

(%i5) diff(g(x,y),x);

(%o5)
1√

y4 + x2
− x · (y2 + x)

(y4 + x2)
3
2

ßêùî ïîäiÿòè êîìàíäîþ diff íà ôóíêöiþ, íå âêàçóþ÷è çìiííó äèôåðåíöiþâàííÿ,
Maxima âèäàñòü ðåçóëüòàò iç âèêîðèñòàííÿì âèðàçiâ òèïó del(x), ÿêèé àíàëîãi÷íèé äî
äèôåðåíöiàëó çìiííî¨ dx. Òîáòî âèâåäåííÿ äàñòü ïîâíèé äèôåðåíöiàë ôóíêöi¨ f(x).

(%i11) diff(log(x));

(%o11)
del (x)

x

(%i12) diff(exp(x*y));

(%o12) x · ex·y · del (y) + y · ex·y · del (x)

ßêùî âêàçàòè àïîñòðîô ïåðåä ñèìâîëîì diff, òî ïîõiäíà íå îá÷èñëþ¹òüñÿ i ñïðîùå-
ííÿ, ÿêå çóìîâëåíå çà çàìîâ÷óâàííÿì, íå çäiéñíþ¹òüñÿ.

(%i13) f(x,z):=x^2*z+z^2*x;

(%o13) f (x, z) := x2 · z + z2 · x

(%i14) diff(f(x,z),x,2)+diff(f(x,z),z,3)+diff(f(x,z),x)*x^2;

(%o14) x2 ·
(
z2 + 2 · x · z

)
+ 2 · z

(%i15) 'diff(f(x,z),x,2)+'diff(f(x,z),z,3)+'diff(f(x,z),x)*x^2;

(%o15)
d3

d z3
·
(
x · z2 + x2 · z

)
+

d2

d x2
·
(
x · z2 + x2 · z

)
+ x2 ·

(
d

d x
·
(
x · z2 + x2 · z

))

7.3 Ðiâíÿííÿ äîòè÷íî¨ òà íîðìàëi

Ç êóðñó àíàëiçó âiäîìî, ùî ðiâíÿííÿ äîòè÷íî¨ äî ôóíêöi¨ f(x) â òî÷öi x0 ìà¹ âèãëÿä

g(x) = f ′(x0) · (x− x0) + f(x0);

à ðiâíÿííÿ íîðìàëi

h(x) = − 1

f ′(x0)
· (x− x0) + f(x0).
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7.3.1 Ïðÿìà ôóíêöiîíàëüíà çàëåæíiñòü

Ïðè ÿâíîìó çàäàííi ôóíêöi¨ äîñòàòíüî çíàéòè çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ â òî÷öi òà çíà÷åííÿ
ïîõiäíî¨ ôóíêöi¨ â òî÷öi. Òóò áóäåìî êîðèñòóâàòèñü êîìàíäàìè

define(func2,oper(func1)) � îçíà÷åííÿ íîâî¨ ôóíêöi¨ func2 ÷åðåç ïåâíi îïåðàöi¨
íàä ôóíêöi¹þ func1;

at(expr,[x=a,y=b,...]) � îïåðàòîð ïiäñòàíîâêè.
▶ Çàäàíî ôóíêöiþ y = 1/x ó òî÷öi x0 = 2. Çàâäàííÿ: çíàéòè ðiâíÿííÿ äîòè÷íî¨ òà

íîðìàëi òà íàêðåñëèòè ¨õ ãðàôiêè.

(%i1) f(x):=1/x;

(%o1) f (x) :=
1

x

(%i2) x0:2;

(%o2) 2

(%i3) y0:f(x0);

(%o3)
1

2

(%i4) define(df(x),diff(f(x),x));

(%o4) df (x) := − 1

x2

(%i5) k1:at(df(x),x=x0);

(%o5) − 1

4

(%i6) k2:at(-1/df(x),x=x0);

(%o6) 4

(%i7) g:expand(k1*(x-x0)+f(x0));

(%o7) 1− x

4

(%i8) h:expand(k2*(x-x0)+f(x0));

(%o8) 4 · x− 15

2

(%i13) plot2d([f(x),g,h,[discrete,[[x0,y0]]]],[x,-4,4],[y,-4,4],

[style,[lines,4,1],[lines,2,2],[lines,2,3],[points,3,4,1]],

[nticks,100],[legend,false],[same_xy]);

Ãðàôiê çîáðàæåíèé íà Ðèñ. 7.1,(a).

7.3.2 Íåïðÿìà çàëåæíiñòü çìiííèõ

Ïåðåéäåìî äî ñêëàäíiøîãî âèïàäêó. ßê çíàéòè ðiâíÿííÿ äîòè÷íî¨ òà íîðìàëi äî ôóí-
êöi¨, ÿêùî âîíà çàäàíà íå ôóíêöiîíàëüíèì âèãëÿäîì, à ó âèãëÿäi ðiâíÿííÿ f(x, y) = 0? Òóò
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Ðèñ. 7.1: Ãðàôiêè ôóíêöi¨, äîòè÷íî¨, íîðìàëi: ïðÿìà (à) òà íåïðÿìà (á) çàëåæíîñòi.

íàì çãîäèòüñÿ íàñòóïíà ðiâíiñòü äëÿ ïîõiäíî¨ ôóíêöi¨, ùî äîâîäèòüñÿ â ìàòåìàòè÷íîìó
àíàëiçi:

dy

dx
= −

∂f(x, y)

∂x
∂f(x, y)

∂y

.

▶ Íåõàé ìà¹ìî ôóíêöiîíàëüíó çàëåæíiñòü sin 2x cos y = 0, 5; x0 = 1. Çàâäàííÿ:
çíàéòè ðiâíÿííÿ äîòè÷íî¨ òà íîðìàëi òà íàêðåñëèòè ¨õ ãðàôiêè.

(%i1) f(x,y):=sin(2*x)*cos(y)-1/2;

(%o1) f (x, y) := sin (2 · x) · cos (y)− 1

2

(%i2) define(df(x,y),-diff(f(x,y),x)/diff(f(x,y),y));

(%o2) df (x, y) :=
2 · cos (2 · x) · cos (y)
sin (2 · x) · sin (y)

(%i3) x0:1;

(%o3) 1

(%i4) s1:solve(f(x,y)=0,y);

solve: using arc-trig functions to get a solution.

Some solutions will be lost.

(%o4) [y = acos

(
1

2 · sin (2 · x)

)
]

(%i5) f:rhs(s1[1]);

(%o5) acos

(
1

2 · sin (2 · x)

)
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(%i6) y0:at(f,x=x0),numer;

(%o6) 0.988581650693521

(%i7) k1:at(df(x,y),[x=x0,y=y0]),numer;

(%o7) − 0.6025870564746433

(%i8) k2:at(-1/df(x,y),[x=x0,y=y0]),numer;

(%o8) 1.659511251121737

(%i9) g:expand((k1*(x-x0)+y0));

(%o9) 1.591168707168164− 0.6025870564746433 · x

(%i10) h:expand((k2*(x-x0)+y0));

(%o10) 1.659511251121737 · x− 0.6709296004282159

(%i11) plot2d([f,g,h,[discrete,[[x0,y0]]]],[x,0,%pi/2],[y,0,%pi/2],

[style,[lines,4,1],[lines,2,2],[lines,2,3],[points,3,4,1]],

[legend,false],[same_xy],[axes,solid]);

Ãðàôiê çîáðàæåíèé íà Ðèñ. 7.1,(á).

7.3.3 Ïàðàìåòðè÷íå ïðåäñòàâëåííÿ ôóíêöi¨

Ïðè ïàðàìåòðè÷íîìó çàäàííi ôóíêöi¨ ìà¹ìî íàñòóïíi ñïiââiäíîøåííÿ:{
x = ϕ(t);

y = ψ(t);

dy

dx
=
ψ′(t)

ϕ′(t)
.

▶ Íåõàé ìà¹ìî ôóíêöiþ x = ϕ(t) = sin t; y = ψ(t) = cos 2t; x0 = 0, 5. Çàâäàííÿ:
çíàéòè ðiâíÿííÿ äîòè÷íî¨ òà íîðìàëi òà íàêðåñëèòè ¨õ ãðàôiêè.

(%i1) x(t):=sin(t);

(%o1) x (t) := sin (t)

(%i2) y(t):=cos(2*t);

(%o2) y (t) := cos (2 · t)

(%i3) define(df(t),diff(y(t),t)/diff(x(t),t));

(%o3) df (t) := −2 · sin (2 · t)
cos (t)

(%i4) x0:0.5;

(%o4) 0.5

(%i5) s1:solve(x0=x(t),t),numer;

(%o5) [t = 0.5235987755982994]
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Ðèñ. 7.2: Ãðàôiêè ôóíêöi¨, äîòè÷íî¨, íîðìàëi: ïàðàìåòðè÷íå (à) òà ïîëÿðíå (á) ïðåäñòàâëåííÿ.

(%i6) t0:rhs(s1[1]);

(%o6) 0.5235987755982994

(%i7) k1:at(df(t),t=t0);

(%o7) − 2.000000000000001

(%i8) k2:at(-1/df(t),t=t0);

(%o8) 0.4999999999999995

(%i9) y0:y(t0);

(%o9) 0.4999999999999991

(%i10) g:expand(k1*(x-x0)+y0);

(%o10) 1.5− 2.000000000000001 · x

(%i11) h:expand(k2*(x-x0)+y0);

(%o11) 0.4999999999999995 · x+ 0.2499999999999993

(%i18) plot2d([[parametric,x(t),y(t),[t,-%pi,%pi]],g,h,

[discrete,[[x0,y0]]]],[x,-1,1],[y,-0.8,1.2],

[style,[lines,4,1],[lines,2,2],[lines,2,3],[points,3,4,1]],

[legend,false],[nticks,100],[same_xy]);

Ãðàôiê çîáðàæåíèé íà Ðèñ. 7.2,(à).
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7.3.4 Ïîëÿðíå ïðåäñòàâëåííÿ ôóíêöi¨

Ïðè ïîëÿðíîìó çàäàííi ôóíêöi¨ ìà¹ìî íàñòóïíi ñïiââiäíîøåííÿ:{
x(θ) = ρ(θ) cos θ;

y(θ) = ρ(θ) sin θ;

dy

dx
=
y′(θ)

x′(θ)
.

▶ Íåõàé ìà¹ìî ôóíêöiîíàëüíó çàëåæíiñòü ρ(θ) =
2

θ
, θ0 = 4 ðàä. Çàâäàííÿ: çíàéòè

ðiâíÿííÿ äîòè÷íî¨ òà íîðìàëi òà íàêðåñëèòè ¨õ ãðàôiêè.

(%i1) x(t):=(2/t)*cos(t);

(%o1) x (t) :=
2 · cos (t)

t

(%i2) y(t):=(2/t)*sin(t);

(%o2) y (t) :=
2 · sin (t)

t

(%i3) t0:4;

(%o3) 4

(%i4) define(df(t),diff(y(t),t)/diff(x(t),t));

(%o4) df (t) :=
2·cos(t)

t
− 2·sin(t)

t2

−2·sin(t)
t

− 2·cos(t)
t2

(%i5) x0:at(x(t),t=t0),numer;

(%o5) − 0.3268218104318059

(%i6) y0:at(y(t),t=t0),numer;

(%o6) − 0.3784012476539641

(%i7) k1:at(df(t),t=t0),numer;

(%o7) − 0.5047122730143312

(%i8) k2:at(-1/df(t),t=t0),numer;

(%o8) 1.981326893494435

(%i9) g:expand(k1*(x-x0)+y0);

(%o9) − 0.5047122730143312 · x− 0.5433522264676598

(%i10) h:expand(k2*(x-x0)+y0);

(%o10) 1.981326893494435 · x+ 0.2691395947351133

(%i11) plot2d([[parametric,x(t),y(t),[t,0.1,4*%pi]],g,h,

[discrete,[[x0,y0]]]],[x,-1,2],[y,-1,2],

[style,[lines,4,1],[lines,2,2],[lines,2,3],[points,3,4,1]],

[legend,false],[nticks,100],[same_xy]);

Ãðàôiê çîáðàæåíèé íà Ðèñ. 7.2,(á).
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7.4 Äîñëiäæåííÿ ôóíêöi¨ òà ïîáóäîâà ¨¨ ãðàôiêà

Ñõåìà äîñëiäæåííÿ ôóíêöi¨ ìîæå âêëþ÷àòè â ñåáå äîñèòü áàãàòî ïóíêòiâ, àëå ìè
çóïèíèìîñü íà îñíîâíèõ.

1. Òî÷êè ïåðåòèíó ç îñÿìè:

f(x) = 0 � ïåðåòèí ç âiññþ x;

f(0) = y0 � ïåðåòèí ç âiññþ y.

2. Àñèìïòîòè ôóíêöi¨:

limx→∞ f(x) = a; y = a � ãîðèçîíòàëüíà àñèìïòîòà (øóêàþòüñÿ îêðåìî x→ ±∞);

limx→b f(x) = ∞; x = b � âåðòèêàëüíà àñèìïòîòà (øóêàþòüñÿ îêðåìî x→ b± 0).

k = limx→∞
f(x)
x
, b = limx→∞(f(x)− kx); g(x) = kx+ b � ïîõèëà àñèìïòîòà.

3. Êðèòè÷íi òî÷êè òà òî÷êè, ïiäîçðiëi íà åêñòðåìóì:

f ′(x) = 0 àáî íå iñíó¹.

4. Îáëàñòi çðîñòàííÿ òà ñïàäàííÿ:

f ′(x) > 0 � ôóíêöiÿ çðîñòà¹;

f ′(x) < 0 � ôóíêöiÿ ñïàäà¹;

5. Òî÷êè åêñòðåìóìiâ:

f ′(x) = 0 òà f ′′(x) > 0 � ó öié òî÷öi ôóíêöiÿ äîñÿãà¹ ìiíiìóìà;

f ′(x) = 0 òà f ′′(x) < 0 � ó öié òî÷öi ôóíêöiÿ äîñÿãà¹ ìàêñèìóìà.

6. Òî÷êè ïåðåãèíó:

f ′′(x) = 0.

7. Ïðîìiæêè âãíóòîñòi òà îïóêëîñòi:

f ′′(x) > 0 � ôóíêöiÿ âãíóòà;

f ′′(x) < 0 � ôóíêöiÿ îïóêëà.

8. Ãðàôiê ôóíêöi¨.

▶ Íåõàé çàäàíà ôóíêöiÿ f(x) =
x+ 1

x2 + 1
. Çàâäàííÿ: äîñëiäèòè öþ ôóíêöiþ òà ïîáóäó-

âàòè ¨¨ ãðàôiê.

(%i1) f(x):=(x+1)/(x^2+1);

(%o1) f (x) :=
x+ 1

x2 + 1

1. Òî÷êè ïåðåòèíó ç îñÿìè:

(%i2) solve(f(x)=0,x);

(%o2) [x = −1]

(%i3) y0:at(f(x),x=0);

(%o3) 1
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Ç âiññþ Õ: (−1; 0), ç âiññþ Y: (0; 1).
2. Àñèìïòîòè:

(%i4) limit(f(x),x,inf);

(%o4) 0

(%i5) limit(f(x),x,minf);

(%o5) 0

(%i6) realroots(denom(f(x)));

(%o6) []

Ãîðèçîíòàëüíà àñèìïòîòà: y = 0. Âåðòèêàëüíèõ àñèìïòîò íåìà¹.
3. Êðèòè÷íi òî÷êè:

(%i7) define(df(x),diff(f(x),x));

(%o7) df (x) :=
1

x2 + 1
− 2 · x · (x+ 1)

(x2 + 1)2

(%i8) s1:solve(df(x)=0,x);

(%o8) [x = −
√
2− 1, x =

√
2− 1]

(%i9) x1:rhs(s1[1]);

(%o9) −
√
2− 1

(%i10) x2:rhs(s1[2]);

(%o10)
√
2− 1

(%i11) f(x1),numer;

(%o11) − 0.2071067811865475

(%i12) f(x2),numer;

(%o12) 1.207106781186547

Äâi êðèòè÷íi òî÷êè:
(
−
√
2− 1;−0.2071067811865475

)
;
(√

2− 1; 1.207106781186547
)
.

4. Îáëàñòi çðîñòàííÿ òà ñïàäàííÿ:

(%i13) load(solve_rat_ineq);

(%i14) solve_rat_ineq(df(x)>0);

(%o14) [[x > −
√
2− 1, x <

√
2− 1]]

(%i15) solve_rat_ineq(df(x)<0);

(%o15) [[x < −
√
2− 1], [x >

√
2− 1]]

Ôóíêöiÿ çðîñòà¹ ïðè x ∈
(
−
√
2− 1;

√
2− 1

)
, ñïàäà¹ ïðè x ∈

(
−∞;−

√
2− 1

)
∪(√

2− 1;+∞
)
.

5. Òî÷êè åêñòðåìóìiâ:
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(%i16) define(ddf(x),diff(f(x),x,2));

(%o16) ddf (x) := −2 · (x+ 1)

(x2 + 1)2
− 4 · x

(x2 + 1)2
+

8 · x2 · (x+ 1)

(x2 + 1)3

(%i17) ddf(x1),numer;

(%o17) 0.06066017177982131

(%i18) ddf(x2),numer;

(%o18) − 2.060660171779821

Äðóãà ïîõiäíà ó ïåðøié êðèòè÷íié òî÷öi x1 äîäàòíÿ, òîìó öÿ òî÷êà � ìiíiìóì; äðóãà
ïîõiäíà ó äðóãié êðèòè÷íié òî÷öi x2 âiä'¹ìíà, òîìó öÿ òî÷êà � ìàêñèìóì.

Ðèñ. 7.3: Ãðàôiê ôóíêöi¨, òî÷êàìè ïîçíà÷åíi åêñòðåìóìè (•) òà òî÷êè ïåðåãèíó (•).

6. Òî÷êè ïåðåãèíó:

(%i19) s2:solve(ddf(x)=0,x);

(%o19) [x = −
√
3− 2, x =

√
3− 2, x = 1]

(%i20) xinf1:rhs(s2[1]);

(%o20) −
√
3− 2

(%i21) xinf2:rhs(s2[2]);

(%o21)
√
3− 2

(%i22) xinf3:rhs(s2[3]);

(%o22) 1

(%i23) f(xinf1),numer;

(%o23) − 0.1830127018922193

(%i24) f(xinf2),numer;

(%o24) 0.6830127018922193

(%i25) f(xinf3),numer;

(%o25) 1

� òðè òî÷êè ïåðåãèíó: (−
√
3−2;−0.1830127018922193), (

√
3−2; 0.6830127018922193), (1; 1).
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7. Ïðîìiæêè âãíóòîñòi òà îïóêëîñòi:

(%i26) solve_rat_ineq(ddf(x)>0);

(%o26) [[x > −
√
3− 2, x <

√
3− 2], [x > 1]]

(%i27) solve_rat_ineq(ddf(x)<0);

(%o27) [[x < −
√
3− 2], [x >

√
3− 2, x < 1]]

Ôóíêöiÿ âãíóòà ïðè x ∈
(
−
√
3− 2;

√
3− 2

)
∪ (1;+∞), îïóêëà ïðè x ∈ (−∞;−

√
3 − 2) ∪

(
√
3− 2; 1).

8. Ãðàôiê (Ðèñ. 7.3):

(%i24) plot2d([f(x),[discrete,[[x1,f(x1)],[x2,f(x2)]]],

[discrete,[[xinf1,f(xinf1)],[xinf2,f(xinf2)],[xinf3,f(xinf3)]]]],

[x,-5,5],[y,-0.5,1.5],[style,[lines,3,1],[points,3,2,1],

[points,3,5,1]],[legend,false],[axes,solid],[same_xy]);

▶ Äîñëiäèòè ôóíêöiþ òà ïîáóäóâàòè ¨¨ ãðàôiê:

f(x) =
x3

x2 + x− 2
.

(%i1) f(x):=(x^3)/(x^2+x-2);

(%o1) f (x) :=
x3

x2 + x− 2

1. Òî÷êè ïåðåòèíó ç îñÿìè:

(%i2) sol1:solve(f(x)=0,x);

(%o2) [x = 0]

(%i3) y0:at(f(x),x=0);

(%o3) 0

Ç âiññþ X òà âiññþ Y: (0; 0).
2. Àñèìïòîòè:

(%i4) limit(f(x),x,inf);

(%o4) ∞

(%i5) limit(f(x),x,minf);

(%o5) −∞

Ãîðèçîíòàëüíèõ àñèìïòîò íåìà¹.

(%i6) realroots(denom(f(x)));

(%o6) [x = −2, x = 1]

Äâi âåðòèêàëüíi àñèìïòîòè: x = −2 òà x = 1.

(%i7) k:limit(f(x)/x,x,inf);

(%o7) 1
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(%i8) b:limit(f(x)-k*x,x,inf);

(%o8) − 1

(%i9) g(x):=k*x+b;

(%o9) g (x) := k · x+ b

Ïîõèëà àñèìïòîòà: g(x) = x− 1.
3. Êðèòè÷íi òî÷êè:

(%i10) define(df(x),diff(f(x),x));

(%o10) df (x) :=
3 · x2

x2 + x− 2
− x3 · (2 · x+ 1)

(x2 + x− 2)2

(%i11) sol2:solve(df(x)=0,x);

(%o11) [x = −
√
7− 1, x =

√
7− 1, x = 0]

(%i12) x1:rhs(sol2[1]);

(%o12) −
√
7− 1

(%i13) x2:rhs(sol2[2]);

(%o13)
√
7− 1

(%i14) x3:rhs(sol2[3]);

(%o14) 0

(%i15) [dy1,dy2,dy3]:map(f,[x1,x2,x3]),numer;

(%o15) [−6.337835372767143, 1.893390928322696, 0]

Òðè êðèòè÷íi òî÷êè: (−
√
7− 1;−6.3378), (

√
7− 1; 1.8933), (0; 0).

4. Îáëàñòi çðîñòàííÿ òà ñïàäàííÿ:

(%i16) load(solve_rat_ineq);

(%i17) solve_rat_ineq(df(x)<0);

(%o17) [[x > −
√
7− 1, x < −2], [x > −2, x < 0], [x > 0, x < 1], [x > 1, x <

√
7− 1]]

(%i18) solve_rat_ineq(df(x)>0);

(%o18) [[x < −
√
7− 1], [x >

√
7− 1]]

Ôóíêöiÿ çðîñòà¹ ïðè x ∈ (−∞;−
√
7− 1) ∪ (

√
7− 1;+∞); ñïàäà¹ ïðè x ∈ (−

√
7− 1;−2) ∪

(−2; 0) ∪ (0; 1) ∪ (1;
√
7− 1).

5. Òî÷êè åêñòðåìóìiâ:

(%i19) define(ddf(x),diff(f(x),x,2));

(%o19) ddf (x) :=
6 · x

x2 + x− 2
− 2 · x3

(x2 + x− 2)2
− 6 · x2 · (2 · x+ 1)

(x2 + x− 2)2
+

2 · x3 · (2 · x+ 1)2

(x2 + x− 2)3

(%i20) [ddy1,ddy2,ddy3]:map(ddf,[x1,x2,x3]),numer;

(%o20) [−1.203130568416622, 2.585846617799338, 0]
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Äðóãà ïîõiäíà â òî÷öi x1 âiä'¹ìíà, òîìó öÿ òî÷êà � ìàêñèìóì; äðóãà ïîõiäíà â òî÷öi x2
äîäàòíÿ, òîìó öÿ òî÷êà � ìiíiìóì; òðåòÿ òî÷êà x3 íå ¹ íi ìiíiìóìîì, íi ìàêñèìóìîì.

6. Òî÷êè ïåðåãèíó:

(%i21) sol3:solve(ddf(x)=0,x);

(%o21) [x = 1−
√
3 · i, x =

√
3 · i+ 1, x = 0]

(%i22) xinf1:rhs(sol3[3]);

(%o22) 0

� ëèøå îäíà äiéñíà òî÷êà ïåðåãèíó: (0; 0).
7. Ïðîìiæêè âãíóòîñòi òà îïóêëîñòi:

(%i23) solve_rat_ineq(ddf(x)<0);

(%o23) [[x < −2], [x > 0, x < 1]]

(%i24) solve_rat_ineq(ddf(x)>0);

(%o24) [[x > −2, x < 0], [x > 1]]

Ôóíêöiÿ âãíóòà ïðè x ∈ (−2; 0) ∪ (1;+∞); îïóêëà ïðè x ∈ (−∞;−2) ∪ (0; 1).
8. Ãðàôiê çîáðàçèìî ðàçîì ç àñèìïòîòàìè (Ðèñ.7.4).

Ðèñ. 7.4: Ãðàôiê ôóíêöi¨ ç àñèìïòîòàìè, òî÷êàìè ïîçíà÷. åêñòðåìóìè (•) òà ïåðåãèíè (•).

(%i25) plot2d([f(x),g(x),[discrete,[[-2,-10],[-2,10]]],

[discrete,[[1,-10],[1,10]]],[discrete,[[x1,f(x1)],[x2,f(x2)]]],

[discrete,[[xinf1,f(xinf1)]]]],

[x,-10,10],[y,-10,10],[style,[lines,3,1],[lines,2,4],

[lines,2,4], [lines,2,4] ,[points,3,2,1],

[points,3,5,1]],[legend,false],[axes,solid]);
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7.5 Åêñòðåìóìè ôóíêöié äâîõ çìiííèõ

Íåõàé ìà¹ìî ôóíêöiþ äâîõ çìiííèõ f(x, y). Êðèòè÷íi òî÷êè òàêî¨ ôóíêöi¨ øóêàþòüñÿ
ç ñèñòåìè ðiâíÿíü

{
f ′
x(x, y) = 0; f ′

y(x, y) = 0
}
. Òèï êðèòè÷íî¨ òî÷êè âèçíà÷à¹òüñÿ äðóãèìè

ïîõiäíèìè ôóíêöi¨ çà òàêèìè ïðàâèëàìè:
� ÿêùî f ′′

xx · f ′′
yy − (f ′′

xy)
2 > 0 òà f ′′

xx > 0 � ìiíiìóì;
� ÿêùî f ′′

xx · f ′′
yy − (f ′′

xy)
2 > 0 òà f ′′

xx < 0 � ìàêñèìóì;
� ÿêùî f ′′

xx · f ′′
yy − (f ′′

xy)
2 < 0 � åêñòðåìóìà íåìà¹.

Òóò âiäïîâiäíi ïîõiäíi äðóãîãî ïîðÿäêó îá÷èñëåíi â îòðèìàíèõ ïàðàõ (x0, y0) (¨õ ìîæå
áóòè êiëüêà).

▶ Äîñëiäèòè ôóíêöiþ íà åêñòðåìóì: z = x3 − 9
2
x2 + 6x+ y2 − 4y − 12.

Çàäà¹ìî ôóíêöiþ.

(%i1) f(x,y):=x^3-9/2*x^2+6*x+y^2-4*y-12;

(%o1) f (x, y) := x3 − 9 · x2

2
+ 6 · x+ y2 − 4 · y − 12

Çíàõîäèìî ïåðøi ïîõiäíi òà ðîçâ'ÿçó¹ìî ñèñòåìó ðiâíÿíü.

(%i2) dfx:diff(f(x,y),x);

(%o2) 3 · x2 − 9 · x+ 6

(%i3) dfy:diff(f(x,y),y);

(%o3) 2 · y − 4

(%i4) s1:solve([dfx,dfy],[x,y]);

(%o4) [[x = 1, y = 2], [x = 2, y = 2]]

Ìà¹ìî äâi êðèòè÷íi òî÷êè: (1, 2) òà (2, 2). Òåïåð øóêà¹ìî äðóãi ïîõiäíi.

(%i5) dfxx:diff(dfx,x);

(%o5) 6 · x− 9

(%i6) dfxy:diff(dfx,y);

(%o6) 0

(%i7) dfyy:diff(dfy,y);

(%o7) 2

Øóêà¹ìî çíà÷åííÿ äðóãèõ ïîõiäíèõ ó äâîõ òî÷êàõ òà äâi êîìáiíàöi¨ f ′′
xx · f ′′

yy − (f ′′
xy)

2

ó öèõ òî÷êàõ.

(%i8) [A,B,C]:ev([dfxx,dfxy,dfyy],x=1,y=2);

(%o8) [−3, 0, 2]

(%i9) A*C-B^2;

(%o9) − 6

(%i10) [A,B,C]:ev([dfxx,dfxy,dfyy],x=2,y=2);

(%o10) [3, 0, 2]
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(%i11) A*C-B^2;

(%o11) 6

Áà÷èìî, ùî äëÿ ïåðøî¨ òî÷êè (1, 2) êîìáiíàöiÿ ðiâíà −6 < 0, òîìó âîíà íå ¹ íi
ìàêñèìóìîì, íi ìiíiìóìîì. Ó äðóãié òî÷öi (2, 2) êîìáiíàöiÿ ðiâíà 6 > 0 i f ′′

xx = 3 > 0, îòæå
öå òî÷êà ìiíiìóìó. Çîáðàçèìî ãðàôiê ïîâåðõíi (Ðèñ. 7.5).

(%i12) plot3d(f(x,y),[x,0,5],[y,0,5],[legend,"f(x,y)"]);

(%o12) [C : /Users/orreg/maxout.gnuplot]

Ðèñ. 7.5: Ãðàôiê ôóíêöi¨ äâîõ çìiííèõ

7.6 Ðîçêëàä ôóíêöi¨ â ðÿä Òåéëîðà

Äëÿ ñïåöiàëiñòiâ iíæåíåðíîãî ïðîôiëþ äóæå âàæëèâèì ¹ îäíî÷àñíå çíàõîäæåííÿ
ðîçâ'ÿçêó â çàìêíóòié àíàëiòè÷íié ôîðìi òà îòðèìàííÿ ÷èñëîâèõ çíà÷åíü ðåçóëüòàòó.
Ïðåäñòàâëåííÿ ôóíêöi¨ ó âèãëÿäi ñòåïåíåâîãî ðÿäó äîçâîëÿ¹ çâåñòè âèâ÷åííÿ âëàñòèâî-
ñòåé ñêëàäíî¨ ôóíêöi¨ äî âèâ÷åííÿ öèõ âëàñòèâîñòåé ó âiäïîâiäíîãî àïðîêñèìóþ÷îãî ïîëi-
íîìíîãî ðîçêëàäó. Çàìiíà ôóíêöié íà ¨õ ñòåïåíåâi ðîçêëàäè äîïîìàãà¹ âèâ÷åííþ ãðàíèöü,
àíàëiçó çáiæíîñòi òà ðîçáiæíîñòi ðÿäiâ òà iíòåãðàëiâ, íàáëèæåíîìó îá÷èñëåííþ iíòåãðàëiâ
òà ðîçâ'ÿçàííþ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü.

Íàéâàæëèâiøèì òàêèì iíñòðóìåíòîì ¹ ðîçêëàä ôóíêöié ó âèãëÿäi ðÿäiâ Òåéëîðà: öå
ñòåïåíåâèé ðÿä âèäó

f(x) =
∞∑
k=0

f (k)(x0)

k!
· (x− x0)

k,

äå ÷èñëîâà ôóíêöiÿ f ïðèïóñêà¹òüñÿ âèçíà÷åíîþ â äåÿêîìó îêîëi òî÷êè x0 òà ìà¹ â öié
òî÷öi ïîõiäíi âñiõ ïîðÿäêiâ, (k) ïîçíà÷à¹ ïîõiäíó k-ãî ïîðÿäêó. ßêùî òî÷êà x0 = 0, ðîçêëàä
íàçèâà¹òüñÿ ðÿäîì Ìàêëîðåíà.

Ìíîãî÷ëåíàìè Òåéëîðà äëÿ ôóíêöi¨ f(x) ïîðÿäêó n íàçèâàþòüñÿ ÷àñòèííi ñóìè ðÿäó:

f(x) = f(x0) +
f ′(x0)

1!
(x− x0) +

f ′′(x0)

2!
(x− x0)

2 + ...+
f (n)(x0)

n!
(x− x0)

n.

Â Maxima iñíó¹ ñïåöiàëüíà êîìàíäà, ùî äîçâîëÿ¹ îá÷èñëèòè ðÿäè òà ìíîãî÷ëåíè
Òåéëîðà äëÿ ôóíêöi¨ f(x):

taylor(f(x),x,a,n),
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äå x � çìiííà, ïî ÿêié ïðîâîäèòüñÿ ðîçêëàä, a � òî÷êà, â îêîëi ÿêî¨ ðîçêëàäà¹òüñÿ
ôóíêöiÿ, n � ïîðÿäîê ðîçêëàäó, âií ìà¹ áóòè ïðåäñòàâëåíèé öiëèì äîäàòíiì ÷èñëîì.

Çíàéäåìî ðîêëàäè â ðÿä Ìàêëîðåíà âàæëèâèõ ôóíêöié:

(%i1) taylor(%e^x,x,0,7);

(%o1)/T/ 1 + x+
x2

2
+
x3

6
+
x4

24
+

x5

120
+

x6

720
+

x7

5040
+ ...

(%i2) taylor(sin(x),x,0,7);

(%o2)/T/ x− x3

6
+

x5

120
− x7

5040
+ ...

(%i3) taylor(cos(x),x,0,7);

(%o3)/T/ 1− x2

2
+
x4

24
− x6

720
+ ...

(%i4) taylor(log(1+x),x,0,7);

(%o4)/T/ x− x2

2
+
x3

3
− x4

4
+
x5

5
− x6

6
+
x7

7
+ ...

Îöiíèìî òî÷íiñòü ðîçêëàäó â ðÿä åêñïîíåíòè ïîðiâíÿíî ç ¨¨ çíà÷åííÿì â òî÷öi 1.

(%i5) t:taylor(%e^x,x,0,9);

(%o5)/T/ 1 + x+
x2

2
+
x3

6
+
x4

24
+

x5

120
+

x6

720
+

x7

5040
+

x8

40320
+

x9

362880
+ ...

(%i6) e9:ev(t,x=1);

(%o6)/R/
98641

36288

(%i7) e9,numer;

(%o7) 2.718281525573192

(%i8) bfloat(%e-e9);

(%o8) 3.028858530396942b− 7

Áà÷èìî, ùî äåâ'ÿòü ïåðøèõ äîäàíêiâ çàáåçïå÷óþòü òî÷íiñòü, áiëüøó çà 10−6. Âçàãà-
ëi ïðè âèêîðèñòàííi ðîçêëàäó Òåéëîðà äëÿ áiëüø âèñîêèõ ñòåïåíiâ òî÷íiñòü íàáëèæåííÿ
çðîñòà¹, îäíàê âàðòî çàóâàæèòè, ùî öåé ñòåïiíü íå ìîæíà ïiäâèùóâàòè íåîáìåæåíî (ó
çâ'ÿçêó ç íàêîïè÷åííÿì ïîõèáêè ó îá÷èñëåííÿõ, ùî øâèäêî çâîäèòü íàíiâåöü âñi ïîáóäîâè
ðîçêëàäó, àäæå íàêîïè÷åíà ïîìèëêà äóæå øâèäêî ñòàíå íàáàãàòî áiëüøîþ çà çíà÷åííÿ
÷åðãîâîãî ÷ëåíà ðîçêëàäó â òî÷öi).

Ðàçîì ç êîìàíäîþ taylor äëÿ ðîçêëàäó ôóíêöié òà âèðàçiâ â ðÿä âèêîðèñòîâó¹òüñÿ
êîìàíäà

powerseries(f(x),x,a) � áóäó¹ ðîçêëàä çà çìiííîþ x â îêîëi òî÷êè a, ðåçóëüòàòîì
âèêîíàííÿ ¹ ïîáóäîâà ðÿäó Òåéëîðà â çàãàëüíîìó âèãëÿäi.

(%i9) powerseries(sin(x),x,0);

(%o9)
∞∑

i1=0

(−1)i1 · x2·i1+1

(2 · i1 + 1)!

(%i10) powerseries(x/(1+x),x,0);

(%o10) x ·
∞∑

i2=0

(−1)i2 · xi2



Ðîçäië 7. Äèôåðåíöiàëüíå ÷èñëåííÿ 97

(%i11) powerseries(cos(x^3),x,0);

(%o11)
∞∑

i3=0

(−1)i3 · x6·i3

(2 · i3 )!

▶ Öiêàâèì ¹ òàêîæ âiäòâîðèòè êëàñè÷íå çîáðàæåííÿ iç ïiäðó÷íèêiâ ìàòàíàëiçó �
ïîðiâíÿííÿ òî÷íîãî ãðàôiêó ôóíêöi¨ iç ðîçêëàäàìè ¨¨ â ðÿä ðiçíèõ ïîðÿäêiâ. Çðîáèìî öå,
äëÿ ïðèêëàäó, iç ôóíêöi¹þ y = cosx.

Ðèñ. 7.6: Ïîðiâíÿííÿ y = cosx ç ïîëiíîìàìè ðîçêëàäó â òî÷öi x = 0.

(%i12) cos2:taylor(cos(x),x,0,2);

(%o12)/T/1− x2

2
+ ...

(%i13) cos4:taylor(cos(x),x,0,4);

(%o13)/T/1− x2

2
+
x4

24
+ ...

(%i14) cos6:taylor(cos(x),x,0,6);

(%o14)/T/1− x2

2
+
x4

24
− x6

720
+ ...

(%i15) plot2d([cos(x),cos2,cos4,cos6],[x,-%pi,%pi],[y,-1.5,1.1],

[style,[lines,5,1],[lines,2,2],[lines,2,3],[lines,2,4]],

[legend,"cos x","n=2","n=4","n=6"]);

Ãðàôiê íà Ðèñ. 7.6.
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Ó âèïàäêó ðîçêëàäó ôóíêöié êiëüêîõ çìiííèõ ðÿä Òåéëîðà çíàõîäèòüñÿ çà ôîðìóëîþ

f(x, y) =
∞∑
k=0

[
(x− a)

∂

∂x
+ (y − b)

∂

∂y

]k
f(a, b).

Ñèíòàêñèñ âèêëèêó Maxima íàñòóïíèé:
taylor(f(x,y),[x,y],[a,b],n) � ðîçêëàä f(x, y) â ðÿä Òåéëîðà íàâêîëî òî÷êè (a, b)

n-ãî ïîðÿäêó.
▶ Ðîçêëàñòè ôóíêöiþ z = e−x2−y2 â ðÿä íàâêîëî òî÷êè (1, 1) ïîðÿäêó 2.

(%i1) f(x,y):=exp(-x^2-y^2);

(%o1) f (x, y) := exp
(
−x2 − y2

)
(%i2) taylor(f(x,y),[x,y],[1,1],2);

(%o2)/T/
1

e2
− 2 · (x− 1) + 2 · (y − 1)

e2
+

(x− 1)2 + 4 · (y − 1) · (x− 1) + (y − 1)2

e2

▶ Ðîçêëàñòè ôóíêöiþ z = sin(x+ y) íàâêîëî òî÷êè (0, 0) ïîðÿäêó 5.

(%i3) taylor(sin(x+y),[x,y],[0,0],5);

(%o3)/T/ y + x− x3 + 3 · y · x2 + 3 · y2 · x+ y3

6
+

x5 + 5 · y · x4 + 10 · y2 · x3 + 10 · y3 · x2 + 5 · y4 · x+ y5

120

7.7 Äèôåðåíöiàëüíi îïåðàöi¨ âåêòîðíîãî àíàëiçó

Äëÿ ïðÿìèõ îá÷èñëåíü, ïîâ'ÿçàíèõ ç îïåðàöiÿìè âåêòîðíîãî àíàëiçó, íåîáõiäíî çà-
âàíòàæèòè ïàêåò vect. Êðiì òîãî, ó çàñòîñóâàííi îïåðàòîðiâ div, curl, grad, laplacian

äî äåÿêî¨ ôóíêöi¨ íåîáõiäíî âèêîðèñòîâóâàòè êîìàíäó express. Íàãàäà¹ìî, ùî îïåðàòîðè
div, curl çàñòîñîâóþòüñÿ äî âåêòîðiâ (curl ðiâíèé îïåðàòîðó rot ó íiìåöüêié òðàäèöi¨), à
grad, laplacian � äî ñêàëÿðiâ. Ïðîöåäóðà îá÷èñëåíü, íàïðèêëàä ãðàäi¹íòó ôóíêöi¨, íà-
ñòóïíà: ñïî÷àòêó äi¹ìî îïåðàòîðîì grad íà ôóíêöiþ, ïîòiì êîìàíäîþ express âèðàæà¹ìî
îòðèìàíèé âèðàç ÷åðåç ïðÿìi äèôåðåíöiàëüíi îïåðàöi¨, i íàðåøòi êîìàíäîþ ev(...,diff)

çíàõîäèìî ðåçóëüòàò îá÷èñëåíü ó âèãëÿäi êîìïîíåíò âåêòîðà. Äâi îñòàííi îïåðàöi¨ ìîæíà
ïðîâåñòè îäíî÷àñíî.

(%i1) load(vect);

(%i2) F(x,y,z):=x^2*y+exp(y*z);

(%o2) F (x, y, z) := x2 · y + exp (y · z)

(%i3) gradF:grad(F(x,y,z));

(%o3) grad
(
ey·z + x2 · y

)
(%i4) express(gradF);

(%o4) [
d

d x
·
(
ey·z + x2 · y

)
,
d

d y
·
(
ey·z + x2 · y

)
,
d

d z
·
(
ey·z + x2 · y

)
]

(%i5) ev(%o4,diff);

(%o5) [2 · x · y, z · ey·z + x2, y · ey·z]
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Ðîòîð âåêòîðíî¨ ôóíêöi¨:

(%i6) G(x,y,z):=[x^2,2*y^2*z,%e^(x*z)];

(%o6) G (x, y, z) := [x2, 2 · y2 · z, ex·z]

(%i7) curlG:curl(G(x,y,z));

(%o7) curl
(
[x2, 2 · y2 · z, ex·z]

)
(%i8) ev(express(curlG),diff);

(%o8) [−2 · y2,−z · ex·z, 0]

Îïåðàòîð Ëàïëàñà:

(%i9) laplacian(x^2+2*y^2+3*z^2);

(%o9) laplacian
(
3 · z2 + 2 · y2 + x2

)
(%i10) ev(express(%o9),diff);

(%o10) 12

Ïåðåâiðèìî âiäîìi ôîðìóëè: rot grad F (r⃗) = 0, div rot G⃗(r⃗) = 0.

(%i16) div(curlG);

(%o16) 0

(%i17) curl(gradF);

(%o17) 0

7.8 Ïiäñóìîâóâàííÿ ðÿäiâ

Maxima ðåàëiçó¹ ÷èñëîâi ðÿäè ÿê îäèí ç âèäiâ ñïèñêiâ, ¨õ ìè ðîçãëÿäàëè â Ðîçäiëi
3. Íàãàäà¹ìî ñèíòàêñèñ êîìàíäè äëÿ ïîøóêó ñóìè ðÿäó:

sum(expr,k,k1,kN) � Ïiäñóìîâó¹ ðÿä expr ïî iíäåêñó k, k1 � íîìåð ïåðøîãî ÷ëåíó
ñóìàöi¨, kN � îñòàííüîãî (âií ìîæå áóòè ðiâíèé íåñêií÷åííîñòi).

(%i1) sum(1/3^k,k,1,7);

(%o1)
1093

2187

(%i2) sum(1/k,k,1,10);

(%o2)
7381

2520

ßêùî ñïðÿìóâàòè êiëüêiñòü ÷ëåíiâ ïiäñóìîâóâàíîãî ðÿäó äî íåñêií÷åííîñòi,Maxima

ïðîñòî ïîâåðíå ââåäåíå çíà÷åííÿ ó âèãëÿäi ñèìâîëüíîãî âèðàçó.

(%i3) sum(1/3^k,k,1,inf);

(%o3)
∞∑
k=1

1

3k

Ùîá ïðîãðàìà çäiéñíèëà ïiäñóìîâóâàííÿ, íåîáõiäíî ïiñëÿ ââåäåííÿ êîìàíäè sum äî-
ëó÷èòè îïöiþ simpsum ÷åðåç êîìó.
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(%i4) sum(1/3^k,k,1,inf),simpsum;

(%o4)
1

2

▶ Òàêèì ÷èíîì ìîæíà çíàõîäèòè ñóìó øèðîêîãî êëàñó ðÿäiâ. Ðîçãëÿíåìî, íàïðè-

êëàä, ðÿäè âèäó
∞∑
k=0

1

kn
äëÿ ðiçíèõ n.

(%i5) sum(1/k,k,1,inf),simpsum;

sum: sum is divergent.

�- an error. To debug this try: debugmode(true);

(%i6) sum(1/k^2,k,1,inf),simpsum;

(%o6)
π2

6

(%i7) sum(1/k^3,k,1,inf),simpsum;

(%o7) ζ (3)

(%i8) sum(1/k^4,k,1,inf),simpsum;

(%o8)
π4

90

(%i9) sum(1/k^5,k,1,inf),simpsum;

(%o9) ζ (5)

Áà÷èìî, ùî ïåðøèé ðÿä ðîçáiæíèé, ÿê i ìà¹ áóòè çà iíòåãðàëüíîþ îçíàêîþ, äëÿ
n = 3; 5 âèíèêà¹ ζ-ôóíêöiÿ Ðiìàíà.

Çíàêîçìiííi ðÿäèMaxima çàëèøà¹ áåç çìií i íå îá÷èñëþ¹ ¨õ, ÿêùî öi ðÿäè íå ìîæíà
çâåñòè äî çíàêîñòàëèõ:

(%i10) sum((-1)^k*(2*k+1)/2^k,k,0,inf),simpsum;

(%o10)
∞∑
k=0

(2 · k + 1) · (−1)k

2k

(%i11) sum((-1)^k/2^k,k,0,inf),simpsum;

(%o11)
2

3

ßêùî ñóìà ðÿäó íå çâîäèòüñÿ äî àíàëiòè÷íîãî âèãëÿäó,Maxima çäiéñíþ¹ ïiäñóìîâó-
âàííÿ ç ÿêîþ çàâãîäíî íàïåðåä çàäàíîþ òî÷íiñòþ, àëå iíòåðôåéñ wxMaxima âèâîäèòü íà
åêðàí òiëüêè ïåðøi 16 öèôð ïiñëÿ êîìè. Öå îáìåæåííÿ ìîæíà ðîçøèðèòè, çàäàâøè çíà-
÷åííÿ îïöi¨ fpprec:N, äå N � êiëüêiñòü öèôð ïiñëÿ êîìè, ïiñëÿ öüîãî çàïèñàâøè êîìàíäó
bfloat(expr).

(%i12) sum(1/k^k,k,1,10),numer;

(%o12) 1.291285997059043

(%i13) sum(1/k^k,k,1,100),numer;

(%o13) 1.291285997062663
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(%i14) sum(1/k^k,k,1,1000),numer;

(%o14) 1.291285997062663

(%i15) fpprec:200;

(%o15) 200

(%i16) bfloat(sum(1/k^k,k,1,1000),numer);

(%o16) 1.2912859970626635404072825905[143 öèôð]7997291779482730090256492306b0

Ùîá ïîáà÷èòè âñi 143 öèôðè, çàçíà÷åíi ó êâàäðàòíèõ äóæêàõ, íåîáõiäíî êîìàíäó çàäàâàòè
ó êîíñîëüíié âåðñi¨ Maxima àáî ó iíòåðôåéñi XMaxima.

7.9 Ðÿäè Ôóð'¹

Áóäü-ÿêó ôóíêöiþ f(x) íà ñèìåòðè÷íîìó ïðîìiæêó (−L;L) ìîæíà ðîçêëàñòè â ðÿä
âèäó

f(x) =
a0
2

+
∞∑
n=1

(
an cos

πnx

L
+ bn sin

πnx

L

)
,

äå êîåôiöi¹íòè ðîçêëàäó a0, an, bn âèçíà÷àþòüñÿ âèðàçàìè

a0 =
1

L

∫ L

−L

f(x)dx, an =
1

L

∫ L

−L

f(x) cos
πnx

L
dx, bn =

1

L

∫ L

−L

f(x) sin
πnx

L
dx.

Ïîäiáíî äî ðÿäó Òåéëîðà, ÿêèé ðîçêëàäà¹ ôóíêöi¨ ó ïîëiíîìíi ñóìè, ðÿä Ôóð'¹ ñòâî-
ðþ¹ ðîçêëàä ç òðèãîíîìåòðè÷íèõ ñóì. Îñîáëèâî öå áóâà¹ êîðèñíèì ó òåîði¨ ñèãíàëiâ, êîëè
íåîáõiäíî ïðåäñòàâëÿòè ñòóïií÷àñòi òà ëiíiéíi ôóíêöi¨ ó âèãëÿäi õâèëü.

Maxima ìiñòèòü ó ñâî¹ìó ñêëàäi ïàêåò fourie, ÿêèé íàäà¹ çìîãó çíàéòè êîåôiöi¹íòè
ðîçêëàäó an òà bn, òà ìà¹ ùå ðÿä ïåâíèõ ìîæëèâîñòåé. Îñíîâíi êîìàíäè ïàêåòó:

fourier(f(x),x,L) �- ïîâåðòà¹ ñïèñîê êîåôiöi¹íòiâ Ôóð'¹ F_list äëÿ ôóíêöi¨ f(x)
ïî çìiííié x íà ïðîìiæêó [−L;L];

foursimp(F_list) �- ñïðîùó¹ âèðàçè êîåôiöi¹íòiâ ó ðîçêëàäi F_list ç âèêîðèñòàí-
íÿì çíà÷åíü sin πn, cos πn;

fourexpand(F_list,x,L,N) �- êîíñòðóþ¹ ðÿä Ôóð'¹ iç êîåôiöi¹íòiâ F_list êiëüêiñòþ
N ÷ëåíiâ;

totalfourier(f(x),x,L) �- âèäà¹ 7 åëåìåíòiâ: òðè êîåôiöi¹íòè a0, an, bn ó çàãàëü-
íîìó âèãëÿäi, òi æ êîåôiöi¹íòè ó ñïðîùåíîìó âèãëÿäi (êîìàíäîþ foursimp), ïîâíèé âèðàç
ðÿäó Ôóð'¹ ó âèãëÿäi íåñêií÷åííî¨ ñóìè.

▶ Ðîçêëàäåìî äëÿ ïðèêëàäó ó ðÿä Ôóð'¹ ôóíêöiþ f(x) = x.

(%i1) load(fourie);

(%i2) fourier(x,x,%pi);

(%t2) a0 = 0

(%t3) an = 0

(%t4) bn =
2 ·
(

sin(π·n)
n2 − π·cos(π·n)

n

)
π

(%o4) [%t2 ,%t3 ,%t4 ]
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ßê áà÷èìî, óñi êîåôiöi¹íòè an ðiâíi íóëþ, ÿê i ïîâèííî áóòè äëÿ íåïàðíèõ ôóíêöié
(äëÿ ïàðíèõ âiäïîâiäíî bn = 0). Ðåçóëüòàò âèðàæåíèé ó âèãëÿäi ñïèñêó F_list òðüîõ
åëåìåíòiâ a0, an, bn. Çàñòîñó¹ìî êîìàíäó ñïðîùåííÿ

(%i5) foursimp(%o4);

(%t5) a0 = 0

(%t6) an = 0

(%t7) bn = −2 · (−1)n

n

(%o7) [%t5 ,%t6 ,%t7 ]

Ðèñ. 7.7: Ôóíêöiÿ f(x) = x òà ¨¨ ðîçêëàäè â ðÿä Ôóð'¹.

Òåïåð ñòâîðèìî ÷àñòèííi ñóìè ðÿäó äëÿ N = 4 òà N = 12:

(%i11) fourier4:fourexpand(%o4,x,%pi,4);

(%o11) − sin (4 · x)
2

+
2 · sin (3 · x)

3
− sin (2 · x) + 2 · sin (x)

(%i12) fourier12:fourexpand(%o4,x,%pi,12);

(%o12) − sin (12 · x)
6

+
2 · sin (11 · x)

11
− sin (10 · x)

5
+

2 · sin (9 · x)
9

−

sin (8 · x)
4

+
2 · sin (7 · x)

7
− sin (6 · x)

3
+

2 · sin (5 · x)
5

−

sin (4 · x)
2

+
2 · sin (3 · x)

3
− sin (2 · x) + 2 · sin (x)

Çîáðàçèìî âèõiäíó ôóíêöiþ òà ¨¨ ðîçêëàäè äëÿ ðiçíèõ N (Ðèñ.7.7):
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(%i13) plot2d([x,fourier4,fourier12],[x,-3.5,3.5],

[style,[lines,2,1],[lines,1,2],[lines,1,4]],

[legend,"f(x)","N=4","N=12"]);

▶ Çíàéòè ïîâíèé ðîçêëàä ó ðÿä Ôóð'¹ ôóíêöi¨ f(x) = x2 + x.

(%i14) totalfourier(x^2+x,x,%pi);

(%t15) an =
2·π2·sin(π·n)

n
− 4·sin(π·n)

n3 + 4·π·cos(π·n)
n2

π

(%t16) bn =
2·sin(π·n)

n2 − 2·π·cos(π·n)
n

π

(%t17) a0 =
π2

3

(%t18) an =
4 · (−1)n

n2

(%t19) bn = −2 · (−1)n

n

(%o19) − 2 ·

(
∞∑
n=1

(−1)n · sin (n · x)
n

)
+ 4 ·

(
∞∑
n=1

(−1)n · cos (n · x)
n2

)
+
π2

3

7.10 Çàâäàííÿ äî Ðîçäiëó 7

Çíàéòè ðiâíÿííÿ äîòè÷íî¨ òà íîðìàëi äî ôóíêöi¨ â òî÷öi, ïîáóäóâàòè ¨õ ãðàôiêè

Ôóíêöi¨, çàäàíi ÿâíî:

7.1. y = xe
x
; x0 = 1;

7.2. y = lnx− x2; x0 = 4;

7.3. y = tg x+ cosx; x0 = π/2;

7.4. y = 1/x+ x2; x0 = 2;

7.5. y = e
√
x; x0 = 2;

7.6. y = xx; x0 = 4;

7.7. y = (x2 − 1)3; x0 = 2;

7.8. y = x lnx; x0 = 2;

7.9. y = 3
x2+1

; x0 = 3;

7.10. y = 1
cosx

; x0 = π/3.

Ôóíêöi¨, çàäàíi íåÿâíî:

7.11. x2 + y2 = x4 + y4; x0 = 1/2;

7.12. 3x2y2 − 5x+ sin y = 3y − 1; x0 = 0;

7.13. ln y = arctg y
x
; x0 = 2;

7.14. 3x2 − 5y2 + 9x = 25− 15y; x0 = 2.

7.15. cosx2 = xey; x0 = 0.3.

7.16. x3y3 − 2y = x; x0 = 1.

7.17. (x+ y)2 = y − x; x0 = −2.

7.18. x4 + y3 − 3x2y = 0; x0 = 1.

7.19. y2 + x3 − y3 + 6 = 3y; x0 = −1.

7.20. sin y + x2y3 − cosx = 2y; x0 = 2.

Ôóíêöi¨, çàäàíi ïàðàìåòðè÷íî:
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7.21.

{
x(t) = 4− 2t;

y(t) = 3 + 6t− 4t2;
t0 = 4.

7.22.

{
x(t) =

√
t+ 1;

y(t) = 1
t+1

;
t0 = 1.8.

7.23.

{
x(t) = 3 sin t;

y(t) = −4 cos t;
t0 = π.

7.24.

{
x(t) = 3 sin

(
t
3

)
;

y(t) = −4 cos
(
t
3

)
;

t0 = 5.

7.25.

{
x(t) = 3− 2 cos 3t;

y(t) = 1 + 4 sin 3t;
t0 = 1.

7.26.

{
x(t) = 4 sin

(
t
4

)
;

y(t) = 1− 2 cos2
(
t
4

)
;

t0 = π.

7.27.

{
x(t) =

√
4 + cos

(
5t
2

)
;

y(t) = 1 + 1
3
cos
(
5t
2

) t0 = 1/5.

7.28.

{
x(t) = 2et;

y(t) = cos (1 + e3t) ;
t0 = 1.

7.29.

{
x(t) = 1

2
e−3t;

y(t) = e−6t + 2e−3t − 8;
t0 = 2.

7.30.

{
x(t) = sin 3t;

y(t) = e−3t;
t0 = 2.

Ôóíêöi¨, çàäàíi ïîëÿðíî:

7.31. ρ =
2

sin θ − 3 cos θ
; θ0 = 2.

7.32. ρ = 1 + cos θ; θ0 = 3.

7.33. ρ = sin2 θ; θ0 = 1.

7.34. ρ = 1 +
π2

θ
; θ0 = 2.

7.35. ρ =
1

3
√
cos θ sin2 θ

; θ0 = 1.

7.36. ρ = e2θ; θ0 = −1.

7.37. ρ = 2cos 3θ; θ0 = π/6.

7.38. ρ =
2

θ2
; θ0 = 1/2.

7.39. ρ = 3θ2; θ0 = 1.

7.40. ρ =
√
1 + θ2; θ0 = π/4.

Äîñëiäèòè ôóíêöiþ òà ïîáóäóâàòè ¨¨ ãðàôiê

7.41. y =
1

4
x4 − 1

3
x3 − x2;

7.42. y =
x

(1− x2)2
;

7.43. y =
x− 2√
x2 + 1

;

7.44. y = 3x− x3;

7.45. y =
√

(x− 1)(x− 2)(x− 3);

7.46. y = sinx sin 3x;x ∈ [0, π];

7.47. y =
ex

1 + x
;

7.48. y =
lnx√
x
;

7.49. y =
√
1− e−x2 ;

7.50. y = ln(x+
√
1 + x2);
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Äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ

Ñèñòåìà Maxima ìîæå óñïiøíî ðîçâ'ÿçóâàòè òàêi òèïè äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü
ïåðøîãî ïîðÿäêó: ç âiäîêðåìëåíèìè çìiííèìè, ëiíiéíi, íåëiíiéíi ðiâíÿííÿ, îäíîðiäíi, íå-
îäíîðiäíi; òèïè ðiâíÿíü äðóãîãî ïîðÿäêó: çi ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè, ëiíiéíi îäíîðiäíi çi
çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè, ÿêi ìîæóòü áóòè ïåðåòâîðåíi íà ðiâíÿííÿ çi ñòàëèìè êîåôiöi¹í-
òàìè, ðiâíÿííÿì Åéëåðà, ðiâíÿííÿ, ùî ðîçâ'ÿçóþòüñÿ ìåòîäîì âàðiàöi¨ ñòàëî¨ òà ðiâíÿííÿ,
ùî äîïóñêàþòü ïîíèæåííÿ ïîðÿäêó.

Ðîçãëÿíåìî êîìàíäè ñèñòåìè Maxima äëÿ ïîøóêó ðîçâ'ÿçêiâ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâ-
íÿíü òà ¨õ ñèñòåì ó ñèìâîëüíîìó âèãëÿäi.

desolve(deqn,y(x)) � øóêà¹ ÷àñòêîâi ðîçâ'ÿçêè ëiíiéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü
ïåðøîãî òà äðóãîãî ïîðÿäêó.

desolve([deqn1,...,deqnN],[y1,...,yN]) � øóêà¹ ÷àñòêîâi ðîçâ'ÿçêè ñèñòåì ëi-
íiéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ïåðøîãî òà äðóãîãî ïîðÿäêó.

Ðîáîòà öi¹¨ êîìàíäè çàñíîâàíà íà ïåðåòâîðåííi Ëàïëàñà çàäàíèõ äèôðiâíÿíü. Âîíà
ïðèéìà¹ äâà àðãóìåíòè, ïåðøèé ç ÿêèõ � ðiâíÿííÿ àáî ïåðåëiê ðiâíÿíü, äðóãèé � îäíà
çàëåæíà çìiííà àáî ñïèñîê çàëåæíèõ çìiííèõ âiäïîâiäíî.

desolve çíàõîäèòü ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Êîøi äëÿ âiäïîâiäíîãî ðiâíÿííÿ, òîìó ÿêùî çíà-
÷åííÿ çàëåæíî¨ çìiííî¨ àáî ¨¨ ïîõiäíî¨ íå çàäàíi, òî ó çíàéäåíîìó ðîçâ'ÿçêó âîíè ïîäàþòüñÿ

ó âèãëÿäi y(0) àáî
d

dx
y(x)

∣∣∣∣
x=0

.

Çíà÷åííÿ ôóíêöié òà ïîõiäíèõ ó ïî÷àòêîâié òî÷öi ìîæíà çàäàòè çà äîïîìîãîþ ôóí-
êöi¨ atvalue, ÿêà ìà¹ íàñòóïíèé ñèíòàêñèñ:

atvalue(f(x),x=a,A) � ïðèñâîþ¹ çíà÷åííÿ A ôóíêöi¨ f(x) â òî÷öi x = a;
atvalue('diff(f(x),x),x=a,B) � ïðèñâîþ¹ çíà÷åííÿ B ïîõiäíié ôóíêöi¨ f ′(x) â òî-

÷öi x = a.
Íåîáõiäíî ïiäêðåñëèòè, ùî ïîõiäíi â ðiâíÿííÿõ òà ñèñòåìàõ, ðîçâ'ÿçóâàíèõ çà äî-

ïîìîãîþ öi¹¨ êîìàíäè, ïîâèííi áóòè çàïèñàíi ó âèãëÿäi 'diff(f(x),x), òîáòî îïåðàòîð
ïîõiäíî¨ ó âiäêëàäåíîìó âèãëÿäi (ç àïîñòðîôîì), à àðãóìåíò ôóíêöi¨ âèïèñàíèé ÿâíî.

ßêùî êîìàíäà desolve íå ìîæå çíàéòè ðîçâ'ÿçîê, âîíà ïîâåðòà¹ çíà÷åííÿ false.
ode2(deqn,y,x) � ïðèçíà÷åíà äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ çâè÷àéíèõ ëiíiéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ

ðiâíÿíü ïåðøîãî òà äðóãîãî ïîðÿäêó.
Ðîçâ'ÿçîê çíàõîäèòüñÿ ó çàãàëüíié ôîðìi, âií ìîæå ïîâåðíóòèñü ÿê ó ÿâíié, òàê i

íåÿâíié ôîðìi. Òóò ó ñïèñêó ïàðàìåòðiâ ÿâíèì ÷èíîì âêàçó¹òüñÿ çàëåæíà çìiííà, òîìó
ïîçíà÷åííÿ òèïó y(x) íå ïîòðiáíi: ôóíêöiÿ òà çìiííà ïîçíà÷àþòüñÿ îäèíî÷íèìè ëiòåðàìè.

ßê i äëÿ çâè÷àéíèõ ðiâíÿíü, ¹ ìîæëèâiñòü ïåðåâiðèòè ðîçâ'ÿçîê çà äîïîìîãîþ ïiä-
ñòàíîâêè. Äîâiëüíà êîíñòàíòà äëÿ ðiâíÿíü ïåðøîãî ïîðÿäêó ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç %c. Ó
ðiâíÿííÿõ äðóãîãî ïîðÿäêó êîíñòàíòè ïîçíà÷àþòüñÿ ÿê %k1 òà %k2. ßêùî ôóíêöiÿ ode2
íå ìîæå îòðèìàòè ðîçâ'ÿçîê ç ÿêî¨ñü ïðè÷èíè, âîíà ïîâåðòà¹ çíà÷åííÿ false, ïðè öüîìó

105
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âèäàëÿþ÷è çâiò ïðî ïîìèëêó.
Îêðiì ode2 iñíó¹ ùå òðè êîìàíäè äëÿ ïîøóêó ÷àñòèííèõ ðîçâ'ÿçêiâ íà îñíîâi îòðè-

ìàíèõ çàãàëüíèõ. Òîáòî öi êîìàíäè, îòðèìóþ÷è êîíêðåòíi óìîâè ùîäî çíà÷åííÿ ôóíêöi¨-
ðîçâ'ÿçêó â çàäàíié òî÷öi, çíàõîäÿòü âèõîäÿ÷è ç öèõ ïåðåäóìîâ âiäïîâiäíi çíà÷åííÿ êîí-
ñòàíò iíòåãðóâàííÿ. Äëÿ ðîçâ'ÿçêó çàäà÷ Êîøi (Intial Value Problems, IVP) âèêîðèñòîâó-
þòüñÿ ôóíêöi¨ ic1 i ic2 ó âèïàäêó ÇÄÐ ïåðøîãî òà äðóãîãî ïîðÿäêó âiäïîâiäíî. Êðàéîâi
çàäà÷i (Boundary Value Problems, BVP) ðîçâ'ÿçóþòü ç âèêîðèñòàííÿì ôóíêöi¨ bc2.

ic1(solution,x=x0,y=y0) � îáðîáëÿ¹ ðîçâ'ÿçîê äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ ïåðøî-
ãî ïîðÿäêó ç ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè. Ïðèéìà¹ òðè àðãóìåíòè: ïåðøèé � öå ñàì ðîçâ'ÿçîê,
ó ôîðìi, â ÿêié âií çíàõîäèòüñÿ ôóíêöi¹þ ode2, äðóãèé � öå ïî÷àòêîâå çíà÷åííÿ íåçàëå-
æíî¨ çìiííî¨ ó âèãëÿäi x = x0, òðåòié � çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ â öié òî÷öi y0 = y(x0). Ïîâåðòà¹
÷àñòêîâèé ðîçâ'ÿçîê, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó iç çàçíà÷åíèìè êîîðäèíàòàìè (x0, y0).

ic2(solution,x=x0,y=y0,dy=dy0) � ïðèçíà÷åíà äëÿ îáðîáêè ðîçâ'ÿçêó äèôåðåíöi-
àëüíîãî ðiâíÿííÿ äðóãîãî ïîðÿäêó ç ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè. Ïðèéìà¹ ÷îòèðè àðãóìåíòè:
äî àðãóìåíòiâ êîìàíäè ic1 äîäà¹òüñÿ dy0 - ïî÷àòêîâå çíà÷åííÿ ïåðøî¨ ïîõiäíî¨ çàëåæíî¨
çìiííî¨ âiäíîñíî íåçàëåæíî¨ çìiííî¨ ó ôîðìi y′(x0) = dy0.

bc2(solution,x1,y1,x2,y2) � ðîçâ'ÿçó¹ êðàéîâó çàäà÷ó äëÿ äèôðiâíÿííÿ äðóãîãî
ïîðÿäêó. Òóò solution � çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ, ÿêèé îòðèìó¹òüñÿ ôóíêöi¹þ ode2;
x1 � çàäà¹ çíà÷åííÿ íåçàëåæíî¨ çìiííî¨ â ïåðøié ìåæîâié òî÷öi ïðè x = x1, y1 � âèçíà÷à¹
çíà÷åííÿ çàëåæíî¨ çìiííî¨ â ïåðøié ìåæîâié òî÷öi ó âèãëÿäi y1 = y(x1). Âèðàçè x2 i y2
çàäàþòü àíàëîãi÷íi çíà÷åííÿ äëÿ öèõ çìiííèõ ó äðóãié ìåæîâié òî÷öi.

8.1 Äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ ïåðøîãî ïîðÿäêó

8.1.1 Ðiâíÿííÿ ç ðîçäiëåíèìè çìiííèìè

Öå ðiâíÿííÿ âèäó y′(x) = f(x) · g(y), Maxima ìîæå ðîçâ'ÿçàòè ¨õ ðiçíèìè ñïîñîáàìè.

▶ Çíàéòè çàãàëüíèé i ÷àñòèííèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ y′ =

√
1− y2√
1− x2

ïðè y(0) = 1.

(%i1) deqn1:'diff(y,x)=sqrt(1-y^2)/sqrt(1-x^2);

(%o1)
d

d x
· y =

√
1− y2√
1− x2

Çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê:

(%i2) sol1:ode2(deqn1,y,x);

(%o2) asin (y) = asin (x) + %c

×àñòêîâèé ðîçâ'ÿçîê ïðè ïî÷àòêîâèõ óìîâàõ x0 = 0, y0 = 1:

(%i3) ic1(sol1,x=0,y=1);

(%o3) asin (y) =
2 · asin (x) + π

2

▶ Ùå ïðèêëàä iç âèêîðèñòàííÿì desolve: y′′ = x2y2, y(0) = 1, y′(0) = 4.

(%i4) deqn2:'diff(y(x),x,2)=y^2*x^2;

(%o4)
d2

d x2
· y (x) = x2 · y2

(%i5) atvalue(y(x),x=0,1);

(%o5) 1
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(%i6) atvalue('diff(y(x),x),x=0,4);

(%o6) 4

(%i7) desolve(deqn2,y(x));

(%o7) y (x) =
x4 · y2

12
+ 4 · x+ 1

ßêùî ïî÷àòêîâi óìîâè, çàçíà÷åíi êîìàíäîþ atvalue, íå çàäàòè, ñèñòåìà ïîâåðíå
ðîçâ'ÿçîê ó íàñòóïíîìó âèãëÿäi:

(%i1) deqn2:'diff(y(x),x,2)=y^2*x^2;

(%o1)
d2

d x2
· y (x) = x2 · y2

(%i2) desolve(deqn2,y(x));

(%o2) y (x) =
x4 · y2

12
+ x ·

(
d

d x
· y (x)

∣∣∣∣
x=0

)
+ y (0)

▶ Ðîçâ'ÿçàòè îäèí ç âèäiâ ðiâíÿííÿ Áåðíóëëi y′ + 2exy = 2ex
√
y.

(%i7) deqn4:'diff(y,x)+2*%e^x*y=2*%e^x*sqrt(y);

(%o7)
d

d x
· y + 2 · ex · y = 2 · ex · √y

(%i8) ode2(deqn4,y,x);

(%o8) − log (
√
y − 1) = ex +%c

(%i9) method;

(%o9) separable

▶ Ðîçâ'ÿæåìî ñèñòåìó ðiâíÿíü{
f ′(x) = g′(x) + sin x;

g′(x) = 5f ′(x)− cosx;
f(0) = 1; g(0) = 7.

(%i1) deqn1:'diff(f(x),x)='diff(g(x),x)+sin(x);

(%o1)
d

d x
· f (x) = d

d x
· g (x) + sin (x)

(%i2) deqn2:'diff(g(x),x)=5*'diff(f(x),x)-cos(x);

(%o2)
d

d x
· g (x) = 5 ·

(
d

d x
· f (x)

)
− cos (x)

(%i4) atvalue(f(x),x=0,1);atvalue(g(x),x=0,7);

(%o3) 1

(%o4) 7

(%i5) desolve([deqn1,deqn2],[f(x),g(x)]);

(%o5) [f (x) =
sin (x)

4
+

cos (x)

4
+

3

4
, g (x) =

sin (x)

4
+

5 · cos (x)
4

+
23

4
]

▶ Ðîçâ'ÿçàòè çàäà÷ó Êîøi äëÿ ðiâíÿííÿ xy′ = y(1 + ln y − lnx), y(1) = e2.
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(%i1) eqn5:x*'diff(y,x)=y*(log(y)-log(x)+1);

(%o1) x ·
(
d

d x
· y
)

= y · (log (y)− log (x) + 1)

(%i3) sol5:ode2(eqn5,y,x);

(%o3) x = %c · (log (y)− log (x))

(%i6) ic1(sol5,x=1,y=%e^2);

(%o6) x =
log (y)− log (x)

2

8.1.2 Îäíîðiäíi ðiâíÿííÿ

Öå ðiâíÿííÿ âèäó y′(x) = f
(y
x

)
.

▶ Ðîçâ'ÿçàòè ðiâíÿííÿ y′ =
(y
x

)2
+ 2

y

x
.

(%i1) deqn1:'diff(y,x)=(y/x)^2+2*(y/x);

(%o1)
d

d x
· y =

y2

x2
+

2 · y
x

(%i2) ode2(deqn1,y,x);

(%o2) − x · y + x2

y
= %c

(%i3) ic1(%o2,x=3,y=1);

(%o3) − x · y + x2

y
= −12

(%i4) solve(%o3,y);

(%o4) [y = − x2

x− 12
]

8.1.3 Ðiâíÿííÿ â ïîâíèõ äèôåðåíöiàëàõ

Öå ðiâíÿííÿ âèäó P (x, y)dx+Q(x, y)dy = 0.

ßêùî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà
∂P

∂y
=
∂Q

∂x
, òî ëiâà ÷àñòèíà ÿâëÿ¹ ñîáîþ ïîâíèé äèôåðåíöiàë

äåÿêî¨ ôóíêöi¨. ßêùî æ öÿ óìîâà íå âèêîíó¹òüñÿ, àëå çàäîâiëÿíÿ¹òüñÿ òåîðåìà ¹äèíîñòi, òî
ìîæíà ïiäiáðàòè òàêèé iíòåãðóþ÷èé ìíîæíèê µ(x), ÿêèé çâîäèòü ëiâó ÷àñòèíó äî ïîâíîãî
äèôåðåíöiàëó. Öåé ìíîæíèê ìîæíà âèêëèêàòè êîìàíäîþ intfactor, à ìåòîä ðîçâ'ÿçàííÿ
âèêëèêà¹òüñÿ êîìàíäîþ method.

Äëÿ ðîçâ'ÿçêó â Maxima ëiâó ÷àñòèíó íåáõiäíî ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi

P (x, y) +Q(x, y)
dy

dx
= 0.

▶ Ðîçâ'ÿçàòè ðiâíÿííÿ 2xy + x2y +
y3

3
+ (x2 + y2)y′ = 0.

(%i1) deqn1:(2*x*y+x^2*y+y^3/3)+(x^2+y^2)*'diff(y,x)=0;

(%o1)
(
y2 + x2

)
·
(
d

d x
· y
)
+
y3

3
+ x2 · y + 2 · x · y = 0
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(%i2) ode2(deqn1,y,x);

(%o2)
ex · y3 + 3 · x2 · ex · y

3
= %c

(%i3) intfactor;

(%o3) ex

(%i4) method;

(%o4) exact

▶ Ðîçâ'ÿçàòè ðiâíÿííÿ 3x2 + 6xy2 + (6x2y + 4y3)y′ = 0.

(%i5) deqn2:(3*x^2+6*x*y^2)+(6*x^2*y+4*y^3)*'diff(y,x)=0;

(%o5)
(
4 · y3 + 6 · x2 · y

)
·
(
d

d x
· y
)
+ 6 · x · y2 + 3 · x2 = 0

(%i6) ode2(deqn2,y,x);

(%o6) y4 + 3 · x2 · y2 + x3 = %c

(%i7) intfactor;

(%o7) 1

(%i8) method;

(%o8) exact

8.1.4 Ðiâíÿííÿ Áåðíóëëi

Öå ðiâíÿííÿ âèäó
y′(x) =

∑
i

Qi(x) · yαi , αi = const.

▶ Ðîçâ'ÿçàòè ðiâíÿííÿ y′ =
4

x
y + x

√
y.

(%i1) deqn1:'diff(y,x)=4/x*y+x*sqrt(y);

(%o1)
d

d x
· y =

4 · y
x

+ x · √y

(%i2) ode2(deqn1,y,x);

(%o2) y = x4 ·
(
log (x)

2
+ %c

)2

(%i3) method;

(%o3) bernoulli

▶ Ðîçâ'ÿçàòè ðiâíÿííÿ y′ +
y

x
= −xy2.

(%i4) deqn2:'diff(y,x)+y/x=-x*y^2;

(%o4)
d

d x
· y + y

x
= −x · y2
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(%i5) ode2(deqn2,y,x);

(%o5) y =
1

x · (x+%c)

(%i6) method;

(%o6) bernoulli

▶ Ðîçâ'ÿçàòè çàäà÷ó Êîøi äëÿ ðiâíÿííÿ y′ − 8y = x, y(0) = 2.

(%i8) deqn3:5*'diff(y(x),x)-8*y=x; atvalue(y(x),x=0,2);

(%o7) 5 ·
(
d

d x
· y (x)

)
− 8 · y = x

(%o8) 2

(%i9) desolve(deqn3,y(x));

(%o9) y (x) =
8 · x · y

5
+
x2

10
+ 2

(%i10) method;

(%o10) bernoulli

8.2 Äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ äðóãîãî ïîðÿäêó

Â Maxima çà äîïîìîãîþ êîìàíäè ode2 ìîæëèâå ïðÿìå ðîçâ'ÿçàííÿ ëèøå ëiíiéíèõ
äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü äðóãîãî ïîðÿäêó y′′ + p(x)y′ + q(x)y = r(x). Ñïî÷àòêó âiäøóêî-
âó¹òüñÿ ðîçâ'ÿçîê îäíîðiäíîãî ðiâíÿííÿ ó ôîðìi y = k1y1 + k2y2 (k1, k2 � äîâiëüíi ñòàëi),
ïîòiì øóêà¹òüñÿ ÷àñòèííèé ðîçâ'ÿçîê ìåòîäîì âàðiàöi¨ ñòàëèõ.

8.2.1 Ðiâíÿííÿ çi ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè

Öå ðiâíÿííÿ âèäó y′′ + ay′ + by = r(x).
▶ Ðîçâ'ÿçàòè íåîäíîðiäíå ðiâíÿííÿ çàãàëüíîãî âèäó 2y′′ − y′ − y = 4xe2x.

(%i1) deqn1:2*'diff(y,x,2)-'diff(y,x)-y=4*x*exp(2*x);

(%o1) 2 ·
(
d2

d x2
· y
)
− d

d x
· y − y = 4 · x · e2·x

(%i2) ode2(deqn1,y,x);

(%o2) y =
(20 · x− 28) · e2·x

25
+ %k1 · ex +%k2 · e−

x
2

Êîìàíäîþ yp ìîæíà âèäiëèòè ÷àñòèííèé ðîçâ'ÿçîê.

(%i3) yp;

(%o3)
(20 · x− 28) · e2·x

25
▶ Ðîçâ'ÿçàòè íåîäíîðiäíå ðiâíÿííÿ ç êðàòíèìè êîðåíÿìè õàðàêòåðèñòè÷íîãî ðiâíÿ-

ííÿ y′′ − 2y′ + y = xex.

(%i4) deqn2:'diff(y,x,2)-2*'diff(y,x)+y=x*exp(x);

(%o4)
d2

d x2
· y − 2 ·

(
d

d x
· y
)
+ y = x · ex
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(%i5) ode2(deqn2,y,x);

(%o5) y =
x3 · ex

6
+ (%k2 · x+%k1 ) · ex

(%i6) yp;

(%o6)
x3 · ex

6

▶ Ðîçâ'ÿçàòè íåîäíîðiäíå ðiâíÿííÿ ç êîìïëåêñíèìè êîðåíÿìè y′′ + y = x sinx.

(%i7) deqn3:'diff(y,x,2)+y=x*sin(x);

(%o7)
d2

d x2
· y + y = x · sin (x)

(%i8) ode2(deqn3,y,x);

(%o8) y =
2 · x · sin (x) + (1− 2 · x2) · cos (x)

8
+ %k1 · sin (x) + %k2 · cos (x)

(%i9) yp;

(%o9)
2 · x · sin (x) + (1− 2 · x2) · cos (x)

8

8.2.2 Ðiâíÿííÿ çi çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè

Öå ðiâíÿííÿ âèäó y′′ + p(x)y′ + q(x)y = r(x).
▶ Ðîçâ'ÿçàòè çàäà÷ó Êîøi äëÿ ðiâíÿííÿ x2y′′ − xy′ = 3x3, y(1) = 1, y′(1) = 4.

(%i1) deqn1:x^2*'diff(y,x,2)-x*'diff(y,x)=3*x^3;

(%o1) x2 ·
(
d2

d x2
· y
)
− x ·

(
d

d x
· y
)

= 3 · x3

(%i2) sol1:ode2(deqn1,y,x);

(%o2) y = x3 +%k2 · x2 − %k1

2

(%i3) ic2(sol1,x=1,y=1,'diff(y,x)=4);

(%o3) y = x3 +
x2

2
− 1

2

▶ Ðîçâ'ÿçàòè ðiâíÿííÿ â çàãàëüíîìó âèãëÿäi: xy′′ + y′ = x2.

(%i4) deqn2:x*'diff(y,x,2)+'diff(y,x)=x^2;

(%o4) x ·
(
d2

d x2
· y
)
+

d

d x
· y = x2

(%i5) ode2(deqn2,y,x);

(%o5) y = %k1 · log (x) + x3

9
+ %k2

▶ Ðîçâ'ÿçàòè çàäà÷ó Êîøi äëÿ ðiâíÿííÿ y′′ − 7y′ + 6y = (x− 2)ex, y(0) = 1, y′(0) = 3.

(%i6) deqn3:'diff(y,x,2)-7*'diff(y,x)+6*y=(x-2)*%e^x;

(%o6)
d2

d x2
· y − 7 ·

(
d

d x
· y
)
+ 6 · y = (x− 2) · ex
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(%i7) sol3:ode2(deqn3,y,x);

(%o7) y = %k1 · e6·x − (25 · x2 − 90 · x− 18) · ex

250
+ %k2 · ex

(%i8) ic2(sol3,x=0,y=1,'diff(y,x)=3);

(%o8) y =
41 · e6·x

125
− (25 · x2 − 90 · x− 18) · ex

250
+

3 · ex

5

8.3 Äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ ç ìåæîâèìè óìîâàìè

(êðàéîâi çàäà÷i)

Äëÿ çàäàííÿ ìåæîâèõ óìîâ ïðè iíòåãðóâàííi ÄÐ äðóãîãî ïîðÿäêó âèêîðèñòîâó¹òüñÿ
êîìàíäà bc2. Âîíà çàäà¹ çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ ó äâîõ òî÷êàõ, ÿêi äîçâîëÿþòü ðîçâ'ÿçàòè ñè-
ñòåìó ðiâíÿíü âiäíîñíî äâîõ íåâiäîìèõ ñòàëèõ iíòåãðóâàííÿ %k1 i %k2.

▶ Ðîçâ'ÿçàòè ðiâíÿííÿ y′′ + y · (y′)3 = 0, ìåæîâi óìîâè y(0) = 1, y(1) = 3.

(%i1) deqn1:'diff(y,x,2)+y*'diff(y,x)^3=0;

(%o1)
d2

d x2
· y + y ·

(
d

d x
· y
)3

= 0

(%i2) sol1:ode2(deqn1,y,x);

(%o2)
y3 + 6 ·%k1 · y

6
= x+%k2

(%i3) bc2(sol1,x=0,y=1,x=1,y=3);

(%o3)
y3 − 10 · y

6
= x− 3

2

▶ Ðîçâ'ÿçàòè ðiâíÿííÿ y′′ + y = x, ìåæîâi óìîâè y(0) = 0, y(4) = 1.

(%i4) deqn2:'diff(y,x,2)+y=x;

(%o4)
d2

d x2
· y + y = x

(%i5) sol2:ode2(deqn2,y,x);

(%o5) y = %k1 · sin (x) + %k2 · cos (x) + x

(%i6) bc2(sol2,x=0,y=0,x=4,y=1);

(%o6) y = x− 3 · sin (x)
sin (4)

8.4 Ïàêåò ðîçøèðåííÿ contrib_ode

Ó ñèñòåìi Maxima ¹ äîäàòêîâèé ïàêåò contrib_ode, ÿêèé äîçâîëÿ¹ çíàõîäèòè
ðîçâ'ÿçêè íåëiíiéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ïåðøîãî òà äðóãîãî ïîðÿäêó ç ðîçøèðå-
íèìè ìîæëèâîñòÿìè. Ç äîïîìîãîþ contrib_ode ìîæëèâèì ¹ ðîçâ'ÿçàííÿ ðiâíÿííÿ Êëåðî,
Ëàãðàíæà, Ðiêêàòi òà ií. Â çàãàëüíîìó âèïàäêó ðåçóëüòàò � ñïèñîê ðîçâ'ÿçêiâ. Äëÿ äå-
ÿêèõ ðiâíÿíü (çîêðåìà Ðiêêàòi) ðîçâ'ÿçîê âèâîäèòüñÿ ó ôîðìi iíøîãî ÇÄÐ � ðåçóëüòàòó
çàìiíè çìiííèõ. Ôóíêöèÿ contrib_ode ðåàëiçó¹ ìåòîäè ôàêòîðèçàöi¨ (factorization), Êëå-
ðî (Clairault), Ëàãðàíæà (Lagrange), Ðiêêàòi (Riccati), Àáåëÿ (Abel) òà ìåòîä ñèìåòði¨ Ëi
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(Lie symmetry method). Äëÿ éîãî âèêîðèñòàííÿ íåîáõiäíî ïiäêëþ÷èòè ïàêåò çà äîïîìîãîþ
êîìàíäè load(contrib_ode).

Ñèíòàêñèñ êîìàíäè òàêèé æå, ÿê i â ode2:
contrib_ode(deqn,y,x).
ßêùî äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ ñèñòåìà ìîæå ðîçâ'ÿçàòè, âîíà ïîâåðòà¹ ðîçâ'ÿçîê

àáî ñïèñîê ðîçâ'ÿçêiâ, ïðè÷îìó êîæåí ç íèõ ìîæå áóòè ïðåäñòàâëåíå â îäíîìó ç òàêèõ
âèäiâ:

� øóêàíà ôóíêöiÿ âèðàæåíà ó ÿâíîìó âèãëÿäi;
� øóêàíà ôóíêöiÿ âèðàæåíà ó íåÿâíîìó âèãëÿäi;
� ðîçâ'ÿçîê îäåðæàíî ó ïàðàìåòðè÷íîìó âèãëÿäi ç ïàðàìåòðîì %t;
� äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ ïåðåòâîðþ¹òüñÿ íà iíøå äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ âiä-

íîñíî ôóíêöi¨ %u.

▶ Ðîçâ'ÿçàòè ðiâíÿííÿ x(y′)2 − y′

1 + xy
+ y = 0.

(%i1) load(contrib_ode);

(%i2) deqn1:x*'diff(y,x)^2-(1+x*y)*diff(y,x)+y=0;

(%o2) x ·
(
d

d x
· y
)2

+ y = 0

(%i3) contrib_ode(deqn1,y,x);

(%t3) x ·
(
d

d x
· y
)2

+ y = 0

first order equation not linear in y'

(%o3) [x2 ·
(
y2 + (2 · x+ 2 ·%c) · y + x2 − 2 ·%c · x+%c2

)
= 0]

(%i4) method;

(%o4) lagrange

▶ Ðîçâ'ÿçàòè ðiâíÿííÿ (y′)2 + xy′ − y = 0.

(%i5) deqn2:'diff(y,x)^2+x*'diff(y,x)-y=0;

(%o5)

(
d

d x
· y
)2

+ x ·
(
d

d x
· y
)
− y = 0

(%i6) contrib_ode(deqn2,y,x);

(%t6)

(
d

d x
· y
)2

+ x ·
(
d

d x
· y
)
− y = 0

first order equation not linear in y'

(%o6) [y = %c · x+%c2, y = −x
2

4
]

(%i7) method;

(%o7) clairault

▶ Ðîçâ'ÿçàòè ðiâíÿííÿ (1 + y′)x+ (y′)2 − y = 0.

(%i8) deqn3:(1+'diff(y,x))*x+('diff(y,x))^2-y=0;

(%o8)

(
d

d x
· y
)2

+ x ·
(
d

d x
· y + 1

)
− y = 0
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(%i9) contrib_ode(deqn3,y,x);

(%t9)

(
d

d x
· y
)2

+ x ·
(
d

d x
· y + 1

)
− y = 0

first order equation not linear in y'

(%o9) [[x = e−%t ·
(
%c − 2 · (%t − 1) · e%t

)
, y = (%t + 1) · x+%t2]]

(%i10) method;

(%o10) lagrange

Â äåÿêèõ âèïàäêàõ ìîæëèâèé ðîçâ'ÿçîê ëèøå â ïàðàìåòðè÷íîìó âèãëÿäi.
▶ Ðîçâ'ÿçàòè ðiâíÿííÿ (1 + y′)x+ (y′)2 − y = 0.

(%i11) deqn4:'diff(y,x)=(x+y)^2;

(%o11)
d

d x
· y = (y + x)2

(%i12) contrib_ode(deqn4,y,x);

(%o12) [[x = %c− atan
(√

%t
)
, y = −x−

√
%t ], [x = atan

(√
%t
)
+%c, y =

√
%t −x]]

(%i13) method;

(%o13) lagrange

Ïàêåò contrib_ode äîçâîëÿ¹ óñïiøíî ðîçâ'ÿçóâàòè äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ, ÿêi íå
îá÷èñëþþòüñÿ ode2 áåçïîñåðåäíüî, íàïðèêëàä óçàãàëüíåíi îäíîðiäíi ðiâíÿííÿ. Â òàêîìó
âèïàäêó öåé ïàêåò âèêîðèñòîâó¹ ìåòîäè Àáåëÿ òà ñèìåòði¨ Ëi.

▶ Ðîçâ'ÿçàòè ðiâíÿííÿ (2x− y + 4)y′ + (x− 2y + 5) = 0.

(%i14) deqn5:(2*x-y+4)*'diff(y,x)+(x-2*y+5)=0;

(%o14) (−y + 2 · x+ 4) ·
(
d

d x
· y
)
− 2 · y + x+ 5 = 0

(%i15) contrib_ode(deqn5,y,x);

(%o15) [
log
(
3− 2·(2·x+4)−x−5

−y+2·x+4

)
− 3 · log

(
1− 2·(2·x+4)−x−5

−y+2·x+4

)
+ 2 · log

(
−2·(2·x+4)−x−5

4·(−y+2·x+4)

)
2

=

log (x+ 1) + %c]

(%i16) method;

(%o16) abel2

▶ Ðîçâ'ÿçàòè ðiâíÿííÿ y′ =
1− 3x− 3y

1 + x+ y
.

(%i17) deqn6:'diff(y,x)=(1-3*x-3*y)/(1+x+y);

(%o17)
d

d x
· y =

−3 · y − 3 · x+ 1

y + x+ 1

(%i18) contrib_ode(deqn6,y,x);

(%o18) [
2 · log (y + x− 1) + y + 3 · x

2
= %c]

(%i19) method;

(%o19) lie
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8.5 ×èñëîâi ìåòîäè

Â ðÿäi âèïàäêiâ âiäøóêàòè ñèìâîëüíèé ðîçâ'ÿçîê ÄÐ â äîñòàòíüî êîìïàêòíîìó âè-
ãëÿäi íåìîæëèâî, òîìó íåîáõiäíî ñêîðèñòàòèñü ÷èñëîâèìè ñïîñîáàìè. Çàãàëîì ñïðîáà
ðîçâ'ÿçàòè äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ ÷èñëîâèìè ìåòîäàìè âåäå äàâíþ iñòîðiþ, ïðîòÿãîì
ÿêî¨ ç'ÿâèëèñü ìåòîäè Åéëåðà (âií æå Ðóíãå�Êóòòè 1-ãî ïîðÿäêó), Åéëåðà�Êîøi (âií æå
Ðóíãå�Êóòòè 2-ãî ïîðÿäêó), i âëàñíå Ðóíãå�Êóòòè 4-ãî ïîðÿäêó. Îñòàííié ââàæà¹òüñÿ äî-
ñòàòíüî òî÷íèì äëÿ îòðèìàííÿ íàäiéíîãî ðîçâ'ÿçêó. Ïiäâèùåííÿ ïîðÿäêó òðàäèöiéíî íi-
âåëþ¹òüñÿ íàáiãàííÿì ïîõèáêè îá÷èñëåíü, ÿêà çà ðîçìiðîì ïî÷èíà¹ çáiãàòèñü ç ðiçíèöåâèì
÷ëåíîì, òîìó çóïèíÿþòüñÿ íà ïîðÿäêó 4. �, îäíàê, çàäà÷i ñïåöèôi÷íîãî âèãëÿäó (òàê çâàíi
æîðñòêi çàäà÷i, sti� problems), â ÿêèõ íà ïåâíèõ iíòåðâàëàõ iíòåãðóâàííÿ âñå æ äîöiëüíî
âèêîðèñòîâóâàòè 5-èé ïîðÿäîê ðîçêëàäó. Ïðèíöèïîâà ñõåìà ïîáóäîâè òàêîãî ðîçâ'ÿçêó áó-
ëà ðîçðîáëåíà Ôåëüáåðãîì, òîìó öåé ñïîñiá íàçèâà¹òüñÿ ìåòîäîì Ðóíãå�Êóòòè�Ôåëüáåðãà
4-5 ïîðÿäêó.

Äëÿ ïîáóäîâè ÷èñëîâîãî ðîçâ'ÿçêó äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ ïåðøîãî ïîðÿäêó âîíî

ìà¹ áóòè çàïèñàíå ó âèãëÿäi
dy

dx
= f(x, y). Ó âèïàäêó àâòîíîìíî¨ ñèñòåìè � ìà¹ áóòè ó

âèãëÿäi {
dx
dt

= G(x, y);
dy
dt

= H(x, y).

Àâòîíîìíiñòü ñèñòåìè îçíà÷à¹ âiäñóòíiñòü ÿâíî¨ çàëåæíîñòi âiä çìiííî¨ t ó ïðàâèõ ÷àñòèíàõ
ðiâíÿíü.

ßê áóëî çàçíà÷åíî, ìåòîä ÐÊ4 ïðèäàòíèé äî ðîçâ'ÿçàííÿ ëèøå ÇÄÐ ïåðøîãî ïîðÿäêó,
îäíàê ¹ ñïîñiá ïîøèðåííÿ éîãî i íà âèùi ïîðÿäêè, à ñàìå çàïðîâàäæåííÿì ïðîìiæíî¨
çìiííî¨. Äëÿ ïðèêëàäó, çðîáèâøè çàìiíó ẏ = z, ÿ = ż, ìîæíà îäíå ðiâíÿííÿ äðóãîãî
ïîðÿäêó ïåðåòâîðèòè íà ñèñòåìó äâîõ ðiâíÿíü ïåðøîãî ïîðÿäêó, äî ðîçâ'ÿçàííÿ ÿêî¨ öåé
ìåòîä öiëêîì çàñòîñîâíèé. Äîêëàäíiøå ìè îçíàéîìèìîñÿ ç öèì ó Ðîçäiëàõ 10 òà 11.

8.5.1 Ìåòîä Ðóíãå�Êóòòè 4-ãî ïîðÿäêó rk

Maxima âêëþ÷à¹ â ñåáå ïàêåò ðîçøèðåííÿ dynamics, ùî äîçâîëÿ¹ ïðîiíòåãðóâàòè
ñèñòåìè ÄÐ ìåòîäîì Ðóíãå�Êóòòè. Îêðiì öüîãî, ïàêåò dynamics ìiñòèòü ðÿä ôóíêöié äëÿ
ïîáóäîâè ðiçíîìàíiòíèõ ôðàêòàëiâ.

Ìåòîä Ðóíãå�Êóòòè 4-ãî ïîðÿäêó ðåàëiçó¹ êîìàíäà rk. Ñèíòàêñèñ âèêëèêó:
rk(right_deqn,y,y0,[x,x0,x1,h]) � äëÿ îêðåìîãî ðiâíÿííÿ;
rk([right_deqn],[x,y],[x0,y0],[t,t0,t1,h]) � äëÿ àâòîíîìíî¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü.
Òóò right_deqn � ïðàâà ÷àñòèíà ðiâíÿííÿ àáî ¨õ ñïèñîê, y àáî [x,y] � çàëåæíà

çìiííà àáî ¨õ ñïèñîê, y0 àáî [x0,y0] � ïî÷àòêîâi çíà÷åííÿ çàëåæíî¨ çìiííî¨, [x,x0,x1,h]
àáî [t,t0,t1,h]� îãîëîøåííÿ íåçàëåæíî¨ çìiííî¨, ¨¨ ïî÷àòêîâå, êiíöåâå çíà÷åííÿ, òà êðîê
îá÷èñëåíü.

Äëÿ äåìîíñòðàöi¨ ìåòîäó ðîçâ'ÿæåìî íàñòóïíó çàäà÷ó.
▶ Ðîçâ'ÿçàòè çàäà÷ó Êîøi äëÿ ðiâíÿííÿ y′ = y − x, y(0) = 1.5. Ìåòîäîì Ðóíãå�

Êóòòè çíàéòè ãðàôi÷íèé ðîçâ'ÿçîê íà âiäðiçêó x ∈ [0, 1], êðîê h = 0.1.
Ðîçâ'ÿæåìî ñïî÷àòêó öå ðiâíÿííÿ êîìàíäîþ ode2:

(%i1) deqn1:'diff(y,x)=y-x;

(%o1)
d

d x
· y = y − x

(%i3) ode2(deqn1,y,x); ic1(%,x=0,y=1.5);

(%o2) y =
(
%c − (−x− 1) · e−x

)
· ex
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rat: replaced 0.5 by 1/2 = 0.5

(%o3) y =
ex + 2 · x+ 2

2

(%i4) sol1:rhs(%o3);

(%o4)
ex + 2 · x+ 2

2

Òåïåð ñêîðèñòà¹ìîñü ÷èñëîâèì ðîçâ'ÿçêîì.

(%i5) load(dynamics);

(%i6) sol2:rk(y-x,y,1.5,[x,0,1,0.1]);

(%o6) list

(%i7) plot2d([sol1,[discrete,sol2]],[x,0,1],[style,[lines,3,1],

[points,3,2,1]],[legend,false]);

(%o7) [C : /Users/orreg/maxout.gnuplot]

Ðèñ. 8.1: Ãðàôiêè ïðÿìîãî òà ÷èñëîâîãî ðîçâ'ÿçêiâ ÄÐ çà ìåòîäîì Ðóíãå-Êóòòè.

Ãðàôiêè ðîçâ'ÿçêiâ çîáðàæåíi íà Ðèñ. 8.1,(à). Áà÷èìî, ùî âñi òî÷êè ÷èñëîâîãî
ðîçâ'ÿçêó ÷iòêî ëåæàòü íà êðèâié, ùî ïiäêðåñëþ¹ òî÷íiñòü îáðàíîãî ìåòîäó.

▶ Ðîçãëÿíåìî ðiâíÿííÿ, ÿêå ìè âæå ðîçâ'ÿçàëè ðàíiøå: xy′ = y(1+ln y−lnx), y(1) =

e2. Íàãàäà¹ìî, ùî òîäi ìè îòðèìàëè ðîçâ'ÿçîê x =
ln y − lnx

2
, ÿêå çâîäèòüñÿ äî âèãëÿäó

y = xe2x. Çíàéäåìî ãðàôi÷íèé ðîçâ'ÿçîê ìåòîäîì Ðóíãå�Êóòòè íà âiäðiçêó x ∈ [1, 3], êðîê
h = 0.1.

(%i8) rk6:rk((y/x)*(1+log(y)-log(x)),y,%e^2,[x,1,3,0.1]);

(%o8) list

(%i9) plot2d([x*%e^(2*x),[discrete,rk6]],[x,1,3],[style,[lines,3,1],

[points,3,2,1]],[legend,false]);

(%o9) [C : /Users/orreg/maxout.gnuplot]

Ãðàôiêè ðîçâ'ÿçêiâ çîáðàæåíi íà Ðèñ. 8.1,(á), i çíîâó ìè áà÷èìî, ùî âîíè çáiãàþòüñÿ.
Ðîçãëÿíåìî äåùî ñêëàäíiøèé âèïàäîê.
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▶ Ðîçâ'ÿçàòè çàäà÷ó Êîøi äëÿ ðiâíÿííÿ y′ =
1− 3x− 3y

1 + x+ y
, y(−5) = 8. Çîáðàçèòè

ïðÿìèé òà ÷èñëîâèé ðîçâ'ÿçîê öüîãî ðiâíÿííÿ ìåòîäîì Ðóíãå�Êóòòè.
Ñïî÷àòêó ðîçâ'ÿæåìî öå ðiâíÿííÿ ç âðàõóâàííÿì ïî÷àòêîâèõ óìîâ.

(%i1) load(contrib_ode);

(%i2) deqn6:'diff(y,x)=(1-3*x-3*y)/(1+x+y);

(%o2)
d

d x
· y =

−3 · y − 3 · x+ 1

y + x+ 1

(%i3) contrib_ode(deqn6,y,x);

(%o3) [
2 · log (y + x− 1) + y + 3 · x

2
= %c]

(%i4) ic1((%o3),x=-5,y=8);

(%o4) [
2 · log (y + x− 1) + y + 3 · x

2
=

2 · log (2)− 7

2
]

ßê áà÷èìî, ðîçâ'ÿçîê ìè îòðèìàëè ó âèãëÿäi ñïiââiäíîøåííÿ, ÿêå âiäíîñíî y
ðîçâ'ÿçàòè íåìîæëèâî. Ùîá çîáðàçèòè ãðàôiê, íåîáõiäíî çâåðíóòèñü äî êîìàíäè äëÿ íå-
ÿâíî çàäàíèõ ôóíêöié.

(%i5) load(implicit_plot);

(%i6) implicit_plot(%o4,[x,-5,5],[y,-10,10], [nticks,200]);

rat: replaced 0.6931471805599453 by 13614799/19642003 = 0.693147180559946

(%o6) done

Ðåçóëüòàò çîáðàæåíèé íà Ðèñ. 8.2(a).

Ðèñ. 8.2: Ïîðiâíÿííÿ àíàëiòè÷íîãî òà ÷èñëîâîãî ðîçâ'ÿçêiâ.

Çâåðíåìîñü òåïåð äî ÷èñëîâîãî ìåòîäó. Ïîáóäó¹ìî iíòåãðàëüíó êðèâó, îá÷èñëåíó çà
ìåòîäîì Ðóíãå�Êóòòè.

(%i7) load(dynamics);

(%i8) sol2:rk((1-3*x-3*y)/(1+x+y),y,8,[x,-5,5,0.1]);

(%o9) list
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(%i9) plot2d([discrete,sol2],[x,-5,5],[y,-10,10],[style,

[points,2,2,1]],[legend,false]);

(%o9) [C : /Users/orreg/maxout.gnuplot]

Ðåçóëüòàò çîáðàæåíèé íà Ðèñ. 8.2(á). Ç ïîðiâíÿííÿ ãðàôiêiâ âèäíî, ùî êîìàíäà rk

äîáðå îïðàöþâàëà âåðõíþ ÷àñòèíó ðîçâ'ÿçêiâ, ÿêà ôàêòè÷íî çáiãà¹òüñÿ ç àíàëiòè÷íî âèçíà-
÷åíîþ, àëå íèæíÿ ÷àñòèíà çîâñiì íå îïðàöüîâàíà, ¨¨ ðîçâ'ÿçêè ¾âèïàëè ç óâàãè¿ Maxima.

▶ Ðîçâ'ÿæåìî àâòîíîìíó ñèñòåìó ðiâíÿíü{
dx
dt

= 4− x2 − 4y2;
dy
dt

= y2 − x2 + 1;
t ∈ [0; 4];x(0) = −1, 25; y(0) = 0, 75.

Âèáåðåìî êðîê iíòåãðóâàííÿ 0,02.

(%i10) sol:rk([4-x^2-4*y^2,y^2-x^2+1],[x,y],[-1.25,0.75],[t,0,4,0.02]);

(%o8) list

Äëÿ ïîáóäîâè ãðàôiêà ïåðåòâîðèìî îòðèìàíèé ñïèñîê, ñòâîðèâøè îêðåìî ñïèñîê
çíà÷åíü t (tlist), x (xlist), y (ylist). Ïîòiì ïîáóäó¹ìî ðàçîì äâà ãðàôiêè: x(t) òà y(t),
òà çàðàçîì âiäîáðàçèìî ôàçîâó òðà¹êòîðiþ y(x).

(%i11) tlist:makelist(sol[k][1],k,1,length(sol))$

xlist:makelist(sol[k][2],k,1,length(sol))$

ylist:makelist(sol[k][3],k,1,length(sol))$

(%i12) plot2d([[discrete,tlist,xlist],[discrete,tlist,ylist]],

[legend,false]);

(%o12) [C : /Users/orreg/maxout.gnuplot]

(%i13) plot2d([discrete,xlist,ylist],

[legend,false]);

(%o13) [C : /Users/orreg/maxout.gnuplot]

Ðèñ. 8.3: Ãðàôiêè ðîçâ'ÿçêó ïàðàìåòðè÷íî¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü òà ¨¨ ôàçîâà òðà¹êòîðiÿ.

Ãðàôiê çîáðàæåíèé íà Ðèñ. 8.3.
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8.5.2 Ìåòîä Ðóíãå�Êóòòè�Ôåëüáåðãà 4-5 ïîðÿäêó rkf45

Ùîá ñêîðèñòàòèñü öèì ìåòîäîì, íåîáõiäíî çàâàíòàæèòè âiäïîâiäíèé ïàêåò êîìàíäîþ
load(rkf45). Ñèíòàêñèñ íàñòóïíèé:

rkf45(right_deqn,y,y0,[x,x0,x1],opts) � äëÿ îêðåìîãî ðiâíÿííÿ;
rkf45([right_deqn],[x,y],[x0,y0],[t,t0,t1],opts) � äëÿ ñèñòåìè ðiâíÿíü.
Òóò right_deqn � ïðàâà ÷àñòèíà ÄÐ àáî ¨õ ñïèñîê (íàãàäà¹ìî, ùî ðiâíÿííÿ ïîâèííî

áóòè çàïèñàíå ó âèãëÿäi dy
dx

= f(x, y)), y àáî [x,y] � çàëåæíà çìiííà àáî ¨õ ñïèñîê, y0 àáî
[x0,y0] � ïî÷àòêîâi çíà÷åííÿ çàëåæíî¨ çìiííî¨, [x,x0,x1] àáî [t,t0,t1] � îãîëîøåííÿ
íåçàëåæíî¨ çìiííî¨, ¨¨ ïî÷àòêîâå òà êiíöåâå çíà÷åííÿ, opts � äîäàòêîâi îïöi¨.

Ðîçãëÿíåìî îïöi¨ opts äîêëàäíiøå. �õ çíà÷åííÿ çàïèñóþòüñÿ ó ôîðìàòi opt=flag.
full_solution: çíà÷åííÿ true ïîâåðòà¹ ñïèñîê âñiõ òî÷îê iíòåãðóâàííÿ, îáðàíèõ àë-

ãîðèòìîì. Çà çàìîâ÷óâàííÿì ñòî¨òü ó ïîëîæåííi false � òîäi âèäàþòüñÿ ëèøå ôiíàëüíi
ðåçóëüòóþ÷i òî÷êè.

absolute_tolerance: çàäà¹ âåðõíþ ìåæó àáñîëþòíî¨ ïîõèáêè, çà çàìîâ-
÷óâàííÿì ñòî¨òü çíà÷åííÿ 10−6. Çìåíøåííÿ öüîãî ÷èñëà, íàïðèêëàä çàäàííÿì
absolute_tolerance=10e-8, çáiëüøèòü êiëüêiñòü îòðèìàíèõ òî÷îê iíòåãðóâàííÿ.

max_iterations: ìàêñèìàëüíà êiëüêiñòü iòåðàöié (çà çàìîâ÷óâàííÿì 104).
h_start: çàäà¹ ïî÷àòêîâèé êðîê iíòåãðóâàííÿ (çà çàìîâ÷óâàííÿì 1/100 âiä çàäàíîãî

iíòåðâàëó).
report: çíà÷åííÿ true çàäà¹ ïîâåðíåííÿ çâiòó ïðî îá÷èñëåííÿ.
ßê âèäíî, íà âiäìiíó âiä êîìàíäè rk, ó ôóíêöi¨ rkf45 âiäñóòí¹ çàäàííÿ êðîêó iíòå-

ãðóâàííÿ. Ðîçìið öüîãî êðîêó îá÷èñëþ¹òüñÿ àâòîìàòè÷íî, â çàëåæíîñòi âiä äîñÿãíåííÿÿ
çàäàíî¨ àáñîëþòíî¨ ïîõèáêè: öå çìiííà âåëè÷èíà, ùî áåçïîñåðåäíüî âiäîáðàæà¹òüñÿ ó ði-
çíié êiëüêîñòi òî÷îê íà ðiçíèõ ïðîìiæêàõ çàäàíîãî iíòåðâàëó, ÿêà â ñâîþ ÷åðãó ¹ íàñëiäêîì
çâåðíåííÿ äî òî÷íîñòi 4-ãî ÷è 5-ãî ïîðÿäêó ó ñõåìi Ðóíãå�Êóòòè�Ôåëüáåðãà.

Ïðîäåìîíñòðó¹ìî öi âiäìiííîñòi íà ïðèêëàäi.
▶ Ðîçâ'ÿçàòè äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ áåçïîñåðåäíüî, ìåòîäîì rk, òà ìåòîäîì rkf45:

dy

dx
= −3xy2 +

1

x3 + 1
; y(0) = 0.

(%i1) load(contrib_ode);

(%i2) deqn2:'diff(y,x)=-3*x*y^2+1/(x^3+1);

(%o2)
d

d x
· y =

1

x3 + 1
− 3 · x · y2

(%i4) sol2:contrib_ode(deqn2,y,x)$ sol3:ic1(sol2,x=0,y=0);

(%o4) [y =
x

x3 + 1
]

(%i5) f:rhs(sol3[1]);

(%o5)
x

x3 + 1

Îòðèìàëè òî÷íèé ðîçâ'ÿçîê.

(%i6) right_deqn2:rhs(deqn2);

(%o6)
1

x3 + 1
− 3 · x · y2

(%i7) load(dynamics);

(%i8) sol4:rk(right_deqn2,y,0,[x,0,5,0.1]);

(%o8) list



Ðîçäië 8. Äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ 120

Îòðèìàëè ðîçâ'ÿçîê çà äîïîìîãîþ rk.

(%i9) load(rkf45);

(%i10) sol5:rkf45(right_deqn2,y,0,[x,0,5]);

(%o10) list

Îòðèìàëè ðîçâ'ÿçîê çà äîïîìîãîþ rkf45.
Çîáðàçèìî òåïåð íà òî÷íié iíòåãðàëüíié êðèâié öi ðåçóëüòàòè (Ðèñ. 8.4).

(%i11) plot2d([f,[discrete,sol4]],[x,0,5],[style,[lines,2,1],

[points,3,2,1]],[legend,false]);
(%i12) plot2d([f,[discrete,sol5]],[x,0,5],[style,[lines,2,1],

[points,3,2,1]],[legend,false]);

Ðèñ. 8.4: Ðåçóëüòàòè iíòåãðóâàííÿ ÄÐ çà ìåòîäîì rk (a) òà rkf45 (á).

Ç ïîðiâíÿííÿ ãðàôiêiâ ÷iòêî âèäíî ðiçíèöþ ìiæ äâîìà ìåòîäàìè: ó rk âñi ïðîìiæêè
ïî çìiííié x ìiæ òî÷êàìè îäíàêîâi, òîäi ÿê ó rkf45 ïðèñóòíÿ ðiçíà ãóñòèíà òî÷îê � ïîáëè-
çó åêñòðåìóìó ¨õ ñòà¹ áiëüøå, òîäi ÿê íà ïîëîãèõ ìiñöÿõ ìåíøå. Öÿ ðiçíèöÿ âiäiãðà¹ âåëèêó
ðîëü ïðè äîñëiäæåííi òàê çâàíèõ ñèñòåì ç ïîðîãîâèì åôåêòîì � òîáòî òàêèõ êðèâèõ, ó
ÿêèõ ç'ÿâëÿ¹òüñÿ çíà÷íèé ñòóïií÷àñòèé ïiäéîì ïðè íåçíà÷íié çìiíi ìàëîãî ïàðàìåòðà.

▶ Ðîçãëÿíåìî ðiâíÿííÿ

dg

dt
= s− 1.51g + 3.03

g2

g2 + 1
; g(0) = 0; t ∈ [0, 100].

Öå ìàòåìàòè÷íà ìîäåëü áiîõiìi÷íîãî ìåõàíiçìó, ùî ìà¹ íàçâó ¾ãåíåòè÷íèé ïåðåìè-
êà÷¿. Çäàâàëîñÿ á, ó öüîìó ðiâíÿííi âiä ñòàëîãî ïàðàìåòðà s ìàëî ùî çàëåæèòü. Îäíàê
íàéìåíøà çìiíà éîãî âiä çíà÷åííÿ s = 0.202 äî s = 0.206 äîêîðiííî çìiíþ¹ ïîâåäií-
êó ñèñòåìè: ç'ÿâëÿ¹òüñÿ ïîðîãîâèé åôåêò, ÿêèé i ëåæèòü â ïðèðîäi öüîãî ¾ïåðåìèêà÷à¿.
Ðîçâ'ÿæåìî çàäàíå ðiâíÿííÿ ç öèìè çíà÷åííÿìè ïàðàìåòðiâ.

(%i1) right_deqn2:0.202-1.51*g+3.03*(g^2)/(g^2+1);

(%o1)
3.03 · g2

g2 + 1
− 1.51 · g + 0.202

(%i2) load(rkf45);

(%i3) sol202:rkf45(right_deqn2,g,0,[t,0,100]);

(%o3) list



Ðîçäië 8. Äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ 121

(%i4) right_deqn3:0.206-1.51*g+3.03*(g^2)/(g^2+1);

(%o4)
3.03 · g2

g2 + 1
− 1.51 · g + 0.206

(%i5) sol206:rkf45(right_deqn3,g,0,[t,0,100]);

(%o5) list

(%i6) plot2d([[discrete,sol202],[discrete,sol206]],

[t,0,100],[style,[lines,2,1],[lines,2,2]],

[legend,"s=0.202","s=0.206"]);

(%o6) [C : /Users/orreg/maxout.gnuplot]

Ðèñ. 8.5: Äîñëiäæåííÿ ïîðîãîâîãî åôåêòó.

Ïðè âèêëèêàííi äîêëàäíîãî çâiòó report=true ñèñòåìà äîïîâiñòü, ùî ó âèïàäêó
s = 0.206 áóëî çìiíåíî òà ïåðåîá÷èñëåíî 14 ïîãàíèõ êðîêiâ (bad steps). Òîáòî íà åòàïi
îáðàõóíêó íà ïîðîãîâèõ âiäðiçêàõ Maxima âèÿâèëà, ùî ïîðÿäêó 4 ìåòîäó Ðóíãå�Êóòòè
áóäå íåäîñòàòíüî äëÿ çàäàíî¨ òî÷íîñòi, òà ïåðåîáðàõóâàëà öi òî÷êè, çáiëüøèâøè ¨õ êiëü-
êiñòü òà âiäïîâiäíî çâåðíóâøèñü äî 5-ãî ïîðÿäêó. Öþ îáñòàâèíó âèäíî íàâiòü iç êiëüêîñòi
îá÷èñëåíèõ òî÷îê: äëÿ s = 0.202 ¨õ 24, äëÿ s = 0.206 ¨õ 62.

Ç îãëÿäó íà òàêó ðîçóìíó ïîâåäiíêó àëãîðèòìó ìîæíà êîíñòàòóâàòè, ùî ìåòîä rkf45

¹ çíà÷íî íàäiéíiøèì ïðè ðîçâ'ÿçàííi ÄÐ ÷èñëîâèìè ìåòîäàìè, àíiæ ìåòîä rk.
Çîáðàçèìî íàî÷íî êiëüêiñòü òà ðîçìiùåííÿ òî÷îê iíòåãðóâàííÿ îáîõ ìåòîäiâ äëÿ ñè-

ñòåìè ç ïîðîãîâèì åôåêòîì (Ðèñ. 8.6). Âèäíî, ùî íà ¾öiêàâèé¿ iíòåðâàë ñõîäèíêè rk

âèòðàòèâ ïðèáëèçíî 10 òî÷îê, òîäi ÿê ó rkf45 íà öå ïiøëî äî 50 òî÷îê.
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Ðèñ. 8.6: Ðîçìiùåííÿ òî÷îê iíòåãðóâàííÿ äëÿ ìåòîäó rk (à) òà rkf45 (á), çàãàëüíà êiëüêiñòü
òî÷îê îäíàêîâà, n = 100.

8.6 Çàâäàííÿ äî Ðîçäiëó 8

Ðîçâ'ÿçàòè çàäà÷ó Êîøi äëÿ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü

8.1. y′′ − y′ + x2 = sinx; y(0) = 1, y′(0) = 4.

8.2. y′′ − y′ · x2 = 0; y(0) = 1, y′(0) = 2.

8.3. xy′′ − 0.3y′ + x = 0; y(0) = 2, y′(0) = −2.

8.4. y′′ − 0.1y′ + exy = 0; y(0) = 4, y′(0) = 1.

8.5. y′′ + 3y′ − 4y = e−4x; y(0) = 6, y′(0) = 2.

8.6. y′′ + y = x3; y(0) = 4, y′(0) = −1.

8.7. y′′ − y + cosx = x2; y(0) = 1, y′(0) = 3.

8.8. y′′ + y′ + y = sin2 x; y(0) = 0, y′(0) = 6.

8.9. y′′ + 5y′ − y = ex; y(0) = 1, y′(0) = 1.

8.10. y′′ + (2x+ 3)y′ = 0; y(0) = 2, y′(0) = 1.

Ðîçâ'ÿçàòè ðiâíÿííÿ çà ìåòîäîì Ðóíãå-Êóòòè. Ðîçâ'ÿçîê ïðåäñòàâèòè ãðàôi÷íî

8.11. y′ + xy sin 5x = e0.1x
2
; x ∈ [0, 4], y(0) = 1, h = 0.01.

8.12. y′ + y4 = 1− x; x ∈ [0, 1], y(0) = 0, h = 0.01.

8.13. y′ + e0.1xy = sinxy; x ∈ [0, 10], y(0) = 1, h = 0.01.

8.14. y′ + xy cos 3x = e0.3x; x ∈ [0, 4], y(0) = 2, h = 0.01.

8.15. y′ + xy = sin 2x; x ∈ [0, 5], y(0) = 1, h = 0.01.

8.16. y′ + y4 ln(x2 + 5) = 1− x5y; x ∈ [0, 2.5], y(0) = 3, h = 0.01.

8.17. y′ lg y3 = y sin(x2); x ∈ [−1, 2], y(−1) = 20, h = 0.01.

8.18. y′ + x4 4
√
y5 = y cos(x+ 5); x ∈ [−1, 4], y(−1) = 15, h = 0.01.

8.19. y′ + xy cos(4x2) = e0.1x; x ∈ [0, 4], y(0) = 1, h = 0.01.

8.20. y′ + y
3
√
x2 = cos 2x lnx; x ∈ [1, 9], y(1) = 2, h = 0.01.
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Çíàéòè ðîçâ'ÿçîê êðàéîâî¨ çàäà÷i

8.21. y′′ − 3y′ + 2y = x cosx; y(0) = 1, y(2) = 4.

8.22. y′′ + 4y′ + 3y = x2ex; y(1) = 4, y(4) = 10.

8.23. y′′ + 5y′ − y = x cosx; y(0) = 1, y(5) = 2.

8.24. y′′ − 7y′ + 12y = ex cosx; y(0) = 6, y(4) = 10.

Çíàéòè ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè ðiâíÿíü

8.25.

{
x′(t) = 2x+ y;

y′(t) = 3x+ 4y.

8.26.

{
x′(t) = x− y;

y′(t) = y − 4x.

8.27.

{
x′(t) = 8y − x;

y′(t) = x+ y.

8.28.

{
x′(t) = y + 2et;

y′(t) = x+ t2.

8.29.

{
x′(t) = y − 5 cos t;

y′(t) = 2x+ y.

8.30.

{
x′(t) = 3x+ 2y + 4e5t;

y′(t) = x+ 2y.



Ðîçäië 9

Iíòåãðàëüíå ÷èñëåííÿ

9.1 Íåîçíà÷åíi iíòåãðàëè

Õî÷ ïðîöåñ çíàõîäæåííÿ iíòåãðàëó ìîæå ðîçãëÿäàòèñü ÿê ïðîòèëåæíèé äî äèôå-
ðåíöiþâàííÿ, íà ïðàêòèöi çíàõîäæåííÿ iíòåãðàëiâ ¹ íàáàãàòî ñêëàäíiøèì çà çíàõîäæåííÿ
ïîõiäíèõ. Ó Maxima çà iíòåãðóâàííÿ âiäïîâiäà¹ îñíîâíà êîìàíäà integrate:

integrate(f(x),x) � øóêà¹ íåîçíà÷åíèé iíòåãðàë çà çìiííîþ x;
integrate(f(x),x,a,b) � øóêà¹ îçíà÷åíèé iíòåãðàë â ìåæàõ x ∈ [a, b].
Äëÿ öüîãî îïåðàòîðà ïðèñóòíÿ òàêîæ âiäêëàäåíà ôîðìà iç àïîñòðîôîì 'integrate,

ÿêà áóâà¹ ïîòðiáíà, êîëè ïiäiíòåãðàëüíèé âèðàç çàëåæèòü âiä ïàðàìåòðiâ, ùî ïîêè íå
îá÷èñëåíi. Çíà÷åííÿ ïàðàìåòðiâ ìîæå áóòè çàñòîñîâàíå êîìàíäîþ ev(iexpr,a=A,b=B...).
integrate ìîæå çàäàâàòè ïèòàííÿ äëÿ óòî÷íåííÿ âèãëÿäó ïàðàìåòðiâ. Íàéïåðøå âií çâåð-
òà¹ óâàãó íà ôóíêöiþ assume (ïðèïóñòèòè), ÿêùî æ òàêèõ óìîâ íåìà¹, òî âèíèêàþòü ïè-
òàííÿ, íà ÿêi ìîæíà âiäïîâiäàòè yes (òàê), no (íi), pos (äîäàòíié), neg (âiä'¹ìíèé), zero
(íóëüîâèé).

▶ Çíàéòè iíòåãðàë
∫
sin3 xdx.

(%i1) integrate(sin(x)^3,x);

(%o1)
cos (x)3

3
− cos (x)

ßê áà÷èìî, Maxima âèâîäèòü ëèøå çìiñòîâíó ÷àñòèíó iíòåãðóâàííÿ, êîíñòàíòó C
íåîáõiäíî äîäàâàòè ñàìîñòiéíî.

▶ Çíàéòè iíòåãðàë
∫
x(b2 − x2)−1/2dx.

(%i1) integrate(x/sqrt(b^2-x^2),x);

(%o1) −
√
b2 − x2

Ó ïðîãðàìi Maxima iñíó¹ ñïåöiàëüíà êîìàíäà, ÿêà âèêîðèñòîâó¹ ôîðìóëó iíòåãðó-
âàííÿ ÷àñòèíàìè ∫

u(x)v′(x)dx = u(x)v(x)−
∫
u′(x)v(x)dx.

Ùîá âèêîðèñòàòè ¨¨, íåîáõiäíî çàâàíòàæèòè äîäàòêîâèé ïàêåò load(antid). Ñèíòà-
êñèñ êîìàíäè:

antidiff(expr,x,v(x)) � òóò expr ïiäiíòåãðàëüíèé âèðàç, x çìiííà iíòåãðóâàííÿ,
v(x) ôóíêöiÿ, ÿêà çâiëüíÿ¹òüñÿ âiä äèôåðåíöiþâàííÿ.

(%i1) load(antid);

(%i2) A:u(x)*diff(v(x),x);

(%o2) u (x) ·
(
d

d x
· v (x)

)
124
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(%i3) antidiff(A,x,v(x));

(%o3) u (x) · v (x)−
∫

v (x) ·
(
d

d x
· u (x)

)
dx

(%i4) expr1:exp(z(x))*diff(z(x),x)*sin(x);

(%o4) ez(x) · sin (x) ·
(
d

d x
· z (x)

)
(%i5) antidiff(expr1,x,z(x));

(%o5) ez(x) · sin (x)−
∫
ez(x) · cos (x) dx

Ùå îäíà êîðèñíà ôóíêöiÿ � çàìiíà çìiííèõ ó iíòåãðàëüíîìó âèðàçi, âîíà çäiéñíþ¹-
òüñÿ çà äîïîìîãîþ êîìàíäè

changevar(iexpr,f(x,t),t,x) � äå iexpr iíòåãðàë ó âiäêëàäåíîìó âèãëÿäi, f(x, t)
ôóíêöiÿ, ÿêà ïîâ'ÿçó¹ ñòàðó i íîâó çìiííi ó ôîðìàòi f(x, t) = 0, t íîâà çìiííà, x ñòàðà
çìiííà.

(%i6) B:'integrate(x*exp(-x^2),x);

(%o6)

∫
x · e−x2

dx

(%i7) changevar(B,x^2-z,z,x);

(%o7)

∫
e−zdz

2

(%i8) C:'integrate(sin(x)^5*cos(x),x);

(%o8)

∫
cos (x) · sin (x)5dx

(%i9) changevar(C,sin(x)-t,t,x);

solve: using arc-trig functions to get a solution.

Some solutions will be lost.

(%o9)

∫
t5dt

Iíòåãðóâàííÿ òðèãîíîìåòðè÷íèõ òà ëîãàðèôìi÷íèõ âèðàçiâ:

(%i1) integrate(sin(x)*sin(2*x)*sin(3*x),x);

(%o1)
cos (6 · x)

24
− cos (4 · x)

16
− cos (2 · x)

8

(%i2) integrate(1/cos(x)^3,x);

(%o2)
log (sin (x) + 1)

4
− log (sin (x)− 1)

4
− sin (x)

2 · sin (x)2 − 2

(%i3) integrate(x^3*log(x),x);

(%o3)
x4 · log (x)

4
− x4

16

Ïðè iíòåãðóâàííi äðîáîâî-ðàöiîíàëüíèõ âèðàçiâ ïåðøîþ ìåòîþ ¹ ïðåäñòàâëåííÿ âè-
ðàçó ó âèãëÿäi åëåìåíòàðíèõ äðîáiâ, ÿêi óòâîðþþòüñÿ iç çíàìåííèêà ðîçáèòòÿì îñòàííüîãî
íà ìíîæíèêè. Òóò êîðèñíîþ ¹ êîìàíäà partfrac, ÿêà çäiéñíþ¹ òàêó îïåðàöiþ.
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▶ Çíàéòè iíòåãðàë
∫

− xdx

x3 + 4x2 + 5x+ 2
.

(%i4) K:-x/(x^3+4*x^2+5*x+2);

(%o4) − x

x3 + 4 · x2 + 5 · x+ 2

(%i5) partfrac(K,x);

(%o5)
2

x+ 2
− 2

x+ 1
+

1

(x+ 1)2

(%i6) integrate(%o5,x);

(%o6) 2 · log (x+ 2)− 2 · log (x+ 1)− 1

x+ 1

(%i7) integrate(K,x);

(%o7) 2 · log (x+ 2)− 2 · log (x+ 1)− 1

x+ 1

ßêùî ó çíàìåííèêó ñêëàäíèé âèðàç âèùèõ ñòåïåíiâ, ó íàãîäi äëÿ ðîçêëàäó éîãî íà
ìíîæíèêè òàêîæ ñòàíóòü êîìàíäè gfactor, allroots òà ïîäiáíi.

9.2 Îçíà÷åíi iíòåãðàëè

Ó ñèíòàêñèñi âèêëèêó íåîáõiäíî âêàçóâàòè ìåæi, âèäiëåíi êîìàìè. ßêùî iíòåãðàë
íåâëàñíèé, ìåæi ïîçíà÷àþòüñÿ inf (+∞), minf (−∞).

▶ Çíàéòè iíòåãðàë
∫ +∞
0

dx

1 + x2
.

(%i1) integrate(1/(1+x^2),x,0,inf);

(%o1)
π

2

▶ Çíàéòè iíòåãðàë
∫ 4π

0
x2 sin3 xdx.

(%i2) integrate(sin(x)^3*x^2,x,0,4*%pi);

(%o2) − 288 · π2 − 40

27
− 40

27

9.2.1 Ñïåöiàëüíi ôóíêöi¨ iíòåãðóâàííÿ

Ïðè iíòåãðóâàííi äåÿêèõ ôóíêöié ÷àñòî çóñòði÷àëèñÿ âèïàäêè, êîëè íåîçíà÷åíèé ií-
òåãðàë íåìîæëèâî çíàéòè â ÿâíîìó âèãëÿäi, îäíàê òåõíi÷íi òà íàóêîâi ïîòðåáè âèìàãàëè
ðîáîòó ñàìå ç òàêèìè âèðàçàìè. Òàêi iíòåãðàëè áóëè äîáðå âèâ÷åíi, äîñëiäæåíi òà ïðîòà-
áóëüîâàíi, à ñàìi âèðàçè îòðèìàëè íàçâó ñïåöiàëüíèõ iíòåãðàëüíèõ ôóíêöié.

Çíàéäåìî ó Maxima íàñòóïíèé iíòåãðàë:
∫ +∞
−∞ x2e−x2

dx

(%i1) integrate (x^2*exp(-x^2),x,minf,inf);

(%o1)

√
π

2

Òåïåð çíàéäåìî òàêèé æå, àëå íåîçíà÷åíèé:

(%i2) integrate (x^2*exp(-x^2),x);

(%o2)

√
π · erf (x)

4
− x · e−x2

2
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Áà÷èìî, ùî ó âèðàçi ç'ÿâèëàñü ôóíêöiÿ erf(x) � öå äîáðå âiäîìèé ¾iíòåãðàë ïîìè-
ëîê¿ Ãàóññà

erf(t) =
2√
π

∫ t

0

e−z2dz.

Ùå äåêiëüêà ñïåöiàëüíèõ ôóíêöié, ùî ìîæóòü âèíèêàòè ïðè iíòåãðóâàííi:

gamma(z) =

∫ +∞

0

tz−1e−tdt Γ−ôóíêöiÿ Åéëåðà;

gamma_incomplete(a,z) =

∫ +∞

z

ta−1e−tdt íåïîâíà Γ−ôóíêöiÿ Åéëåðà;

beta(r,s) =
Γ(r)Γ(s)

Γ(r + s)
B−ôóíêöiÿ;

zeta(s) =
∞∑
n=1

1

ns
ζ −ôóíêöiÿ Ðiìàíà;

elliptic_f(phi,m) =

∫ ϕ

0

dx√
1−m sin2 x

åëiïòè÷íèé iíòåãðàë ïåðøîãî ðîäó;

elliptic_m(phi,m) =

∫ ϕ

0

√
1−m sin2 xdx åëiïòè÷íèé iíòåãðàë äðóãîãî ðîäó.

Iñíó¹ ùå áàãàòî ñïåöiàëüíèõ ôóíêöié, ÿêi âèíèêàþòü ïðè çíàõîäæåííi iíòåãðàëiâ ÷è
ðîçâ'ÿçàííi äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, çàöiêàâëåíîìó ÷èòà÷åâi âàðòî çâåðíóòèñü äî äîñèòü
îáøèðíî¨ ëiòåðàòóðè ç öüîãî ïèòàííÿ.

9.2.2 Iíòåãðóâàííÿ ç defint òà ldefint

Ó çíàõîäæåííi îçíà÷åíèõ iíòåãðàëiâ iñíóþòü äîïîìiæíi êîìàíäè defint òà ldefint.
Ñèíòàêñèñ çàäàííÿ àíàëîãi÷íèé äî integrate.

Êîìàíäà defint(f(x),x,a,b � øóêà¹ iíòåãðàë çâè÷íèì äëÿ íàñ ñïîñîáîì, òîáòî
çíàõîäèòü ñïî÷àòêó íåîçíà÷åíèé iíòåãðàë, ïîòiì ïiäñòàâëÿ¹ â íüîãî ìåæi (ÿê íå äèâíî,
integrate äi¹ iíøèì, âiäîìèì ëèøå ðîçðîáíèêàì, ÷èíîì).

Êîìàíäà ldefint(f(x),x,a,b � øóêà¹ iíòåãðàë çà ïðîöåäóðîþ defint, àëå ïðè ïiä-
ñòàâëÿííi ìåæ çíàõîäèòü ãðàíèöi limx→a òà limx→b. ßêùî ïðîiíòåãðîâàíèé âèðàç ¾ãàðíèé¿,
òî ðåçóëüòàò íå áóäå âiäðiçíÿòèñü âiä defint ÷è integrate, îäíàê ïðè ðîçáiæíîìó iíòåãðà-
ëi ÷è áåçìåæíèõ ìåæàõ âèâåäåííÿ ðåçóëüòàòó áóäå â iíøîìó âèãëÿäi. Êîëè äëÿ ðîçáiæíîãî
iíòåãðàëó integrate ïðîñòî ïðîêîíñòàòó¹ öåé ôàêò, ldefint ïîêàæå êîðèñíó iíôîðìàöiþ,
ÿêèì ñàìå ÷èíîì iíòåãðàë áóäå ðîçáiãàòèñü.

▶ Çíàéòè iíòåãðàë
∫ +∞
0

x−3dx.

(%i3) integrate(1/x^3,x,0,inf);

defint: integral is divergent.

� an error. To debug this try: debugmode(true);

(%i4) ldefint(1/x^3,x,0,inf);

(%o4)
limx→0

1
x2

2

▶ Çíàéòè iíòåãðàë
∫ +∞
0

lnxdx.
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(%i5) integrate(log(x),x,0,inf);

defint: integral is divergent.

� an error. To debug this try: debugmode(true);

(%i6) ldefint(log(x),x,0,inf);

(%o6) lim
x→∞

x · log (x)− x

9.2.3 Iíòåãðàëè, ùî çàëåæàòü âiä ïàðàìåòðà

Çàäàìî Maxima íàñòóïíèé iíòåãðàë:
∫ +∞

−∞

dx

b2 + x2
.

(%i1) integrate(1/(b^2+x^2),x,0,inf);

Is b zero or nonzero? nonzero;

Is b positive or negative? pos;

(%o1)
π

2 · b

ßê áà÷èìî, íàì äîâåëîñü äàâàòè âiäïîâiäi íà ïèòàííÿ ñèñòåìè ùîäî âèãëÿäó ïàðàìå-

òðà b, îñêiëüêè âiä öüîãî çàëåæèòü ðåçóëüòàò âèâåäåííÿ. Íàïðèêëàä, iíòåãðàë
∫ +∞

0

e−axdx

ïðè a > 0 çáiæíèé, ïðè a ≤ 0 � ðîçáiæíèé.

(%i2) integrate(%e^(-a*x),x,0,inf);

Is a positive, negative or zero? pos;

(%o2)
1

a

(%i3) integrate(%e^(-a*x),x,0,inf);

Is a positive, negative or zero? neg;

Is ea − 1 positive, negative or zero? neg

defint: integral is divergent.

� an error. To debug this try: debugmode(true);

Ùîá íå âiäïîâiäàòè íà äîäàòêîâi ïèòàííÿ, íà ïàðàìåòðè ìîæíà íàêëàñòè óìîâè. Öå
çäiéñíþ¹òüñÿ êîìàíäîþ assume(ineq), äå ineq � âiäïîâiäíà íåðiâíiñòü.

(%i1) assume(a>1);

(%o1) [a > 1]

(%i4) integrate(x^a/(x+1)^(5/2),x,0,inf);

Is a an integer? no;

Is 2a− 1 positive, negative or zero? neg;

(%o4) beta

(
3

2
− a, a+ 1

)
Ñêàñóâàòè óìîâó äîçâîëÿ¹ êîìàíäà forget(ineq).
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9.3 Ïëîùà ìiæ äâîìà êðèâèìè

Ïëîùà ïîâåðõíi ìiæ äâîìà êðèâèìè f(x) òà g(x): S =
∫ b

a
(f(x) − g(x))dx, äå a òà

b òî÷êè ¨õ ïåðåòèíó. Ùîá çíàéòè öi òî÷êè, ïîòðiáíî ðîçâ'ÿçàòè ðiâíÿííÿ f(x) = g(x).
Âèìîãà äîäàòíîñòi ïëîùi çóìîâëþ¹ òå, ùî f(x) ìà¹ çíàõîäèòèñü âèùå çà g(x), i çà öi¹þ
îáñòàâèíîþ íåîáõiäíî óâàæíî ñëiäêóâàòè, îñêiëüêè íà ïðîìiæêó [a, b] òî÷îê ïåðåòèíó ìîæå
áóòè êiëüêà. Â çàäà÷àõ òàêîãî òèïó íàéïåðøå ïîòðiáíî çîáðàçèòè ãðàôiêè êðèâèõ.

▶ Çíàéòè ïëîùó ìiæ êðèâèìè f(x) =
√
x òà g(x) = x3/2.

Çîáðàçèìî öi êðèâi (Ðèñ. 9.1). Âèäíî, ùî f(x) çíàõîäèòüñÿ âèùå çà g(x).

(%i1) plot2d([sqrt(x),x^(3/2)], [x,0,1.2],[style,[lines,2,1],

[lines,2,2]],[plot_format, gnuplot]);

Ðèñ. 9.1: Ãðàôiêè êðèâèõ f(x) òà g(x).

Òî÷êè ïåðåòèíó:

(%i2) f(x):=sqrt(x);

(%o2) f (x) :=
√
x

(%i3) g(x):=x^(3/2);

(%o3) g (x) := x
3
2

(%i4) solve(f(x)=g(x),x);

(%o4) [x = 0, x = 1]

Ïëîùà ïîâåðõíi:

(%i5) integrate(f(x)-g(x),x,0,1);

(%o5)
4

15

▶ Çíàéòè ïëîùó ìiæ êðèâèìè f(x) =
3

10
x5 − 3x4 + 11x3 − 18x2 + 12x + 1 òà g(x) =

−4x3 + 28x2 − 56x+ 32.
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Çîáðàçèìî öi êðèâi (Ðèñ. 9.2). Âèäíî, ùî f(x) òà g(x) ìàþòü äâi òî÷êè ïåðåòèíó, i
ïîëîæåííÿ îäíi¹¨ êðèâî¨ âiäíîñíî iíøî¨ çìiíþ¹òüñÿ.

(%i1) f(x):=(3/10)*x^5-3*x^4+11*x^3-18*x^2+12*x+1;

(%o1) f (x) :=
3 · x5

10
− 3 · x4 + 11 · x3 − 18 · x2 + 12 · x+ 1

(%i2) g(x):=-4*x^3+28*x^2-56*x+32;

(%o2) g (x) := −4 · x3 + 28 · x2 − 56 · x+ 32

(%i3) plot2d([f(x),g(x)],[x,-1,5],[y,-10,10],

[style,[lines,2,1],[lines,2,2]],

[legend,"f(x)","g(x)"],[axes,solid]);

Ðèñ. 9.2: Ïëîùà ìiæ êðèâèìè f(x) òà g(x).

Ùîá çíàéòè òî÷êè ïåðåòèíó, ðîçâ'ÿæåìî ðiâíÿííÿ f(x) = g(x).

(%i4) solve(f(x)=g(x),x);

(%o4) [0 = 3 · x5 − 30 · x4 + 150 · x3 − 460 · x2 + 680 · x− 310]

(%i5) h(x):=3*x^5-30*x^4+150*x^3-460*x^2+680*x-310;

(%o5) h (x) := 3 · x5 − 30 · x4 + 150 · x3 − 460 · x2 + 680 · x− 310

ßê áà÷èìî, óòâîðèëîñü ðiâíÿííÿ 5-ãî ñòåïåíÿ, ÿêå íåðîçâ'ÿçíå â ðàäèêàëàõ. Àëå
Maxima äîçâîëÿ¹ çíàéòè ÷èñëîâi ðîçâ'ÿçêè. Iç ãðàôiêà âèäíî, ùî òî÷êè ïåðåòèíó ìiñòÿ-
òüñÿ â ïðîìiæêàõ [0, 1], [2, 3], òà [3, 4]. Öÿ iíôîðìàöiÿ äîçâîëÿ¹ íàì çàñòîñóâàòè êîìàíäó
find_root.

(%i6) x1:find_root(h(x),x,0,1);

(%o6) 0.772058304527811

(%i7) x2:find_root(h(x),x,2,3);

(%o7) 2.291819210962955
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(%i8) x3:find_root(h(x),x,3,4);

(%o8) 3.865127100061793

(%i9) [y1,y2,y3]:map(f,[x1,x2,x3]);

(%o9) [3.613992056691179, 2.575784006305817, 2.882949345140559]

Òåïåð, íàðåøòi, ìîæåìî îá÷èñëèòè ïëîùó S, ïîïåðåäíüî âèêîíàâøè êîìàíäó
ratprint:false, ùîá Maxima íå íàìàãàëàñü ïåðåòâîðèòè âèðàçè ç ïëàâàþ÷îþ êîìîþ
ó ðàöiîíàëüíi:

(%i10) ratprint:false;

(%o10) false

(%i11) S:integrate(f(x)-g(x),x,x1,x2)+integrate(g(x)-f(x),x,x2,x3);

(%o11)
169540440064218273521

13902320084620535442

(%i12) S,numer;

(%o12) 12.19511844298367

9.4 Ïîâòîðíi iíòåãðàëè

Ó Maxima ìîæëèâî çíàéòè ïîâòîðíi iíòåãðàëè ÿêî¨ çàâãîäíî ðîçìiðíîñòi, âèêîðè-
ñòîâóþ÷è âêëàäåííÿ êîìàíäè integrate îäíà â îäíó. Çâiñíî, â ïåðøó ÷åðãó íàñ áóäóòü
öiêàâèòè ïîäâiéíi òà ïîòðiéíi iíòåãðàëè. Ïðèïóñòèìî, íåîáõiäíî çíàéòè iíòåãðàë ïî îáëàñòi
V : ∫∫∫

V

F (x, y, z)dV =

∫ x2

x1

[∫ y2(x)

y1(x)

(∫ z2(x,y)

z1(x,y)

F (x, y, z)dz

)
dy

]
dx.

Íà ìîâi Maxima ðåàëiçàöiÿ òàêîãî iíòåãðàëó íàñòóïíà:
integrate(integrate(integrate(F(x,y,z),z,z1(x,y),z2(x,y)),y,y1(x),y2(x)),x,x1,x2).

Äîñëiäíèêàìè òàêîæ ðîçðîáëåíi äîäàòêîâi ïàêåòè äëÿ îá÷èñëåíü êðèâîëiíiéíèõ òà
ïîâåðõíåâèõ iíòåãðàëiâ ðiçíèõ âèäiâ, çîêðåìà Math214 (äîêëàäíiøå ç öèì ìîæíà îçíàéî-
ìèòèñü íà ñàéòi The Maximalist). Ìîæëèâîñòi öüîãî ïàêåòó äîñèòü øèðîêi: çíàõîäæåííÿ
ïëîù ÷è îá'¹ìiâ ñêëàäíèõ ïîâåðõîíü, êðèâèíè òà äîâæèíè ðiçíîìàíiòíèõ êðèâèõ, îïåðàöi¨
âåêòîðíîãî àíàëiçó ç âèêîðèñòàííÿì òåîðåì Ãàóññà òà Ñòîêñà.

▶ Çíàéòè iíòåãðàë∫∫∫
V

(x2+2y2+3z2)dV , äå V : {−
√
x2 + y2 ≤ z ≤

√
x2 + y2; −x ≤ y ≤ x; 1 ≤ x ≤ 2}.

(%i1) integrate(integrate(integrate(x^2+2*y^2+3*z^2,z,

-sqrt(x^2+y^2),sqrt(x^2+y^2)),

y,-(x),(x)),x,1,2);

Is x positive, negative or zero? pos;

(%o1)
31 ·

(
5 · asinh (1) + 17 ·

√
2
)

10

https://themaximalist.org/2016/04/02/the-math214-package-for-multivariable-calculus/
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9.4.1 Ïëîùà åëiïñà

Ðiâíÿííÿ åëiïñà ìà¹ âèãëÿä
x2

a2
+
y2

b2
= 1. Ïîêëàäåìî a > b òà âèðàçèìî x ÷åðåç y ó

ïåðøîìó êâàäðàíòi: x =
a

b

√
b2 − y2. Òîäi ÷âåðòü ïëîùi åëiïñà ìà¹ âèãëÿä

S

4
=

∫∫
D

dxdy =

∫ b

0

(∫ a
b

√
b2−y2

0

dx

)
dy.

Çàïðîãðàìó¹ìî çàäà÷ó íà ìîâi Maxima, âèêîðèñòàâøè âêëàäåííÿ îäíîãî iíòåãðàëó
â iíøèé äëÿ ðåàëiçàöi¨ ïîâòîðíîãî iíòåãðàëó:

(%i13) s1:solve((x/a)^2+(y/b)^2=1,x);

(%o13) [x = −a ·
√
b2 − y2

b
, x =

a ·
√
b2 − y2

b
]

(%i14) x1:rhs(s1[2]);

(%o14)
a ·
√
b2 − y2

b

(%i15) integrate(integrate(1,x,0,x1),y,0,b);

(%o15)
π · a · b

4
Çâiäñè çàãàëüíà ïëîùà åëiïñà S = πab.

9.4.2 Ìîìåíò iíåðöi¨ åëiïñî¨äà

Íåõàé ìà¹ìî îäíîðiäíèé åëiïñî¨ä îáåðòàííÿ ç ïiâîñÿìè a, b, c:

x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
= 1; −a ≤ x ≤ a; −b ≤ y ≤ b; −c ≤ z ≤ c.

Êîæåí åëåìåíò îá'¹ìó dV = dxdydz ìà¹ ìàñó dm = ρdV . Çàãàëüíà ìàñà îá'¹êòó
m, çàãàëüíèé îá'¹ì V = 4

3
πabc. Îá÷èñëèìî ìîìåíò iíåðöi¨ åëiïñî¨äà âiäíîñíî îñi z, ùî

øóêà¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ

Iz =

∫∫∫
V

(x2 + y2)dm = ρ

∫∫∫
V

(x2 + y2)dxdydz.

Çàïèøåìî ìåæi iíòåãðóâàííÿ, ÿêi çíàõîäÿòüñÿ iç ïðî¹êòóâàííÿ ïîâåðõíi íà âiäïîâiäíi
îñi òà ïëîùèíè: 

−a ≤ x ≤ a;

−b
√

1− (x/a)2 ≤ y ≤ b
√

1− (x/a)2;

−c
√

1− (x/a)2 − (x/b)2 ≤ z ≤ c
√

1− (x/a)2 − (x/b)2.

Òîäi çàäà÷à íà ìîâi Maxima âèãëÿäàòèìå íàñòóïíèì ÷èíîì:

(%i1) F(x,y,z):=x^2+y^2;

(%o1) F (x, y, z) := x2 + y2

(%i2) V:(4/3)*%pi*a*b*c;

(%o2)
4 · π · a · b · c

3
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(%i3) %rho:m/V;

(%o3)
3 ·m

4 · π · a · b · c

(%i4) x1:-a;

(%o4) − a

(%i5) x2:a;

(%o5) a

(%i6) y1(x):=-b*sqrt(1-(x/a)^2);

(%o6) y1 (x) := −b ·
√

1−
(x
a

)2
(%i7) y2(x):=b*sqrt(1-(x/a)^2);

(%o7) y2 (x) := b ·
√

1−
(x
a

)2
(%i8) z1(x,y):=-c*sqrt(1-(x/a)^2-(y/b)^2);

(%o8) z1 (x, y) := −c ·
√

1−
(x
a

)2
−
(y
b

)2
(%i9) z2(x,y):=c*sqrt(1-(x/a)^2-(y/b)^2);

(%o9) z2 (x, y) := c ·
√
1−

(x
a

)2
−
(y
b

)2
(%i10) Iz:%rho*integrate(integrate(integrate

(F(x,y,z),z,z1(x,y),z2(x,y)),y,y1(x),y2(x)),x,x1,x2);

Is a positive, negative or zero? pos;

Is b positive, negative or zero? pos;

Is (x− a)(x+ a) positive, negative or zero? neg;

(%o10)
(8 · π · a5 · b3 + 8 · π · a7 · b) ·m

40 · π · a5 · b

(%i11) rat(Iz);

(%o11)/R/
(b2 + a2) ·m

5

Áà÷èìî, ùî îòðèìàíèé ðåçóëüòàò çáiãà¹òüñÿ iç êëàñè÷íèì, îäåðæàíèì àíàëiòè÷íî
¾íà ïàïåði¿.

9.5 ×èñëîâå iíòåãðóâàííÿ

Çà íàÿâíîñòi ñêëàäíèõ âèïàäêiâ, àáî ïðè iíòåãðóâàííi óçàãàëüíåíèõ ÷è ñïåöiàëü-
íèõ ôóíêöié, Maxima íå ìîæå âiäîáðàçèòè ðåçóëüòàò iíòåãðóâàííÿ ó âèãëÿäi åëåìåí-
òàðíèõ ôóíêöié àáî ÷èñëà. Òîäi äîâîäèòüñÿ iíòåãðóâàòè ÷èñëîâèìè ìåòîäàìè. Maxima

ìiñòèòü äâà îñíîâíèõ ñïîñîáè ÷èñëîâîãî iíòåãðóâàííÿ: êîìàíäè ñiìåéñòâà quadpack òà
ìåòîä romberg.
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quadpack ìà¹ äîâãó òà øàíîâàíó iñòîðiþ, iíòåãðóâàííÿ öèì ìåòîäîì áóëî íàïè-
ñàíå íà ìîâi FORTRAN ùå 1973 ðîêó. Çãîäîì êîä áóâ àäàïòîâàíèé òà âêëþ÷åíèé
äî Maxima. Êîìàíäè öüîãî ñiìåéñòâà: quad_qag, quad_qags, quad_qagi, quad_qawc,

quad_qawf, quad_qawo, quad_qagp. Êîæíà êîìàíäà ñòâîðåíà äëÿ öiëêîì îêðåìîãî âèïàä-
êó ôóíêöié ç ïåâíèìè âëàñòèâîñòÿìè, òîìó âìiëå çàñòîñóâàííÿ ¨õ ïðèíîñèòü ìàêñèìàëüíèé
ðåçóëüòàò.

Ìè ðîçãëÿíåìî äâi êîìàíäè (ç iíøèìè ÷èòà÷ ìîæå îçíàéîìèòèñü ó ÄîâiäöiMaxima):
quad_qags(f(x),x,a,b,[opts]) � ÷èñëîâî øóêà¹ iíòåãðàë f(x) íà îáìåæåíîìó ïðî-

ìiæêó [a, b]. Íåîáîâ'ÿçêîâi êîìàíäè [opts] ðåãóëþþòü âåëè÷èíó âiäíîñíî¨ ïîìèëêè àïðî-
êñèìàöi¨ (çà çàìîâ÷óâàííÿì 10−8), ÷èñëî ïiäiíòåðâàëiâ ðîçáèòòÿ (çà çàìîâ÷óâàííÿì 200).

quad_qagi(f(x),x,a,b,[opts]) � ÷èñëîâî øóêà¹ iíòåãðàë f(x) íà ïðîìiæêó [a, b],
îäíå çi çíà÷åíü ÿêîãî (a ÷è b) ìîæå áóòè íåñêií÷åííiñòü.

▶ ×èñëîâî îá÷èñëèòè iíòåãðàë
∫ 3

0

xe
√
xdx.

(%i1) quad_qags(x*exp(sqrt(x)),x,0,3);

(%o1) [18.6521959729504, 1.474278886087793 · 10−7, 147, 0]

Ó âiäïîâiäi ç'ÿâèâñÿ ñïèñîê ç ÷îòèðüîõ åëåìåíòiâ: âëàñíå ñàìå çíà÷åííÿ iíòåãðàëó, âiäíî-
ñíà ïîõèáêà îá÷èñëåííÿ, ÷èñëî ïðîìiæíèõ iíòåãðàëüíèõ çíà÷åíü, êîä ïîìèëêè (0 îçíà÷à¹
ïðîáëåì â iíòåãðóâàííi íå áóëî).

Öiêàâî ïîðiâíÿòè ðåçóëüòàò ç êîìàíäîþ integrate:

(%i2) integrate(x*exp(sqrt(x)),x,0,3),numer;

(%o2) 18.65219597319475

Ðiçíèöÿ ìiæ äâîìà çíà÷åííÿìè 2.443591995415772 · 10−10.

▶ ×èñëîâî çíàéòè iíòåãðàë
∫ +∞

0

x3e−3x.

(%i3) quad_qagi (x^3*exp(-3*x), x, 0, inf);

(%o3) [0.07407407407407407, 1.419030764062393 · 10−10, 105, 0]

Ïîðiâíÿ¹ìî ç integrate:

(%i4) integrate(x^3*exp(-3*x), x, 0, inf);

(%o4)
2

27

(%i5) 2/27,numer;

(%o5) 0.07407407407407407

ßê áà÷èìî, çíîâó çáiã äâîõ çíà÷åíü äóæå òî÷íèé.
Ùå îäíà êîìàíäà äëÿ ÷èñëîâîãî iíòåãðóâàííÿ, ùî âèêîðèñòîâó¹ ìåòîä Ðîìáåðãà:

romberg(f(x),x,a,b).
Òî÷íiñòü öüîãî ñïîñîáó çàäà¹òüñÿ ãëîáàëüíèìè çìiííèìè rombergabs� àáñîëþòíà ïî-

õèáêà àïðîêñèìàöi¨, òà rombergtol � âiäíîñíà ïîõèáêà àïðîêñèìàöi¨. Êîìàíäà rombergit

çàäà¹ êiëüêiñòü ïîäiëiâ íàâïië ïî÷àòêîâîãî iíòåðâàëó ïiä ÷àñ iíòåãðóâàííÿ, òîáòî ÿêùî
ïðèéíÿòè rombergit:10, êiëüêiñòü ïðîìiæêiâ ñòà¹ 210 = 1024.

▶ Çíàéòè iíòåãðàë çà ìåòîäîì Ðîìáåðãà
∫ 10

3

(
1

(x− 1)2 + 0.01
+

1

(x− 2)3 + 0.001

)
dx.

(%i25) f(x):=1/((x-1)^2+1/100)+1/((x-2)^3+1/1000);

(%o25) f (x) :=
1

(x− 1)2 + 1
100

+
1

(x− 2)3 + 1
1000
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(%i26) rombergtol:1e-6;

(%o26) 1.0 · 10−6

(%i27) rombergit:10;

(%o27) 10

(%i28) int1:romberg(f(x),x,3,10);

(%o28) 0.8804650492843361

(%i31) int2:integrate(f(x),x,3,10),numer;

(%o31) 0.8804650492560029

(%i32) int1-int2;

(%o32) 2.833322465534138 · 10−11

Òî÷íiñòü öüîãî ìåòîäó òåæ äóæå âèñîêà.

9.6 Çàâäàííÿ äî Ðîçäiëó 9

Â ïîäàíèõ iíòåãðàëàõ çäiéñíèòè çàìiíó çìiííî¨, ïiñëÿ ÷îãî îá÷èñëèòè iíòåãðàë
ïî íîâié çìiííié

9.1.

∫
2

x2 − 2x− 5
dx; x− 1 → z

9.2.

∫
xe−

√
xdx;

√
x→ t

9.3.

∫
x2 lnxdx; lnx→ y

9.4.

∫
sin2 x cos2 xdx; sinx→ z

9.5.

∫
ex

x
dx; ex → t

9.6.

∫
x2 sin

√
xdx;

√
x→ y

9.7.

∫
dx

5x3 − 14x2 + 13x− 4
; x− 1 → z

9.8.

∫
dx

x
√
lnx

; 1/x→ t

9.9.

∫ √
xe−x2

dx;
√
x→ y

9.10.

∫
sh2 x ch3 xdx; ch x→ z

Îá÷èñëèòè ïëîùó ìiæ çàäàíèìè êðèâèìè

9.11. f(x) =
2

x
; g(x) =

4

x2
; x ∈ [1, 4]

9.12. f(x) = x5; g(x) = x3;

9.13. f(x) = 4 sinx;
g(x) = 1

20
(x+ 6)(x+ 2)(x− 1)(x+ 5);

9.14. f(x) = x;
g(x) = x+ sin2 x; îäèí öèêë

9.15. f(x) = 5 cosx;
g(x) = x4 − x3 + 2x; x ∈ [−2, 2]

9.16. f(x) = x3 − x− 4; g(x) = x4 − 20;

9.17. f(x) = 3 sin3 x;
g(x) = 8 cos3 x; îäèí öèêë

9.18. x− y − 1 = 0; y2 = 2x+ 1;

9.19. f(x) = e
√
x; g(x) = 5 sinx;

9.20. f(x) = cos
1

x
; g(x) = x;

îñòàííÿ çàìêíåíà ôiãóðà.
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Çíàéòè ÷èñëîâî iíòåãðàëè çà ìåòîäîì quad_pack òà ìåòîäîì romberg, ïîðiâíÿòè
¨õ çíà÷åííÿ

9.21.

∫ 3

0

e−x3

dx;

9.22.

∫ 2

1

sin (x3)dx;

9.23.

∫ 5

2

sinx

x
dx;

9.24.

∫ 1

0

sin(cosx)dx;

9.25.

∫ 4

0

√
1 + sin2 xdx;

9.26.

∫ 5

1

1√
1 + sin2 x

dx;

9.27.

∫ 3

1

sin 3
√
xdx;

9.28.

∫ 10

1

sin(lnx)dx;

9.29.

∫ 7

1

1

x5 − 3x3 + 22
dx;

9.30.

∫ 2

1

x

cosx
dx;
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Êîëèâíi ñèñòåìè

Êîëèâíèé ðóõ äóæå ïîøèðåíèé ó ôiçèöi. Ðiâíÿííÿìè êîëèâàíü îïèñóþòüñÿ ðiçíîìà-
íiòíi ïåðiîäè÷íi ÿâèùà, õâèëüîâi ïðîöåñè, õàîòè÷íi ïðîöåñè, õiìi÷íi ðåàêöi¨ òîùî. Âèâ÷å-
ííÿ âiäïîâiäíèõ ðiâíÿíü òà ¨õ âëàñòèâîñòåé ¹ âàæëèâèì äëÿ áàçîâîãî ðîçóìiííÿ ôiçèêè òà
ñóìiæíèõ íàóê.

10.1 Ìàòåìàòè÷íèé ìàÿòíèê

Ðîçãëÿíåìî ñòàíäàðòíó ìîäåëü ìàòåìàòè÷íîãî

Ðèñ. 10.1:Ìîäåëü ìàòåìàòè÷íîãî ìà-
ÿòíèêà.

ìàÿòíèêà: òî÷êîâèé âàíòàæ ìàñè m ïiäâiøåíèé íà
íåðîçòÿæíié íèòöi äîâæèíè l òà âiäâåäåíèé âiä ïî-
ëîæåííÿ ðiâíîâàãè íà ïî÷àòêîâèé êóò θ0, ïî÷àòêîâà
øâèäêiñòü ðiâíà v0.

Ó êëàñè÷íié ìåõàíiöi îäíèì ç öåíòðàëüíèõ ðiâ-
íÿíü ¹ ðiâíÿííÿ Ëàãðàíæà äðóãîãî ðîäó äëÿ óçà-
ãàëüíåíî¨ êîîðäèíàòè q. Çà öþ êîîðäèíàòó ìè îáå-
ðåìî çìiííèé êóò θ ìiæ íèòêîþ òà ïîëîæåííÿì ðiâ-
íîâàãè, íåçàëåæíîþ çìiííîþ ¹ ÷àñ t.

Çàïðîâàäèìî ôóíêöiþ Ëàãðàíæà

L = T − U,

äå T =
mv2

2
=

m

2
(v0 + lq̇)2 � êiíåòè÷íà åíåðãiÿ,

U = mgh = mg(l − l cos q) = mgl(1 − cos q) � ïîòåíöiàëüíà åíåðãiÿ òî÷êè. Òåïåð ìîæåìî
çàïèñàòè ðiâíÿííÿ Ëàãðàíæà, ÿêå áóäå îïèñóâàòè çìiíó óçàãàëüíåíî¨ êîîðäèíàòè âiä ÷àñó:

∂L

∂q
− d

dt

∂L

∂q̇
= 0.

Çàïèøåìî öi âñòóïíi äàíi íà ìîâi Maxima.
Çàäà¹ìî çàëåæíiñòü óçàãàëüíåíî¨ êîîðäèíàòè âiä ÷àñó:

(%i1) depends(q,t);

(%o1) [q (t)]

Êiíåòè÷íà åíåðãiÿ, ó çàäàííi ÿêî¨ âèêîðèñòîâó¹ìî âiäêëàäåíó ïîõiäíó 'diff:

(%i2) T:(m/2)*(v0+l*'diff(q,t))^2;

(%o2)
m ·
(
v0 + l ·

(
d
d t

· q
))2

2

137
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Ïîòåíöiàëüíà åíåðãiÿ:

(%i3) U:m*g*l*(1-cos(q));

(%o3) g · l ·m · (1− cos (q))

Êîìïîíó¹ìî ëàãðàíæiàí ñèñòåìè:

(%i4) Lagr:T-U;

(%o4)
m ·
(
v0 + l ·

(
d
d t

· q
))2

2
− g · l ·m · (1− cos (q))

Çàïèñó¹ìî ðiâíÿííÿ Ëàãðàíæà ó çàãàëüíîìó âèãëÿäi, íå îá÷èñëþþ÷è ïîêè ïîõiäíèõ:

(%i5) Deqn1:'diff(Lagr,q)-'diff(('diff(Lagr,'diff(q,t))),t)=0;

(%o5)
d

d q
·

(
m ·
(
v0 + l ·

(
d
d t

· q
))2

2
− g · l ·m · (1− cos (q))

)

− d2

d
(

d
d t

· q
)
· d t

·

(
m ·
(
v0 + l ·

(
d
d t

· q
))2

2
− g · l ·m · (1− cos (q))

)
= 0

Òåïåð îòðèìó¹ìî ðiâíÿííÿ ðóõó, çàäàâøè êîìàíäó nouns ïðîâåñòè âñi îá÷èñëåííÿ ó
ÿâíîìó âèãëÿäi:

(%i6) Deqn2:ev(Deqn1,nouns);

(%o6) − l2 ·m ·
(
d2

d t2
· q
)
− g · l ·m · sin (q) = 0

Çâîäèìî ðiâíÿííÿ äî ñïðîùåíîãî âèãëÿäó, ñêîðîòèâøè éîãî íà âåëè÷èíó −ml2:

(%i7) Deqn3:ratsimp(Deqn2/(-m*l^2));

(%o7)
l ·
(

d2

d t2
· q
)
+ g · sin (q)

l
= 0

Çðîáèâøè çàìiíó
g

l
= ω2, ïðèâîäèìî ðiâíÿííÿ ðóõó äî çâè÷íîãî ó ôiçèöi âèãëÿäó:

(%i8) Deqn4:ratsubst(%omega^2,g/l,Deqn3);

(%o8)
d2

d t2
· q + ω2 · sin (q) = 0

Îòðèìàíå ðiâíÿííÿ ¹ ÇÄÐ äðóãîãî ïîðÿäêó, íåëiíiéíèì òà îäíîðiäíèì. Ïî÷àòêîâi
óìîâè éîãî: q|t=0 = q0, q̇|t=0 = v0/l. Ñïðîáó¹ìî íàïðÿìó ðîçâ'ÿçàòè éîãî ñòàíäàðòíîþ
êîìàíäîþ ode2.

(%i9) ode2(Deqn4,q,t);

(%o9) [−

∫
1√

cos(q)−%k1
dq

√
2 · ω

= t+%k2 ,

∫
1√

cos(q)−%k1
dq

√
2 · ω

= t+%k2 ]

ßê áà÷èìî, ñèñòåìà íå çìîãëà ðîçâ'ÿçàòè ðiâíÿííÿ ðóõó, îñêiëüêè äëÿ öüîãî íåîáõiäíî

çíàéòè iíòåãðàë âèäó
∫

1√
cos q −%k1

dq. Çà ôîðìóëîþ ïîäâiéíîãî êóòà cos 2α = 1−2 sin2 α

âií çâîäèòüñÿ äî åëiïòè÷íîãî iíòåãðàëó ïåðøîãî ðîäó (ÿêèé íå âèðàæà¹òüñÿ â åëåìåíòàð-
íèõ ôóíêöiÿõ), òîìó òàêà îáñòàâèíà íå ïîâèííà äèâóâàòè.

Ðîçâ'ÿæåìî öå ðiâíÿííÿ ÷èñëîâî. Äëÿ öüîãî âèêîðèñòà¹ìî ìåòîä Ðóíãå-Êóòòè ç êî-
ìàíäîþ rk, àáî éîãî âäîñêîíàëåíèé âàðiàíò rkf45.
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Çàäàìî çíà÷åííÿ ïàðàìåòðiâ:

(%i10) g:9.81; l:1; %omega:sqrt(g/l);

(%o10) 9.81

(%o11) 1

(%o12) 3.132091952673165

Ïåðø íiæ âèêîðèñòàòè ïàêåò rkf45, çàóâàæèìî, ùî âií ìîæå çàñòîñîâóâàòèñü ëèøå
ó âèïàäêó ÇÄÐ ïåðøîãî ïîðÿäêó, òîäi ÿê ó íàñ äðóãèé. Âèõiä iç òàêîãî óñêëàäíåííÿ íàñòó-
ïíèé: ïåðåòâîðèìî ðiâíÿííÿ äðóãîãî ïîðÿäêó ó ñèñòåìó äâîõ ïîâ'ÿçàíèõ ðiâíÿíü ïåðøîãî
ïîðÿäêó çàïðîâàäæåííÿì ïðîìiæíî¨ ôóíêöi¨ (êóòîâî¨ øâèäêîñòi q̇ = ε):

dq

dt
= ε;

dε

dt
= −ω2 sin q.

Ïðèéìåìî çà ïî÷àòêîâi òî÷êè, ç ÿêèìè áóäå iíòåãðóâàòèñü ðiâíÿííÿ, q = π/6, ε = 1.

(%i13) load(rkf45);

(%i14) sol45:rkf45([%epsilon,-%omega^2*sin(q)],

[q,%epsilon],[%pi/6,1],[t,0,10]);

(%o14) list

Ðèñ. 10.2: Ãðàôiêè çàëåæíîñòåé q(t) òà ε(t) òà ôàçîâà äiàãðàìà (q, ε) äëÿ ïî÷àòêîâîãî êóòà
q0 = π/6, ïî÷àòêîâî¨ øâèäêîñòi v0 = 1.

Îòðèìàëè ñïèñîê, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç âåëèêî¨ êiëüêîñòi òðiéîê åëåìåíòiâ: íåçàëåæíà
çìiííà t, äâi çàëåæíi çìiííi q òà ε. Âèäiëèìî îêðåìî êîæíó ç öèõ âåëè÷èí, ñôîðìóâàâøè
òðè îêðåìi ñïèñêè t_list, q_list, %epsilon_list.

(%i15) t_list:makelist(sol45[k][1],k,1,length(sol45))$

q_list:makelist(sol45[k][2],k,1,length(sol45))$

%epsilon_list:makelist(sol45[k][3],k,1,length(sol45))$

Òåïåð çîáðàçèìî ãðàôiêè çàëåæíîñòi q(t), ε(t) òà ãðàôiê ôàçîâî¨ äiàãðàìè ðóõó ñè-
ñòåìè ó ïðîñòîði (q, ε) (Ðèñ.10.2).
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(%i16) plot2d([[discrete,t_list,q_list],

[discrete,t_list,%epsilon_list]],

[legend,"q(t)","%epsilon(t)"]);

(%i17) plot2d([[discrete,q_list,%epsilon_list]],[legend,false]);

Ðîçãëÿíåìî îòðèìàíi ðåçóëüòàòè. Âèäíî, ùî ãðàôiêè äëÿ q òà q̇ = ε çíàõîäÿòüñÿ ÷iòêî
ó ïðîòèôàçi: ìàêñèìóìè òà ìiíiìóìè îäíi¹¨ ôóíêöi¨ ïðèïàäàþòü íà íóëi iíøî¨. Öå óçãîäæó-
¹òüñÿ ç ìåõàíiêîþ êîëèâàëüíîãî ïðîöåñó: ïðè ìàêñèìàëüíîìó âiäõèëåííi êóòà øâèäêiñòü
êóëüêè (ÿê êóòîâà, òàê i ëiíiéíà) áóäå ðiâíà íóëþ, ïðè íóëüîâîìó âiäõèëåííi øâèäêiñòü
ðóõó áóäå ìàêñèìàëüíîþ.

Ïðè ïîãëÿäi íà ñòâîðåíi çîáðàæåííÿ ìîæíà iíòåðïðåòóâàòè ¨õ ÿê äâi ñèíóñî¨äíi ëiíi¨
òà åëiïñ (íå êîëî ÷åðåç ðiçíèé ìàñøòàá íà îñÿõ). Öå ïîìèëêîâå âðàæåííÿ, õî÷ i äóæå
áëèçüêå äî iñòèíè. Äîñëiäèìî ïðè÷èíè òàêîãî ñïiâïàäiííÿ. ßê ìè áà÷èëè ðàíiøå, ïðè

ïðÿìîìó ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ ðóõó âèíèêëè iíòåãðàëè âèäó
∫

1√
cos q −%k1

dq. Çäiéñíèìî

ðîçêëàä ôóíêöi¨ cos q â ðÿä ïîáëèçó òî÷êè ðiâíîâàãè q = 0.

(%i18) taylor(cos(q),q,0,4);

(%o18)/T/1− q2

2
+
q4

24
+ ...

Âèáåðåìî äëÿ íàáëèæåííÿ ïåðøi äâà ÷ëåíè ðîçêëàäó cos q = 1− q2/2 òà ïiäñòàâèìî
â öåé iíòåãðàë.

(%i19) integrate(1/sqrt(1-q^2-%k1),q);

Is %k1-1 positive or negative?neg;

(%o19) asin

(
q√

1−%k1

)
Çâiäñè áà÷èìî, ùî ñïðàâäi çàëåæíiñòü q(t) ¹ ñèíóñî¨äíîþ, à âçÿâøè ïîõiäíó ïî t,

çàëåæíiñòü ε(t) âèÿâëÿ¹òüñÿ êîñèíóñî¨äíîþ, âiäïîâiäíî ôàçîâà äiàãðàìà ó ïàðàìåòðè÷íîìó
ïðåäñòàâëåííi ñòà¹ åëiïñîì. Ñïðàâåäëèâiñòü òàêèõ âèñíîâêiâ áóäå çàëåæàòè âiä âåëè÷èíè
îáðàíîãî ïî÷àòêîâîãî êóòà, âií ìà¹ áóòè ÿêîìîãà áëèæ÷èé äî íóëÿ. Ïðèéíÿòî ââàæàòè,
ùî êóòà q0 ìåíøîãî çà 45◦ = π/4 äîñòàòíüî äëÿ òîãî, ùîá ðîçãëÿäàòè êîëèâàííÿ ÿê
ãàðìîíi÷íi.

Ðèñ. 10.3: Ãðàôiêè q(t), ε(t) òà ôàçîâà äiàãðàìè äëÿ ïî÷àòêîâîãî êóòà q0 = π/1.05.
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Ïîêëàäåìî äëÿ ïðèêëàäó äóæå âåëèêèé êóò âiäõèëåííÿ, áëèçüêèé äî π, (çîêðåìà
q = π/1.05) òà çàäàìî éîãî ó ÷èñëîâèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ êîëèâàíü. Òîäi ñèñòåìà âèäàñòü
ãðàôiêè, çîáðàæåíi íà Ðèñ.10.3.

ßê âèäíî, òàêi êîëèâàííÿ âæå çîâñiì íå ñõîæi íà ãàðìîíi÷íi. Ôàçîâà äiàãðàìà ñõîæà
øâèäøå íà äâi ç'¹äíàíi ïàðàáîëè, íiæ íà åëiïñ.

Äîñi ìè íå çàòîðêàëè âïëèâ ïî÷àòêîâî¨ øâèäêîñòi íà ðóõ ñèñòåìè, ïîêëàäàþ÷è ¨¨
ðiâíîþ îäèíèöi. Çìiíà öüîãî ôàêòîðó â ïåâíèõ ìåæàõ íå äóæå ñèëüíî âïëèâà¹ íà âèãëÿä
iíòåãðàëüíèõ êðèâèõ, àæ ïîêè âií íå äîñÿãíå ïåâíîãî êðèòè÷íîãî çíà÷åííÿ. ßêùî êiíå-
òè÷íà åíåðãiÿ ïåðåâàæèòü ïîòåíöiàëüíó åíðãiþ ó íàéáiëüø âèñîêié òî÷öi (òîáòî íà âèñîòi
h = 2l), êóëüêà çðîáèòü ïîâíèé îáåðò òà áóäå îáåðòàòèñü çàâæäè, êîëèâàëüíèé ïðîöåñ
çíèêíå. Ðîçðàõó¹ìî öþ ìàêñèìàëüíó øâèäêiñòü.

(%i20) vmax:sqrt(2*g*2*l);

(%o20) 6.26418390534633

Äëÿ äîâæèíè ïiäâiñó l = 1 ÷èñëîâi çíà÷åííÿ øâèäêîñòåé v òà ε áóäóòü çáiãàòèñÿ.
Ïiäñòàâèâøè çíà÷åííÿ ε = 6.5 ó âèðàç äëÿ sol45, îòðèìà¹ìî êàðòèíó íà Ðèñ.10.4. Áà÷è-
ìî, ùî êóò q(t) çáiëüøó¹òüñÿ äî íåñêií÷åííîñòi, øâèäêiñòü ε(t) çìiíþ¹òüñÿ õâèëåïîäiáíî.
Ôàçîâà äiàãðàìà (q, ε) âæå íå ¹ çàìêíåíîþ.

Ðèñ. 10.4: Ãðàôiêè q(t), ε(t) òà ôàçîâà äiàãðàìà äëÿ øâèäêîñòi êóëüêè v0 = 6.5 ì/ñ.

×èñòi ãàðìîíi÷íi êîëèâàííÿ âèíèêàþòü, ÿêùî ó áàçîâîìó ðiâíÿííi ðóõó Deqn4 çðî-
áèòè ðîçêëàä ñèíóñà ïîáëèçó òî÷êè ðiâíîâàãè òà âçÿòè ïåðøèé çíà÷óùèé ÷ëåí.

(%i21) taylor(sin(q),q,0,3);

(%o21)/T/q − q3

6
+ ...

Òîäi ðiâíÿííÿ ïðåòâîðþ¹òüñÿ íà íàñòóïíå:

(%i22) Deqn5:'diff(q,t,2)+%omega^2*q=0;

(%o22)
d2

d t2
· q + ω2 · q = 0

Ðîçâ'ÿæåìî éîãî iç âêàçàíèìè âèùå ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè (q|t=0 = q0, q̇|t=0 = v0/l):

(%i23) Sol5:ode2(Deqn5,q,t);

Isω zero or nonzero?nonzero;

(%o23) q = %k1 · ei·ω·t +%k2 · e−i·ω·t
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(%i24) ic2(Sol5,t=0,q=q0,'diff(q,t)=v0/l);

(%o24) q = −i · e
i·ω·t · (v0 + i · ω · l · q0 )

2 · ω · l
− i · e−i·ω·t · (i · ω · l · q0 − v0 )

2 · ω · l
Ñèñòåìà âèäàëà ðîçâ'ÿçîê ó êîìïëåêñíié ôîðìi, òîìó ïåðåâîäèìî ¨¨ ó àëãåáðè÷íó,

âiäðàçó çàäàâøè ñïðîùåííÿ òðèãîíîìåòðè÷íèõ ôóíêöié:

(%i25) trigsimp(rectform(%));

(%o25) q =
sin (ω · t) · v0 + ω · l · q0 · cos (ω · t)

ω · l
Ðîçäiëèâøè âåñü âèðàç íà ωl, îòðèìó¹ìî:

(%i26) partfrac(%,%omega);

(%o26) q =
sin (ω · t) · v0

ω · l
+ q0 · cos (ω · t)

Öå i ¹ ïîâíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ ðóõó ó âèïàäêó íàáëèæåííÿ äî êîëèâàíü íà ìàëi
êóòè. Çàëåæíiñòü êóòà òà êóòîâî¨ øâèäêîñòi âiä ÷àñó ¹ ñèíóñî¨äíîþ, âiäïîâiäíî ôàçîâà
äiàãðàìà ðóõó áóäå ñïðàâæíiì åëiïñîì (Ðèñ.10.5).

Ðèñ. 10.5: Ãðàôiêè q(t), ε(t) òà ôàçîâà äiàãðàìà äëÿ ãàðìîíi÷íèõ êîëèâàíü.

(%i27) v0:1;

(%o27) 1

(%i28) q0:%pi/6;

(%o28)
π

6

(%i29) q(t):=(v0/(%omega*l))*sin(%omega*t)+q0*cos(%omega*t);

(%o29) q (t) :=
v0 · sin (ω · t)

ω · l
+ q0 · cos (ω · t)

(%i30) %epsilon(t):=l*diff(q(t),t);

(%o30) ε (t) := l · diff (q (t) , t)

(%i31) plot2d([q(t),%epsilon(t)],[t,0,10],[legend,"q(t)","%epsilon(t)"]);
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(%i32) plot2d([parametric,q(t),%epsilon(t),[t,0,10]],[legend,false]);

ßê âèäíî, öi ãðàôiêè ïîâíiñòþ àíàëîãi÷íi äî òèõ, ÿêi áóëè îòðèìàíi ÷èñëîâî ç iíòå-
ãðóâàííÿ ïî÷àòêîâîãî ðiâíÿííÿ ðóõó ïðè q0 = π/6, v0 = 1, i öå ïiäòâåðäæó¹ òi ìiðêóâàííÿ,
ùî ïðè ìàëèõ êîëèâàííÿõ ðóõ ñèñòåìè ìîæíà öiëêîì ñïðàâåäëèâî ðîçãëÿäàòè ÿê ãàðìî-
íi÷íèé.

Çàóâàæèìî, ùî òî÷íî òàêå æ ðiâíÿííÿ âèíèêà¹ ïðè ðîçãëÿäi êîëèâàíü âàíòàæêà íà
ïðóæèíi, i îáìåæåííÿ, ÿêi íàêëàäàþòüñÿ ïðè éîãî âèâåäåííi, ìàþòü àíàëîãi÷íèé õàðàêòåð.
Çàêîí Ãóêà ïðîïîðöiéíîñòi ñèëè ïðóæíîñòi äî âèäîâæåííÿ F = −k∆x ñïðàâåäëèâèé ëèøå
ïðè íåâåëèêèõ çìiùåííÿõ ∆x, ÿêùî æ ïðóæèíó âèäîâæèòè çàíàäòî ñèëüíî, çíà÷íó ðîëü
ïî÷íóòü âiäiãðàâàòè åôåêòè íåïðóæíî¨ äåôîðìàöi¨.

Ðîçãëÿíåìî ïèòàííÿ ïðî ïåðiä êîëèâàíü íàøî¨ ñèñòåìè. Âiäîìà ¾øêiëüíà¿ ôîðìó-
ëà äà¹ äëÿ ïåðiîäó âèðàç T = 2π/ω = 2π

√
l/g, îäíàê öå ñïðàâåäëèâî ëèøå äëÿ ÷èñòèõ

ãàðìîíi÷íèõ êîëèâàíü. Çâåðíåìîñü äî ðîçâ'ÿçêó ïî÷àòêîâîãî ðiâíÿííÿ ðóõó:

− 1√
2ω

∫
1√

cos q −%k1
dq = t+%k2 .

Òóò ïðèñóòíi äâi ñòàëi iíòåãðóâàííÿ, ÿê i ãîäèòüñÿ ó ðîçâ'ÿçêó ÇÄÐ äðóãîãî ïîðÿä-
êó. Ïîêëàäåìî v0 = 0, òîäi âèêîðèñòàâøè ïî÷àòêîâó óìîâó q(0) = q0 òà ïðîâiâøè ïåâíi
åëåìåíòàðíi ìàíiïóëÿöi¨ (äîêëàäíiøå äèâ. [4]), ìîæíà ÷åðåç ïîëîâèííèé êóò çâåñòè öåé
iíòåãðàë äî âèãëÿäó

t = − 1√
2ω

∫ q

q0

dq√
cos q − cos q0

= − 1

2ω

∫ q

q0

dq√
sin2 q0

2
− sin2 q

2

=

=
1

2ω

∫ q0

q

dq

sin q0
2

√
1−

sin2 q
2

sin2 q0
2

.

Çäiéñíèâøè çàìiíó sinx =
sin q

2

sin q0
2

, òà ïîçíà÷èâøè k = sin2 q0
2
, öåé iíòåãðàë çâîäèòüñÿ äî

ïîâíîãî åëiïòè÷íîãî iíòåãðàëó ïåðøîãî ðîäó
∫ π/2

0

dx√
1− k sin2 x

= K(k). Ðîçãëÿíåìî êî-

ëèâàííÿ âiä ïî÷àòêîâîãî âiäõèëåííÿ q = q0 äî ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè q = 0. Çà öåé ÷àñ
êóëüêà çðîáèòü 1/4 êîëèâàííÿ âiä çàâåðøåíîãî ïåðiîäó, òîìó:

T

4
=

1

ω

∫ π/2

0

dx√
1− sin2 q0

2
sin2 x

.

Ó ñèñòåìi Maxima ¹ âáóäîâàíà ôóíêöiÿ äëÿ ïîâíîãî åëiïòè÷íîãî iíòåãðàëó

elliptic_kc(k) =

∫ π/2

0

dx√
1− k sin2 x

.

Öå äà¹ íàì çìîãó çàïèñàòè êiíöåâó ôîðìóëó äëÿ ïåðiîäó

T =
4

ω
· elliptic_kc(sin2 q0

2
).

Çàäàìî öþ çàëåæíiñòü ó Maxima:

(%i33) T(q0):=(4/%omega)*elliptic_kc(sin(q0/2)^2);

(%o33) T (q0 ) :=
4 · elliptic_kc

(
sin
(
q0
2

)2)
ω
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Çíàéäåìî ñïðàâæíié ïåðiîä êîëèâàíü äëÿ êóòà q0 = π/6:

(%i34) T(%pi/6),numer;

(%o34) 2.04098988951913

Òåïåð çíàéäåìî ïåðiîä êîëèâàíü ó ãàðìîíi÷íîìó íàáëèæåííi:

(%i35) T_harm:2*%pi/%omega,numer;

(%o35) 2.006066680710647

(%i36) T(%pi/6)-T_harm,numer;

(%o36) 0.03492320880848343

ßê áà÷èìî, ðiçíèöÿ çíà÷åíü ñòàíîâèòü 0.035 ñ ïðè ïåðiîäi 2 ñ, òàêå âiäõèëåííÿ åêñïå-
ðèìåíòàëüíî ìîæíà çíàéòè ëèøå ïðè äóæå òî÷íèõ âèìiðþâàííÿõ. ßêùî æ çàäàòè âåëèêèé
ïî÷àòêîâèé êóò q0 = π/1.05, çíà÷åííÿ ïåðiîäó áóäå ñóòò¹âî áiëüøèì çà ãàðìîíi÷íå:

(%i37) T(%pi/1.05),numer;

(%o37) 5.08840732181855

Äëÿ âèâ÷åííÿ ãðàôiêiâ êîëèâàíü òà ôàçîâèõ äiàãðàì çâåðíåìîñÿ ùå äî iíñòðóìåíòó
plotdf, ÿêèé âáóäîâàíèé ó Maxima. Çíàéäåìî ïîëÿ íàïðÿìêiâ òà iíòåãðàëüíi êðèâi äëÿ
áàçîâîãî ðiâíÿííÿ ðóõó. Òàê ñàìî ÿê ó âèïàäêó ÷èñëîâîãî iíòåãðóâàííÿ êîìàíäîþ rkf45,
ìè ïîâèííi ïðåäñòàâèòè éîãî ó âèãëÿäi ñèñòåìè äâîõ ïîâ'ÿçàíèõ ðiâíÿíü äëÿ q òà ε, ïî-
÷àòêîâi çíà÷åííÿ îáåðåìî q0 = π/6 ≈ 0.5, ε0 = 4. Ïîâçóíêîì çàäàìî çìiíó ïàðàìåòðà
äîâæèíè ïiäâiñó l = 1 . . . 5, òîäi ïðè ñòàëié ïî÷àòêîâié øâèäêîñòi áóäå ïåâíà êðèòè÷íà
äîâæèíà, ïðè ÿêié ìàÿòíèê ïî÷íå îáåðòàòèñü.

(%i38) load(plotdf)$

(%i39) plotdf([%epsilon,-(9.81/l)*sin(q)],[q,%epsilon],

[trajectory_at,0.5,4],[parameters,"l=3"],

[tstep,0.05],[nsteps,300],[sliders,"l=1:5"])$

Ïiñëÿ âèêîíàííÿ êîìàíäè âèíèêà¹ âiêíî (q; ε) ç íàïðÿìêàìè ðîçâ'ÿçêiâ äèôåðåíöi-
àëüíîãî ðiâíÿííÿ òà ÷åðâîíèì âèäiëåíà òðà¹êòîðiÿ iíòåãðàëüíî¨ êðèâî¨ äëÿ çàäàíèõ ïî-
÷àòêîâèõ óìîâ. Êëàöàþ÷è ëiâîþ êíîïêîþ ìèøi âñåðåäèíi äàíî¨ äiàãðàìè íà ÿêóñü òî÷êó,
àâòîìàòè÷íî âiäáóâà¹òüñÿ iíøå çàäàííÿ q0, ε0 òà áóäó¹òüñÿ ùå îäíà iíòåãðàëüíà êðèâà.
Ïåðåñóâàííÿ ïîâçóíêà çíèçó çìiíþ¹ ïàðàìåòð l, ïðè éîãî ðóñi âèãëÿä çàäàíî¨ iíòåãðàëüíî¨
êðèâî¨ çìiíþ¹òüñÿ, ÿê ïîêàçàíî íà Ðèñ.10.6. Çâåðõó ñïðàâà ìiñòèòüñÿ çíà÷îê ç êðèâèìè,
ïðè éîãî íàòèñíåííi âèíèêà¹ ùå îäíå âiêíî ç çàëåæíîñòÿìè q(t), ε(t).

Âèäíî, ùî îòðèìàíi ãðàôiêè ïîâíiñòþ àíàëîãi÷íi òèì, ÿêi îòðèìàíi íàìè ðàíiøå çà
äîïîìîãîþ ïðÿìîãî ÷èñëîâîãî iíòåãðóâàííÿ, i öå ïiäòâåðäæó¹ òå, ùî iíñòðóìåíò plotdf

¹ äóæå ïîòóæíèì òà iíôîðìàòèâíèì. Ìîæå âèíèêíóòè ïèòàííÿ, ÷îìó æ îäðàçó áóëî íå
çàäàòè öþ êîìàíäó òà îòðèìàòè çà ñåêóíäó òi ðåçóëüòàòè, ÿêi âèâîäèëèñü íàìè äîâãèì
òà ñêëàäíèì øëÿõîì. Âiäïîâiääþ ¹ òà îáñòàâèíà, ùî öi ãðàôiêè ìîæå ¾÷èòàòè¿ ëèøå
ïiäãîòîâëåíà îñîáà, ÿêà ïðîéøëà òà îñÿãíóëà âñþ îïèñàíó âèùå òåîðiþ.
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Ðèñ. 10.6: Ôàçîâi äiàãðàìè òà ãðàôiêè ðóõó äëÿ q òà ε ïðè ðiçíèõ çíà÷åíÿõ ïàðàìåòðà l.



Ðîçäië 10. Êîëèâíi ñèñòåìè 146

Ðîçãëÿíåìî àíiìàöiþ âiëüíèõ ãàðìîíi÷íèõ êîëèâàíü. Êîä êîìàíäè äëÿ çîáðàæåííÿ
àíiìàöi¨ ïîäàíèé íèæ÷å, iç íåîáõiäíèìè êîìåíòàðÿìè. Çàóâàæèìî ëèøå, ùî ó çàäàííi
êîîðäèíàò òî÷êè x = l cos q, y = l sin q íåîáõiäíî äî êóòà çìiùåííÿ q äîäàòè −π/2, ùîá
êîëèâàííÿ âiäáóâàëèñü ó çâè÷íié äëÿ íàñ îði¹íòàöi¨.

(%i40) /* Çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê */

q(t):=(sin(%omega*t)*v0)/(%omega*l)+q0*cos(%omega*t)$

/* Ïî÷àòêîâi óìîâè */

%omega:1$ v0:0$ q0:%pi/6$ l:1$

/* Ðîçáèòòÿ ïðîìiæêó êîëèâàííÿ íà 40 ÷àñòèí */

lst:makelist((7*%pi/6+i*%pi/60),i,0,40)$

with_slider_draw(

/* Ç'¹äíàííÿ ïðÿìîãî òà îáåðíåíîãî ñïèñêó */

k,append(lst,reverse(lst)),

/* Áåç ïîçíà÷îê íà îñÿõ, êiëüêiñòü òî÷îê ðîçðàõóíêó 100 */

ytics=false,xtics=false,nticks=100,

/* Çàäàííÿ çîáðàæåííÿ òðà¹êòîði¨ */

proportional_axes = xy,line_width = 3,line_type = dashes,

parametric(l*cos(t),l*sin(t),t,7*%pi/6,11*%pi/6),

/* Çàäàííÿ âåðõíüî¨ íåðóõîìî¨ òî÷êè */

color=grey,point_type=5,point_size=6,

points([[0,0]]),

/* Çàäàííÿ òî÷êè êîëèâàííÿ */

color=navy,point_type=filled_circle,point_size=6,

points([l*cos(-%pi/2+q(k))],[l*sin(-%pi/2+q(k))]),

/* Çàäàííÿ êîëèâàííÿ ïiäâiñó */

line_type=solid,head_length=0.01,color=black,head_angle=1,

vector([0,0],[l*cos(-%pi/2+q(k)),l*sin(-%pi/2+q(k))]))$

Ðèñ. 10.7: Êàäð àíiìàöi¨ ìàòåìàòè÷íîãî ìàÿòíèêà.

10.2 Ìàÿòíèê iç çãàñàííÿì

Ïðè ðóñi ìàÿòíèêà ó â'ÿçêîìó ñåðåäîâèùi ç'ÿâëÿ¹òüñÿ äîäàòêîâà ñèëà, ùî äi¹ â ïðî-
òèëåæíîìó äî ðóõó íàïðÿìêó. Â øèðîêîìó êîëi ÿâèù öÿ ñèëà áóäå ïðîïîðöiéíà äî øâèä-
êîñòi îá'¹êòà òà îáóìîâëþ¹ ïîÿâó äîäàíêà â ðiâíÿííi ðóõó bv = blq̇ (ó âèïàäêó ïðóæèííîãî
ìàÿòíèêà bkẋ). Çàïèøåìî ðiâíÿííÿ ðóõó ó âèãëÿäi

m
d2

dt2
(lq) + b

d

dt
(lq) +mgq = 0,
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äå êîæåí äîäàíîê ìà¹ ðîçìiðíiñòü ñèëè, òîäi äðóãèé êîìïîíåíò ÿêðàç âðàõîâó¹ ñèëó òåðòÿ.
Ðîçäiëèâøè íà ml, ìà¹ìî

q̈ +
b

m
q̇ +

g

l
q = 0.

Çäiéñíèìî ñòàíäàðòíó çàìiíó ω2 = g/l, òîäi ïðèéäåìî äî êiíöåâîãî ðiâíÿííÿ

d2q

dt2
+

b

m

dq

dt
+ ω2q = 0.

Éîãî ìîæíà ðîçâ'ÿçàòè àíàëiòè÷íî. Çàäàííÿ ïðÿìîãî ðîçâ'ÿçêó ó Maxima äà¹ íàì:

(%i1) Deqn6:'diff(q,t,2)+(b/m)*'diff(q,t)+%omega^2*sin(q)=0;

(%o1)
d2

d t2
· q +

b ·
(

d
d t

· q
)

m
+ ω2 · q = 0

(%i2) ode2(Deqn6,q,t);

Is (2 · ω ·m− b) · (2 · ω ·m+ b) positive, negative or zero?pos;

(%o2) q = e−
b·t
2·m ·

%k1 · sin


√
4 · ω2 − b2

m2 · t
2

+%k2 · cos


√

4 · ω2 − b2

m2 · t
2


(%i3) ode2(Deqn6,q,t);

Is (2 · ω ·m− b) · (2 · ω ·m+ b) positive, negative or zero?zero;

(%o3) q = (%k2 · t+%k1 ) · e−
b·t
2·m

(%i4) ode2(Deqn6,q,t);

Is (2 · ω ·m− b) · (2 · ω ·m+ b) positive, negative or zero?neg;

(%o4) q = %k1 · e

(√
b2

m2 −4·ω2− b
m

)
·t

2 +%k2 · e

(
− b

m−
√

b2

m2 −4·ω2

)
·t

2

Ãðàôiê ïåðøîãî ðîçâ'ÿçêó çîáðàæå-

Ðèñ. 10.8: Êîëèâàííÿ ìàÿòíèêà iç çãàñàííÿì.

íèé íà Ðèñ.10.8, çà m = 1, ω = 1, b = 0.2.
Ïðè ïîãëÿäi íà îòðèìàíi ðîçâ'ÿçêè ìîæíà
áà÷èòè, ùî ¨õíié âèãëÿä çàëåæèòü âiä êîì-
áiíàöi¨ 4m2ω2 − b2, i ïîêëàäàþ÷è ¨¨ áiëü-
øîþ íóëÿ, íóëþ òà ìåíøîþ íóëÿ, âèðàçè
äëÿ q(t) áóäóòü ùîðàçó iíøèìè. Äëÿ ïî-
ëåãøåííÿ ñïðèéìàííÿ ðîçâ'ÿçêiâ çäiéñíè-
ìî äåÿêi ïåðåòâîðåííÿ âèõiäíîãî ðiâíÿííÿ,
à ñàìå ïåðåéäåìî äî íîâî¨ çìiííî¨ � áåçðîç-
ìiðíîãî ÷àñó τ = ωt. Òîäi, ðîçäiëèâøè âñå
ðiâíÿííÿ íà ω2, îòðèìà¹ìî

d2q

d(ωt)2
+

b

mω

dq

d(ωt)
+ q = 0,

çâiäñè, ïîçíà÷èâøè b/(mω) = 2γ, ìîæíà çàïèñàòè áåçðîçìiðíå ðiâíÿííÿ

d2q

dτ 2
+ 2γ

dq

dτ
+ q = 0.



Ðîçäië 10. Êîëèâíi ñèñòåìè 148

Ðèñ. 10.9: Ãðàôiêè ïðÿìèõ ðîçâ'ÿçêiâ äëÿ çãàñàþ÷èõ êîëèâàíü.

Óìîâà äëÿ 4m2ω2 − b2 ïåðåõîäèòü â óìîâó γ < 1, γ = 1, γ > 1. Ïîêëàäåìî äëÿ
ïðèêëàäó γ = 0.5; 1; 1.5, ïî÷àòêîâi óìîâè q = π/6, q̇ = 1. Çíàéäåìî ïðÿìi ðîçâ'ÿçêè äëÿ
áåçðîçìiðíîãî ðiâíÿííÿ ðóõó òà ïîáóäó¹ìî ¨õ ãðàôiêè (Ðèñ.10.9).

(%i5) Deqn6a:'diff(q,%tau,2)+2*%gamma*'diff(q,%tau)+q=0;

(%o5)
d2

d τ 2
· q + 2 · γ ·

(
d

d τ
· q
)
+ q = 0

(%i6) for i thru 3 do

q[i]:rhs(ic2(ode2(subst(%gamma=i/2,Deqn6a),q,%tau),

%tau=0,q=%pi/6,'diff(q,%tau)=1))$

(%i7) for i:1 thru 3 do

display(q[i]);

q1 = e−
τ
2 ·


(√

3 · π + 4 · 3 3
2

)
· sin

(√
3·τ
2

)
18

+
π · cos

(√
3·τ
2

)
6


q2 =

(
(π + 6) · τ

6
+
π

6

)
· e−τ

q3 =

((
3 ·

√
5 + 5

)
· π + 12 ·

√
5
)
· e

(
√
5−3)·τ
2

60
−
((
3 ·

√
5− 5

)
· π + 12 ·

√
5
)
· e

(−
√
5−3)·τ
2

60

(%o7) done

(%i8) plot2d([q[1],q[2],q[3]],[%tau,0,10],

[style,[lines,4]],[xlabel,"%tau"],[ylabel,"q"],

[title,"Ãàðìîíi÷íèé îñöèëÿòîð iç çàòóõàííÿì"],

[axes,solid],[legend,"%gamma = 0.5","%gamma = 1","%gamma = 1.5"])$

Îòðèìàíi ãðàôiêè âiäîáðàæàþòü öiêàâó îáñòàâèíó: íàéøâèäøå äî íóëÿ iäå êðèâà ç
γ = 1. Âèïàäîê γ < 1 îçíà÷à¹, ùî ñèñòåìà âñòèãà¹ çðîáèòè ïîâíå êîëèâàííÿ, ïiñëÿ ÷îãî
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ïîâåðòà¹òüñÿ äî ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè, γ > 1 îçíà÷à¹, ùî êîëèâàííÿ âçàãàëi íå âiäáóâà-
¹òüñÿ, i ñèñòåìà ïîâiëüíî éäå äî ñòàíó ðiâíîâàãè. Ñàìå òîìó iíæåíåðè ïðè âèãîòîâëåííi
äåìïôåðiâ (ïðèñòðî¨â, ùî ãàñÿòü øêiäëèâi êîëèâàííÿ) ïiäáèðàþòü òàêi ¨õ ïàðàìåòðè, ïðè
ÿêèõ γ = 1.

Çîáðàçèìî ôàçîâó äiàãðàìó äëÿ âèïàäêó γ = 0.5:

(%i9) for i:1 thru 3 do

%epsilon[i]:diff(q[i],%tau);

(%o9) done

(%i10) load(draw)$

(%i11) wxdraw2d(

xlabel = "q",

ylabel = "%epsilon",

nticks = 300,

line_width = 2,

color = red,

xrange = [-0.4,1.2],

yrange = [-0.8,1.2],

parametric(q[1],%epsilon[1],

%tau,0,10),

xaxis = true,

yaxis = true,

proportional_axes = xy,

title = "Ôàçîâà òðà¹êòîðiÿ

äëÿ %gamma = 0.5"

)$

Iç äiàãðàìè âèäíî, ùî òðà¹êòîðiÿ ðóõó ó ôàçîâîìó ïðîñòîði çàêií÷ó¹òüñÿ â öåíòði.
Ïîáóäóâàâøè àíàëîãi÷íi ãðàôiêè äëÿ (q2, ε2), (q3, ε3), ìîæíà ïåðåêîíàòèñü, ùî âîíè òåæ
iäóòü äî öåíòðàëüíî¨ òî÷êè (0, 0), i öå öiëêîì çðîçóìiëî, îñêiëüêè áóäü-ÿêi êîëèâàííÿ iç
çãàñàííÿì çàêií÷óþòüñÿ ó ñòàíi ç íóëüîâîþ øâèäêiñòþ òà íóëüîâèì âiäõèëåííÿì.

Ïîâíiñòþ àíàëîãi÷íi ãðàôiêè äà¹ íàì i ôóíêöiÿ plotdf. Êëàöíóâøè êíîïêîþ ìèøi
òà äîäàþ÷è ùå iíòåãðàëüíi òðà¹êòîði¨, áà÷èìî, ùî âñi âîíè çàêií÷óþòüñÿ â öåíòði.

(%i12) load(plotdf);

(%i13) plotdf(

[%epsilon,-2*0.5*%epsilon-q],[q,%epsilon],

[trajectory_at,0.5,1],[direction,both],[q,-0.4,1.2],

[%epsilon,-0.8,1.2],[nsteps,400],[tstep,0.01]

);
Ðàëiçó¹ìî òåïåð àíiìàöiþ êîëèâàëüíîãî ðóõó iç òåðòÿì. Îñíîâà êîäó âæå áóëà çàïè-

ñàíà ðàíiøå äëÿ âèïàäêó ãàðìîíi÷íèõ êîëèâàíü, íåîáõiäíî ëèøå çàìiíèòè âèðàç äëÿ q(t)
íà q(τ) = q(ωt) òà âçÿòè îäèí ç òðüîõ îòðèìàíèõ ðîçâ'ÿçêiâ äëÿ ðiçíèõ γ. Òàêîæ ïîòðiáíî
ñôîðìóâàòè ëèøå ïðÿìèé ñïèñîê ó ðîçáèòòi êóòiâ íà ÷àñòèíè, îñêiëüêè çâîðîòíüîãî ðó-
õó âæå íå âiäáóâàòèìåòüñÿ, êîëèâàííÿ çàòèõíóòü ó ïîëîæåííi ðiâíîâàãè. Äëÿ γ = 1 êîä
ïðèâåäåíèé íèæ÷å.

(%i14) load(draw)$
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Ðèñ. 10.10: Ôàçîâà äiàãðàìà äëÿ γ = 0.5.

(%i15) q(t):=(((%pi+6)*%omega*t)/6+%pi/6)*%e^(-%omega*t)$

%omega:1$ v0:0$ q0:%pi/6$ l:1$

lst:makelist((7*%pi/6+i*%pi/60),i,0,40)$

with_slider_draw(

k,lst,

ytics=false,xtics=false,nticks=100,

proportional_axes = xy,line_width = 3,line_type = dashes,

parametric(l*cos(t),l*sin(t),t,7*%pi/6,11*%pi/6),

color=grey,point_type=5,point_size=6,

points([[0,0]]),

color=navy,point_type=filled_circle,point_size=6,

points([l*cos(-%pi/2+q(k))],[l*sin(-%pi/2+q(k))]),

line_type=solid,head_length=0.01,color=black,head_angle=1,

vector([0,0],[l*cos(-%pi/2+q(k)),l*sin(-%pi/2+q(k))]))$

10.3 Âèìóøåíi êîëèâàííÿ ìàòåìàòè÷íîãî ìàÿòíèêà

ßêùî íà êîëèâàëüíó ñèñòåìó äi¹ ñèëà, ÿêà ìà¹ âëàñíó ÷àñòîòó êîëèâàíü, âèíèêàþòü
åôåêòè íàêëàäàííÿ äâîõ ðóõiâ. Íåõàé öÿ ñèëà êîëèâà¹òüñÿ iç ÷àñòîòîþ Ω òà ìà¹ àìïëiòóäíå
çíà÷åííÿ F , òîäi ìîæíà çàïèñàòè íàñòóïíå ðiâíÿííÿ ðóõó:

m
d2

dt2
(lq) +mgq = F cosΩt.

Äîñëiäèìî öi åôåêòè ó Maxima.

(%i1) ratprint:false;

(%i2) depends(q,t);

(%o2) [q (t)]
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(%i3) Deqn7:m*'diff(l*q,t,2)+m*g*q=F*cos(%Omega*t);

(%o3) m ·
(
d2

d t2
· (l · q)

)
+ g ·m · q = cos (Ω · t) · F

Ïðèâåäåìî ðiâíÿííÿ äî çâè÷íîãî ó ôiçèöi, çäiéñíèâøè çàìiíè ω2 = g/l, A = F/(ml).

(%i4) ratsimp(Deqn7/(m*l));

(%o4)
d2

d t2
· (l · q) + g · q

l
=

cos (Ω · t) · F
l ·m

(%i5) ratsubst(%omega^2,g/l,ev(%,diff));

(%o5)
d2

d t2
· q + ω2 · q = cos (Ω · t) · F

l ·m

(%i6) Deqn7a:ratsubst(A,F/(m*l),%);

(%o6)
d2

d t2
· q + ω2 · q = cos (Ω · t) · A

Ðîçâ'ÿçó¹ìî ðiâíÿííÿ iç ïî÷àòêîâèìè çíà÷åííÿìè q0 = π/6, q̇0 = 1.

(%i7) sol7:ode2(Deqn7a,q,t);

Isω zero or nonzero? nonzero;

(%o7) q = −cos (Ω · t) · A
Ω2 − ω2

+%k1 · ei·ω·t +%k2 · e−i·ω·t

(%i8) sol7a:trigsimp(rectform(ic2(sol7,t=0,q=%pi/6,'diff(q,t)=1)));

(%o8) q = −(6 · ω · cos (Ω · t)− 6 · ω · cos (ω · t)) · A+ (6 · ω2 − 6 · Ω2) · sin (ω · t)
6 · ω · Ω2 − 6 · ω3

−

− (π · ω3 − π · ω · Ω2) · cos (ω · t)
6 · ω · Ω2 − 6 · ω3

Äëÿ ãðàôi÷íîãî ïðåäñòàâëåííÿ ïîêëàäåìî ω = 1, A = 1 òà ðîçãëÿíåìî ðóõ ïðè ðiçíèõ
Ω. Ïðèéìåìî ïîñëiäîâíî Ω = 4.5 òà Ω = 1.2.

(%i9) Q1:sol7a,A=1,%omega=1,%Omega=4.5;

(%o9) q = −0.0086580086·(6 · cos (4.5 · t)− 115.5 · sin (t)− 19.25 · π · cos (t)− 6 · cos (t))

(%i10) plot2d(rhs(Q1),[t,0,15*%pi],[style,[lines,2]],

[xlabel,""],[ylabel,""]);

(%i11) Q2:sol7a,A=1,%omega=1,%Omega=1.2;

(%o11) q = −0.37878787 · (6 · cos (1.2 · t)− 2.64 · sin (t)− 0.44 · π · cos (t)− 6 · cos (t))

(%i12) plot2d(rhs(Q2),[t,0,94],[style,[lines,2]],

[xlabel,""],[ylabel,""]);

Îòðèìàíi ãðàôiêè çîáðàæåíi íà Ðèñ.10.11. ßê âèäíî íà Ðèñ.10.11(à), ïðè âåëèêèõ
Ω âïëèâ âèìóøóþ÷î¨ ñèëè íà ðóõ ¹ ìiíiìàëüíèì. Òðà¹êòîðiÿ êîëèâàíü ó ïåâíèõ ìiñöÿõ
ñòà¹ òðîõè äåôîðìîâàíîþ, àëå âñi îñíîâíi õàðàêòåðèñòèêè êîëèâàëüíîãî ðóõó (àìïëiòóäà
i ÷àñòîòà) ôàêòè÷íî çáåðiãàþòüñÿ. Öå ïîÿñíþ¹òüñÿ òèì, ùî ïðè äóæå øâèäêèõ îñöèëÿöiÿõ
âèìóøóþ÷î¨ ñèëè ¨¨ ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ çà ïåðiîä îñíîâíèõ êîëèâàíü T = 2π/ω ñòà¹ áëèçüêèì
äî íóëÿ.
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Ðèñ. 10.11: Ãðàôiêè êîëèâàíü äëÿ Ω = 4.5 (à) òà Ω = 1.2 (á), ïðè ω = 1.

Çîâñiì iíøà ñèòóàöiÿ âiäáóâà¹òüñÿ ïðè ïðèáëèçíié ðiâíîñòi ÷àñòîò îñíîâíî¨ ñèñòåìè
òà âèìóøóþ÷î¨ ñèëè. Êîëèâàííÿ âñòèãàþòü ïðîâçà¹ìîäiÿòè òà íàêëàñòèñü îäíå íà iíøå,
ùî ïðîäóêó¹ êàðòèíó íà Ðèñ.10.11(á). Âèíèêà¹ ïðèðîäíå ïèòàííÿ, ùî æ áóäå âiäáóâàòèñü,
êîëè äâi ÷àñòîòè çðiâíÿþòüñÿ.

Ïðîñòî ïîêëàñòè Ω = ω ó ðîçâ'ÿçêó íåìîæëèâî âíàñëiäîê ïîÿâè äiëåííÿ íà 0, òîìó
çíàéäåìî ãðàíèöþ âèðàçó äëÿ q ïðè Ω → ω òà çîáðàçèìî ¨¨ ãðàôiê (Ðèñ.10.12).

(%i13) Q3:limit(sol7a,%Omega,%omega),A=1,%omega=1;

(%o13) q = −−6 · t · sin (t)− 12 · sin (t)− 2 · π · cos (t)
12

(%i14) plot2d(rhs(Q3),[t,0,94],[style,[lines,2]],

[xlabel,""],[ylabel,""]);

Iç íàÿâíîñòi ìíîæíèêà t ó ÷èñåëüíè-

Ðèñ. 10.12: Ãðàôiê êîëèâàíü ïðè Ω = ω.

êó ñòà¹ çðîçóìiëèì, ùî ïðè t → ∞ âiäõè-
ëåííÿ q òàêîæ ïiäå äî íåñêií÷åííîñòi, ïðè-
÷îìó îñöèëþþ÷èì ñïîñîáîì. Äëÿ ìàòåìà-
òè÷íîãî ìàÿòíèêà öå îçíà÷àòèìå, ùî êóò
âiäõèëåííÿ áóäå âåñü ÷àñ çáiëüøóâàòèñü iç
ïðèñêîðåííÿì, òîáòî ìàÿòíèê ïî÷íå îáåð-
òàòèñü iç âñå áiëüøîþ øâèäêiñòþ. Äëÿ ïðó-
æèííîãî ìàÿòíèêà (ó ÿêîãî ðîëü q âiäiãðà¹
âiäõèëåííÿ x âàíòàæêà) öå îçíà÷àòèìå, ùî
àìïëiòóäà êîëèâàíü áóäå âåñü ÷àñ çáiëüøó-
âàòèñü äî íåñêií÷åííîñòi. Ó ðåàëüíèõ ôiçè-
÷íèõ âèïàäêàõ îáèäâà âàðiàíòè ïðèçâîäÿòü
äî ðóéíóâàííÿ âñi¹¨ ñèñòåìè. Òàêå ÿâèùå
îòðèìàëî íàçâó ðåçîíàíñ, à ïðîöåñ ïiäõîäó
çìiííî¨ ÷àñòîòè Ω äî îñíîâíî¨ ÷àñòîòè ω íàçèâà¹òüñÿ áèòòÿì.

Çàçâè÷àé âèíèêíåííÿ ðåçîíàíñó ó ìåõàíi÷íèõ ñèñòåìàõ ¹ äîñèòü øêiäëèâèì ÿâè-
ùåì, òîìó íàìàãàþòüñÿ âñiëÿêî éîãî óíèêíóòè. Íàïðèêëàä, øèðîêî âiäîìîþ ¹ çàáîðîíà
ìàðøèðóâàòè â îäèí êðîê êîëîíàì íà ìîñòó, òàêîæ íå äîçâîëÿ¹òüñÿ ïðî¨æäæàòè òàì àâ-
òîìîáiëÿì, îñîáëèâî âàíòàæíèì, iç ïåâíîþ âñòàíîâëåíîþ øâèäêiñòþ.
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10.4 Âèìóøåíi êîëèâàííÿ ìàòåìàòè÷íîãî ìàÿòíèêà çi

çãàñàííÿì

Ñêîìáiíó¹ìî ïîïåðåäíî ðîçãëÿíóòi âèïàäêè, äîäàâøè äî çãàñàþ÷èõ êîëèâàíü âèìó-
øóþ÷ó ñèëó ñèíóñî¨äàëüíîãî âèãëÿäó. Òîäi ðiâíÿííÿ ðóõó áóäå

m
d2

dt2
(lq) + b

d

dt
(lq) +mgq = F cosΩt,

äå Ω � ÷àòîòà äîäàòêîâî¨ ñèëè. Çàäàâøè öå ðiâíÿííÿ äëÿ ðîçâ'ÿçêó ó Maxima, îòðèìà¹ìî
ïîâíó âiäïîâiäü, ÿêà áóäå äóæå äîâãîþ òà ñêëàäíîþ äëÿ àíàëiçó. Òîìó ñïî÷àòêó çðîáèìî
ïåâíi ïiäãîòîâ÷i äi¨ äëÿ ñïðîùåííÿ âèãëÿäó ðiâíÿííÿ. Ðîçäiëèâøè íà ml òà ïîçíà÷èâøè
ω2 = g/l, 2γ = b/m, B = F/ml, ìà¹ìî

d2q

dt2
+ 2γ

dq

dt
+ ω2q = B cosΩt.

Çàïðîâàäèìî áåçðîçìiðíi âåëè÷èíè: τ = ωt, δ = γ/ω, W = Ω/ω. Áåç âòðàòè çàãàëü-
íîñòi ìîæíà ïîêëàñòè B = 1, çäiéñíèâøè ìàñøòàáíå ïåðåòâîðåííÿ. Òîäi, ðîçäiëèâøè íà
ω2, îòðèìà¹ìî ðiâíÿííÿ

d2q

dτ 2
+ 2δ

dq

dτ
+ q = cosWτ.

Çàäàâøè ïðÿìèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ, ìà¹ìî

(%i1) Deqn8:'diff(q,%tau,2)+2*%delta*'diff(q,%tau)+q=cos(W*%tau);

(%o1)
d2

d τ 2
· q + 2 · δ ·

(
d

d τ
· q
)
+ q = cos (τ ·W )

(%i2) ode2(Deqn8,q,%tau);

Is (δ − 1) · (δ + 1) positive, negative or zero?pos;

(%o2) q =
2 · δ ·W · sin (τ ·W ) + (1−W 2) · cos (τ ·W )

W 4 + (4 · δ2 − 2) ·W 2 + 1
+

%k1 · e
(
√

4·δ2−4−2·δ)·τ
2 +%k2 · e

(−
√

4·δ2−4−2·δ)·τ
2

(%i3) ode2(Deqn8,q,%tau);

Is (δ − 1) · (δ + 1) positive, negative or zero?zero;

(%o3) q =
2 · δ ·W · sin (τ ·W ) + (δ2 −W 2) · cos (τ ·W )

W 4 + 2 · δ2 ·W 2 + δ4
+ (%k2 · τ +%k1 ) · e−δ·τ

(%i4) ode2(Deqn8,q,%tau);

Is (δ − 1) · (δ + 1) positive, negative or zero?neg;

(%o4) q =
2 · δ ·W · sin (τ ·W ) + (1−W 2) · cos (τ ·W )

W 4 + (4 · δ2 − 2) ·W 2 + 1
+

e−δ·τ ·
(
%k1 · sin

(√
4− 4 · δ2 · τ

2

)
+%k2 · cos

(√
4− 4 · δ2 · τ

2

))
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Âèãëÿä ðîçâ'ÿçêó çàëåæèòü âiä çíàêó âèðàçó (δ2 − 1), òîìó ïîñëiäîâíî ïîêëàäåìî δ
ðiâíèì 0.5; 1; 1.5.

(%i5) for i:1 thru 3 do

q[i]:rhs(ic2(ode2(subst(%delta=i/2,Deqn8),q,%tau),

%tau=0,q=%pi/6,'diff(q,%tau)=1));

(%o5) done

Ðîçãëÿíåìî äëÿ ïðèêëàäó âèïàäîê δ = 0.5 ïðè âèñîêîìó çíà÷åííi áåçðîçìiðíî¨ ÷à-
ñòîòè W = 5, öå îçíà÷à¹, ùî êóòîâà ÷àñòîòà âèìóøóþ÷î¨ ñèëè â ï'ÿòü ðàçiâ áiëüøà çà
âëàñíó êóòîâó ÷àñòîòó îñöèëÿòîðà.

(%i6) Q1:subst(W=5,q[1]);

(%o6) e−
τ
2 · (

(625 · (π + 12) + π + 25 · (−π − 18) + 6) · sin
(√

3·τ
2

)
1202 · 3 3

2

+

(626 · π + 25 · (6− π)− 6) · cos
(√

3·τ
2

)
3606

) +
5 · sin (5 · τ)− 24 · cos (5 · τ)

601

(%i7) %Epsilon1:diff(Q1,%tau)$

Ïîáóäó¹ìî ãðàôiêè çàëåæíîñòåé êóòîâîãî çìiùåííÿ òà êóòîâî¨ øâèäêîñòi (Ðèñ.10.13).

(%i8) plot2d([Q1,%Epsilon1],[%tau,0,12],[nticks,100],

[style,[lines,2]],[legend," Q1(%tau) "," E1(%tau) "],

[axes,solid],[xlabel,"%tau"],[ylabel,"Q1 E1"]);

Ðèñ. 10.13: Ãðàôiêè äëÿ áåçðîçìiðíèõ âåëè÷èí Q1, E1 òà ôàçîâà äiàãðàìà.

Àíàëiçóþ÷è ãðàôiê, áà÷èìî, ùî ÷åðåç ïåâíèé ïðîìiæîê ÷àñó ðóøiéíà ñèëà äîìiíó¹
íàä ðóõîì ëiíiéíîãî îñöèëÿòîðà, ÿêèé ïî÷èíà¹ êîëèâàòèñÿ íà âèìóøóþ÷ié ÷àñòîòi Ω. Öå
äîìiíóâàííÿ, î÷åâèäíî, íå ìà¹ íi÷îãî ñïiëüíîãî ç âåëè÷èíîþ àìïëiòóäè ñèëè A, i òàêèé æå
ðåçóëüòàò îòðèìà¹òüñÿ çà áóäü-ÿêîãî A. Çðîáèâøè àíàëîãi÷íi äi¨ ç âèðàçàìè q2 òà q3 (ïðè
δ = 1 òà δ = 1.5), ìîæíà ïîáóäóâàòè âiäïîâiäíi ãðàôiêè òà ïåðåêîíàòèñü, ùî äàíèé åôåêò
ñïîñòåðiãà¹òüñÿ i â öèõ âèïàäêàõ. Ïîÿñíþ¹òüñÿ öå òèì, ùî âëàñíi êîëèâàííÿ ó â'ÿçêîìó
ñåðåäîâèùi ç òåðòÿì çàâæäè çãàñàþòü äî íóëÿ, òîäi ÿê âèìóøóþ÷à ñèëà áóäå äiÿòè çàâæäè,
i çðåøòîþ îá'¹êò ïî÷íå êîëèâàòèñü ëèøå ïiä äi¹þ òàêî¨ ñèëè.

Ñôîðìó¹ìî äiàãðàìó ôàçîâîãî ïðîñòîðó äëÿ ðàííüî¨ iñòîði¨ ðóõó (Ðèñ.10.13(á)). Çà-
óâàæèìî, ùî êîìàíäîþ plotdf ìè íå ìîæåìî ñêîðèñòàòèñü ÷åðåç ïðèñóòíiñòü ó ïðàâié
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÷àñòèíi çàëåæíî¨ çìiííî¨ t. Ç äiàãðàìè âèäíî, ùî ñèñòåìà ïåðåõîäèòü íà ñòàáiëüíèé êîëè-
âàëüíèé ðóõ ïî÷èíàþ÷è ïðèáëèçíî çi çíà÷åííÿ q = 0. Çáiëüøóþ÷è ÷àñ ó çàäàííi äiàãðàìè,
ìîæíà ïîáà÷èòè, ùî ôàçîâèé ïîðòðåò ñòàáiëiçó¹òüñÿ òà ïåðåõîäèòü ó åëiïñ, òîáòî êîëèâà-
ííÿ ñèñòåìè ñòà¹ ìîíîòîííèì.

(%i9) load(draw);

(%i10) draw2d(nticks=500, line_width=2, xaxis=true, yaxis=true,

yrange=[-0.7,0.4],xrange=[-0.4,1],parametric(Q1,%Epsilon1,%tau,0,9));

10.5 Îñöèëÿòîð Âàí äåð Ïîëÿ

Îäíèì ç íàéáiëüø âiäîìèõ ïðèêëàäiâ ñèñòåìè ç íåëiíiéíèì çàãàñàííÿì ¹ îñöèëÿ-
òîð Âàí äåð Ïîëÿ. Âií îïèñó¹ êîëèâàëüíó ñèñòåìó ó â'ÿçêîìó ñåðåäîâèùi, ó ÿêié ñèëà
îïîðó ïðîïîðöiéíà äî çìiùåííÿ â äðóãîìó ñòåïåíi. Öåé îñöèëÿòîð âiäíîñèòüñÿ äî àâòîêî-
ëèâàëüíèõ ñèñòåì, òîáòî òàêèõ, â ÿêèõ iñíó¹ ìîæëèâiñòü ïåðiîäè÷íîãî àñèìïòîòè÷íî ñòié-
êîãî ðóõó. Òðà¹êòîði¨ ðóõó ó ôàçîâîìó ïðîñòîði ïðåäñòàâëÿþòü ñîáîþ çàìêíóòèé êîíòóð,
íàçâàíèé ãðàíè÷íèì öèêëîì, äî ÿêîãî íåçàëåæíî âiä ïî÷àòêîâèõ óìîâ ¾ïðèòÿãóþòüñÿ¿
òðà¹êòîði¨ ç äåÿêîãî îêîëó. Çàãàëîì ðiâíÿííÿ Âàí äåð Ïîëÿ ìà¹ íàñòóïíèé âèãëÿä:

d2q

dt2
+ µ(q2 − 1)

dq

dt
+ q = 0.

Ñïðîáà ïðÿìîãî ðîçâ'ÿçêó íå ïðèâîäèòü äî óñïiõó. Ñêîðèñòà¹ìîñü êîìàíäîþ rkf45

äëÿ ÷èñëîâîãî çíàõîäæåííÿ õàðàêòåðèñòèê ðóõó.

(%i1) Deqn9:'diff(q,t,2)+%mu*(q^2-1)*'diff(q,t)+q=0;

(%o1)
d2

d t2
· q + µ ·

(
q2 − 1

)
·
(
d

d t
· q
)
+ q = 0

(%i2) ode2(Deqn9,q,t);

(%o2) false

(%i3) load(rkf45)$ %mu:4$

(%i4) sol9:rkf45([%epsilon,-%mu*(q^2-1)*%epsilon-q],

[q,%epsilon],[0.75,0],[t,0,20])$

(%i5) t_list:makelist(sol9[k][1],k,1,length(sol9))$

q_list:makelist(sol9[k][2],k,1,length(sol9))$

%epsilon_list:makelist(sol9[k][3],k,1,length(sol9))$

(%i6) plot2d([[discrete,t_list,q_list],

[discrete,t_list,%epsilon_list]],

[legend,"q(t)","%epsilon(t)"]);

(%i7) plot2d([[discrete,q_list,%epsilon_list]],

[legend,false],[style,[lines,2,4]])$

Äëÿ |x| > 1 äîäàíîê µ(x2 − 1) ¹ äîäàòíèì, òîæ âií äi¹ íà êîëèâàëüíó ñèñòåìó ÿê
òåðòÿ àáî îïið, çàáèðàþ÷è åíåðãiþ ç ñèñòåìè. Îäíàê ÿêùî |x| < 1, êîåôiöi¹íò çãàñàííÿ
âiä'¹ìíèé, òîäi öåé äîäàíîê äi¹ ÿê ¾íåãàòèâíèé îïið¿, ùî ïîñòà÷à¹ åíåðãiþ ñèñòåìi. Ñàìå
öÿ îáñòàâèíà ðîáèòü òàêi êîëèâàííÿ ñòiéêèìè. Äëÿ ïðèêëàäó, ó ìàÿòíèêó Ôðóäà åíåðãiÿ
íàäà¹òüñÿ ñèñòåìi çà ïîñåðåäíèöòâîì ðiâíîìiðíîãî îáåðòàííÿ íàâêîëî îñi.

Âèêîðèñòàííÿ êîìàíäè plotdf ïîêàçó¹, ùî iíòåãðàëüíi êðèâi, îáðàíi ïîáëèçó ôàçîâî¨
äiàãðàìè, çàâæäè ñõîäÿòüñÿ äî ñïiëüíîãî àòðàêòîðà, çîáðàæåíîãî íà Ðèñ.10.14. Âèñîêå
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Ðèñ. 10.14: Ãðàôiêè äëÿ q(t), ε(t) òà ôàçîâà äiàãðàìà îñöèëÿòîðà Âàí äåð Ïîëÿ.

çíà÷åííÿ µ ðîáèòü çàäà÷ó Êîøi äëÿ ÇÄÐ æîðñòêîþ i ñêëàäíî iíòåãðîâíîþ, òîìó áåðåìî
äîñòàòíüî íåâåëèêå µ = 4. Ìîæëèâiñòü iñíóâàííÿ ïåðiîäè÷íîãî àñèìïòîòè÷íî ñòiéêîãî
ðóõó, ùî çîáðàæà¹òüñÿ içîëüîâàíîþ çàìêíóòîþ òðà¹êòîði¹þ ó ôàçîâîìó ïðîñòîði, äî ÿêî¨
çãîäîì ïðèòÿãóþòüñÿ òðà¹êòîði¨ ç îêîëó íåçàëåæíî âiä ïî÷àòêîâèõ óìîâ, çàáåçïå÷ó¹òüñÿ
òiëüêè â íåëiíiéíèõ äèñèïàòèâíèõ ñèñòåìàõ.

10.6 Ïîäâiéíèé ìàòåìàòè÷íèé ìàÿòíèê

Ðîçãëÿíåìî äèíàìi÷íó ñèñòåìó, ùî ñêëàäà¹-

Ðèñ. 10.15: Ìîäåëü ïîäâiéíîãî ìàòå-
ìàòè÷íîãî ìàÿòíèêà.

òüñÿ ç äâîõ ïîñëiäîâíî ç'¹äíàíèõ ìàòåìàòè÷íèõ ìà-
ÿòíèêiâ. Áóäåìî ââàæàòè, ùî íèòêè äîâæèíàìè l1
òà l2 íåðîçòÿæíi, ìàñè òÿãàðöiâ m1 òà m2. Çà óçà-
ãàëüíåíi êîîðäèíàòè îáåðåìî âiäïîâiäíi êóòè âiä-
õèëåííÿ êîæíî¨ êóëüêè âiä ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè:
θ1 = q1, θ2 = q2.

Iç íàâåäåíîãî íà Ðèñ.10.15 çîáðàæåííÿ âèäíî,
ùî ïðîñòîðîâi êîîðäèíàòè êóëüîê íàñòóïíi:

x1 = l1 sin θ1;

y1 = −l1 cos θ1;
x2 = l1 sin θ1 + l2 sin θ2;

y2 = −l1 cos θ1 − l2 cos θ2.

Êiíåòè÷íà åíåðãiÿ êîæíîãî òÿãàðöÿ

T1 =
m1

2

(
ẋ21 + ẏ21

)
; T2 =

m2

2

(
ẋ22 + ẏ22

)
,

Ïîòåíöiàëüíà åíåðãiÿ:
U1 = mgy1; U2 = mgy2.

Çàïèñàâøè ëàãðàíæiàí ñèñòåìè

L = T − U = (T1 + T2)− (U1 + U2),
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ìîæíà ñêëàñòè ðiâíÿííÿ Ëàãðàíæà äëÿ êîæíîãî òÿãàðöÿ îêðåìî, ñèñòåìà öèõ ðiâíÿíü i
áóäå îïèñóâàòè ðóõ êóëüîê:

∂L

∂qi
− d

dt

∂L

∂q̇i
= 0.

Ðåàëiçó¹ìî öå íà ìîâi Maxima.
Çàäà¹ìî çàëåæíîñòi óçàãàëüíåíèõ êîîðäèíàò âiä ÷àñó i ïðîñòîðîâi êîîðäèíàòè:

(%i1) depends([q1,q2],t);

(%o1) [q1 (t) , q2 (t)]

(%i2) x1(q1):=l1*sin(q1);

(%o2) x1 (q1 ) := l1 · sin (q1 )

(%i3) y1(q1):=-l1*cos(q1);

(%o3) y1 (q1 ) := −l1 · cos (q1 )

(%i4) x2(q1,q2):=l1*sin(q1)+l2*sin(q2);

(%o4) x2 (q1 , q2 ) := l1 · sin (q1 ) + l2 · sin (q2 )

(%i5) y2(q1,q2):=-l1*cos(q1)-l2*cos(q2);

(%o5) y2 (q1 , q2 ) := −l1 · cos (q1 )− l2 · cos (q2 )

Çàäà¹ìî ïîòåíöiàëüíó åíåðãiþ:

(%i6) U:m1*g*y1(q1)+m2*g*y2(q1,q2);

(%o6) g ·m2 · (−l2 · cos (q2 )− l1 · cos (q1 ))− g · l1 ·m1 · cos (q1 )

Êiíåòè÷íà åíåðãiÿ ïåðøî¨ êóëüêè:

(%i7) T1:(m1/2)*(('diff(x1(q1),t))^2+('diff(y1(q1),t))^2);

(%o7)
m1 ·

((
d
d t

· (l1 · sin (q1 ))
)2

+
(

d
d t

· (−l1 · cos (q1 ))
)2)

2

(%i8) ev(T1,nouns);

(%o8)
m1 ·

(
l1 2 · sin (q1 )2 ·

(
d
d t

· q1
)2

+ l1 2 · cos (q1 )2 ·
(

d
d t

· q1
)2)

2

Êiíåòè÷íà åíåðãiÿ äðóãî¨ êóëüêè

(%i9) T2:(m2/2)*(('diff(x2(q1,q2),t))^2+('diff(y2(q1,q2),t))^2);

(%o9)
m2 ·

((
d
d t

· (l2 · sin (q2 ) + l1 · sin (q1 ))
)2

+
(

d
d t

· (−l2 · cos (q2 )− l1 · cos (q1 ))
)2)

2

(%i10) ev(T2,nouns);

(%o10) (m2 · (
(
l2 · sin (q2 ) ·

(
d

d t
· q2

)
+ l1 · sin (q1 ) ·

(
d

d t
· q1

))2

+

(
l2 · cos (q2 ) ·

(
d

d t
· q2

)
+ l1 · cos (q1 ) ·

(
d

d t
· q1

))2

))/ · 2 ·

Çàãàëüíà êiíåòè÷íà åíåðãiÿ:
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(%i11) T:T1+T2;

(%o11)
m2 ·

((
d
d t

· (l2 · sin (q2 ) + l1 · sin (q1 ))
)2

+
(

d
d t

· (−l2 · cos (q2 )− l1 · cos (q1 ))
)2)

2

+
m1 ·

((
d
d t

· (l1 · sin (q1 ))
)2

+
(

d
d t

· (−l1 · cos (q1 ))
)2)

2

Ôîðìó¹ìî ëàãðàíæiàí ñèñòåìè òà ñêëàäà¹ìî ðiâíÿííÿ ðóõó äëÿ îáîõ êóëüîê. Äëÿ
ñïðîùåííÿ êiíöåâîãî ðåçóëüòàòó âèêîðèñòîâó¹ìî êîìàíäè trigreduce òà trigsimp, ùîá
âèðàçè íå áóëè äóæå ãðîìiçäêèìè.

(%i12) Lagr:T-U;

(%i13) Deqn10a:'diff(Lagr,q1)-'diff('diff(Lagr,'diff(q1,t)),t)=0;

(%i14) Deqn10a2:trigreduce(trigsimp(ev(Deqn10a,nouns)));

(%o14) l1 · l2 ·m2 ·
(
d

d t
· q2

)2

· sin (q2 − q1 )− l1 · l2 ·m2 ·
(
d2

d t2
· q2

)
· cos (q2 − q1 )

−l1 2·m2 ·
(
d2

d t2
· q1

)
−l1 2·m1 ·

(
d2

d t2
· q1

)
−g·l1 ·m2 ·sin (q1 )−g·l1 ·m1 ·sin (q1 ) = 0

(%i15) Deqn10b:'diff(Lagr,q2)-'diff('diff(Lagr,'diff(q2,t)),t)=0;

(%i16) Deqn10b2:trigreduce(trigsimp(ev(Deqn10b,nouns)));

(%o16) − l1 · l2 ·m2 ·
(
d

d t
· q1

)2

· sin (q2 − q1 )− l1 · l2 ·m2 ·
(
d2

d t2
· q1

)
· cos (q2 − q1 )

− l2 2 ·m2 ·
(
d2

d t2
· q2

)
− g · l2 ·m2 · sin (q2 ) = 0

Äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ Deqn10a2 òà Deqn10b2 i ¹ øóêàíèìè ðiâíÿííÿìè ðóõó. Âîíè
äðóãîãî ïîðÿäêó, íåëiíiéíi, íåîäíîðiäíi. Ïðÿìèé ðîçâ'ÿçîê ¨õ íåìîæëèâèé, îäíàê ìîæíà
ñïðîáóâàòè ðîçâ'ÿçàòè ¨õ ÷èñëîâî ìåòîäîì Ðóíãå-Êóòòè. Äëÿ ïî÷àòêó âèäiëèìî îêðåìî
äðóãi ïîõiäíi q̈1 òà q̈2.

(%i17) Sol10:solve([Deqn10a2,Deqn10b2],[('diff(q1,t,2)),('diff(q2,t,2))]);

Öå íåîáõiäíî äëÿ òîãî, ùîá ñôîðìóâàòè ç ñèñòåìè äâîõ ÇÄÐ äðóãîãî ïîðÿäêó ñèñòåìó
ç ÷îòèðüîõ ÇÄÐ ïåðøîãî ïîðÿäêó, äî ÿêèõ ìåòîä Ðóíãå-Êóòòè ìîæå áóòè çàñòîñîâíèé.
Çàïðîâàäèìî êóòîâi øâèäêîñòi ε1 = q̇1, ε2 = q̇2, òîäi ìîæíà çàïèñàòè íàñòóïíó ñèñòåìó:

q̇1 = ε1;

ε̇1 = Sol10[1];

q̇2 = ε2;

ε̇2 = Sol10[2].

Äëÿ ÷èñëîâîãî ðîçâ'ÿçêó çàäà¹ìî ïî÷àòêîâi óìîâè òà õàðàêòåðèñòèêè ñèñòåìè:

(%i24) m1:1$ m2:1.5$ l1:0.4$ l2:0.6$ g:9.81$ t_start:0$t_end:8$

(%i28) q1_start:float(%pi/8)$ q2_start:float(%pi/4)$

%epsilon1_start:0$ %epsilon2_start:0$

Ôîðìó¹ìî ñèñòåìó ÷îòèðüîõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü:

(%i29) equs : ev([%epsilon1,%epsilon2,rhs(Sol10[1][1]),

rhs(Sol10[1][2])],'diff(q1,t)=%epsilon1,

'diff(q2,t)=%epsilon2)$
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Çàñòîñó¹ìî òåïåð ìåòîä Ðóíãå-Êóòòè rkf45:

(%i30) load(rkf45);

(%i31) sol:rkf45(equs,[q1, q2, %epsilon1, %epsilon2],

[q1_start,q2_start,%epsilon1_start,%epsilon2_start],

[t,t_start,t_end],report=true) $

Ñèñòåìà âèäàëà çâiò, ùî äëÿ iíòåãðóâàííÿ áóëî âèêîðèñòàíî 845 òî÷îê, ïðè÷îìó ó
33 âèïàäêàõ áóâ çäiéñíåíèé ïåðåðàõóíîê, îñêiëüêè òî÷íiñòü îá÷èñëåíü ó íèõ áóëà ìåíøîþ
íiæ çàäàíà çà çàìîâ÷óâàííÿì. Ðåçóëüòàòîì ðîçðàõóíêiâ ¹ ñïèñîê iç 845 ï'ÿòiðîê åëåìåíòiâ
(t, q1, q2, ε1, ε2). Ùîá îïðàöþâàòè ¨õ ãðàôi÷íî, âèäiëèìî ñïèñêè äëÿ êîæíî¨ ç öèõ âåëè÷èí
îêðåìî.

(%i36) t_list:makelist(sol[k][1],k,1,length(sol))$

q1_list:makelist(sol[k][2],k,1,length(sol))$

q2_list:makelist(sol[k][3],k,1,length(sol))$

%epsilon1_list:makelist(sol[k][4],k,1,length(sol))$

%epsilon2_list:makelist(sol[k][5],k,1,length(sol))$

Òåïåð ìîæåìî âiäîáðàçèòè ãðàôiêè çàëåæíîñòåé äèíàìi÷íèõ âåëè÷èí âiä ÷àñó òà
íàêðåñëèòè ôàçîâi ïîðòðåòè ñèñòåìè.

Çàëåæíîñòi óçàãàëüíåíèõ êîîðäèíàò q1 òà q2 âiä ÷àñó (Ðèñ.10.16):

(%i37) wxplot2d([[discrete,t_list,q1_list],[discrete,t_list,q2_list]],

[style,[lines,2]],[legend,"q1(t)","q2(t)"]);

Çàëåæíîñòi êóòîâèõ øâèäêîñòåé ε1 òà ε2 âiä ÷àñó (Ðèñ.10.17):

(%i38) wxplot2d([[discrete,t_list,%epsilon1_list],

[discrete,t_list,%epsilon2_list]],

[style,[lines,2],[lines,2]],

[legend,"%epsilon1(t)","%epsilon2(t)"]);

Ðèñ. 10.16: Çàëåæíîñòi q1(t), q2(t). Ðèñ. 10.17: Çàëåæíîñòi ε1(t), ε2(t).

Çàëåæíiñòü q1(t) âiä q2(t) ÿê ïàðàìåòðè÷íà êðèâà (Ðèñ.10.18):

(%i39) wxplot2d([[discrete,q1_list,q2_list]],

[style,[lines,2,4]],[legend,false]);
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Çàëåæíiñòü ε1(t) âiä ε2(t) ÿê ïàðàìåòðè÷íà êðèâà (Ðèñ.10.19):

(%i40) wxplot2d([[discrete,%epsilon1_list,%epsilon2_list]],

[style,[lines,2,4]],[legend,false]);

Ðèñ. 10.18: q1(t) òà q2(t) ÿê ïàðàìåòðè÷íà êðè-
âà.

Ðèñ. 10.19: ε1(t) òà ε2(t) ÿê ïàðàìåòðè÷íà êðè-
âà.

Ôàçîâèé ïîðòðåò äëÿ q1(t) òà ε1(t) (Ðèñ.10.20):

(%i41) wxplot2d([[discrete,q1_list,%epsilon2_list]],

[style,[lines,2]],[legend,false]);

Ôàçîâèé ïîðòðåò äëÿ q2(t) òà ε2(t) (Ðèñ.10.21):

(%i42) wxplot2d([[discrete,q2_list,%epsilon2_list]],

[style,[lines,2]],[legend,false]);

Ðèñ. 10.20: Ôàçîâà äiàãðàìà äëÿ q1(t) òà ε1(t). Ðèñ. 10.21: Ôàçîâà äiàãðàìà äëÿ q2(t) òà ε2(t).

Äëÿ àíiìàöi¨ êîëèâàííÿ çíàéäåìî ðåàëüíi ïðîñòîðîâi êîîðäèíàòè êóëüîê:
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(%i43) x1_list:l1*sin(q1_list)$

y1_list:-l1*cos(q1_list)$

x2_list:l1*sin(q1_list)+l2*sin(q2_list)$

y2_list:-l1*cos(q1_list)-l2*cos(q2_list)$

Êîæíà ïàðà (x1, y1), (x2, y2) çàäà¹ ïîëîæåííÿ âiäïîâiäíî¨ òî÷êè ó ïðîñòîði. Âèáèðà-
þ÷è iç ñïèñêiâ ïî÷åðãîâî öi âåëè÷èíè òà çîáðàæàþ÷è ¨õ íà êîîðäèíàòíié ïëîùèíi, ìîæíà
ñôîðìóâàòè ïîñëiäîâíiñòü ¾çíiìêiâ¿ çàãàëüíî¨ êàðòèíè êîëèâàëüíî¨ ñèñòåìè. Öèõ êàäðiâ
áóäå äîñèòü âåëèêà êiëüêiñòü (845), òîìó ùîá íå ïåðåâàíòàæóâàòè îáîëîíêó wxMaxima,
âiäðàçó ñòâîðèìî ôàéë .gif, äå i áóäå âiäîáðàæåíèé êîëèâàëüíèé ïðîöåñ.

Ðèñ. 10.22: Êàäð àíiìàöi¨ êîëèâàíü ïîäâiéíîãî ìàÿòíèêà.

(%i44) load(draw)$

with_slider_draw(

k,makelist(i,i,1,length(sol)),

terminal = animated_gif,

file_name = "Double_Pend_3",

dimensions = [600, 600],

xaxis = true, yaxis = true,

ytics = false,xtics = false,nticks = 100,

xrange = [-0.7,0.7],

yrange = [-1.3,0],

color=grey,point_type=5,point_size=6,

points([[0,0]]),

color=navy,point_type=filled_circle,point_size=6,

points([[x1_list[k],y1_list[k]]]),

color=navy,point_type=filled_circle,point_size=6,

points([[x2_list[k],y2_list[k]]]),

line_type=solid,line_width=5,head_length=0.01,

color=black,head_angle=1,

vector([0,0],[x1_list[k],y1_list[k]]),

line_type=solid,line_width=5,head_length=0.01,

color=black,head_angle=1,

vector([x1_list[k],y1_list[k]],

[x2_list[k]-x1_list[k],y2_list[k]-y1_list[k]]),

font = "Arial Narrow",font_size = 22,color = black,

title = "Ïîäâiéíèé ìàòåìàòè÷íèé ìàÿòíèê"

)$



Ðîçäië 11

Çàäà÷i êëàñè÷íî¨ ìåõàíiêè

11.1 Çàäà÷à Ïëåÿä

Çîðÿíèé êëàñòåð Ïëåÿä (óêðà¨íñüêà íàçâà Ñòîæàðè) ìà¹ äiàìåòð â 12 ñâiòëîâèõ ðîêiâ.
Âiä íàñ Ïëåÿäè âiääàëåíi íà âiäñòàíü â 410 ñâiòëîâèõ ðîêiâ, âîíè ââàæàþòüñÿ ïîðiâíÿíî
ìîëîäèì ñêóï÷åííÿì çiðîê, âiê ÿêèõ çíàõîäèòüñÿ â äiàïàçîíi 75-100 ìiëüéîíiâ ðîêiâ. Ïëå-
ÿäè äàâíî âiäîìi ÿê ôiçè÷íî ïîâ'ÿçàíà ãðóïà îá'¹êòiâ, à íå ðåçóëüòàò âèïàäêîâî¨ ïðîåêöi¨
ðiçíîâiääàëåíèõ çið. Âåëèêó öiêàâiñòü öåé êëàñòåð âèêëèêà¹ â ïåðøó ÷åðãó òèì, ùî âií ¹
äðóãèì ïiñëÿ ãðóïè �iàä íàéáëèæ÷èì äî Çåìëi çiðêîâèì ñêóï÷åííÿì. Ïëåÿäè òà �iàäè ¹
iäåàëüíèì  ðóíòîì äëÿ ìîäåëþâàííÿ åâîëþöi¨ çið, îñêiëüêè âñi ¨õíi çiðêè ìàþòü îäíàêîâèé
âiê i ñêëàä, àëå äåìîíñòðóþòü øèðîêèé äiàïàçîí ìàñ. Öi äâà ñêóï÷åííÿ ¹äèíi, âiäñòàíü äî
ÿêèõ ìîæíà âèìiðÿòè íà ïîâåðõíi Çåìëi áåçïîñåðåäíüî çà ¨õíiì ïàðàëàêòè÷íèì çìiùåííÿì.
Âèìiðÿíi çíà÷åííÿ ëåæàòü â îñíîâi äiàãðàìè Ãåðöøïðóíãà-Ðàññåëà, çà ÿêîþ âèçíà÷àþòü
âiäñòàíi äî âñiõ iíøèõ çîðÿíèõ ñêóï÷åíü. Íàóêîâöi åêñòðàïîëþþòü îòðèìàíó øêàëó âiä
ðîçñiÿíèõ çiðêîâèõ ñêóï÷åíü äî ãàëàêòèê i ãàëàêòè÷íèõ ñêóï÷åíü, ïîáóäóâàâøè øêàëó
êîñìi÷íèõ âiäñòàíåé. Çðåøòîþ, çíàííÿ àñòðîíîìiâ ïðî âiê i ðîçâèòîê Âñåñâiòó ó âåëèêié
ìiði çàëåæàòü âiä çíàííÿ âiäñòàíi äî çiðêîâîãî ñêóï÷åííÿ Ïëåÿä, òîìó âîíè ¹ ñâî¹ðiäíèì
åòàëîíîì, êîòðèé äîáðå âèâ÷åíèé òà çìîäåëüîâàíèé.

Çàäà÷à Ïëåÿä � öå ìîäåëüíà çàäà÷à íåáåñíî¨ ìåõàíiêè ñåìè çiðîê, ùî ðóõàþòüñÿ
â îäíié ïëîùèíi. Ìàòåìàòè÷íî âîíà îïèñó¹òüñÿ ñèñòåìîþ ç 14 äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü
äðóãîãî ïîðÿäêó ðàçîì ç 28 ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè, ùî âèçíà÷àþòü ïî÷àòêîâå ïîëîæåí-
íÿ òà øâèäêiñòü äëÿ êîæíîãî íåáåñíîãî òiëà. Çàäà÷à íå æîðñòêà, àëå äîñèòü ñêëàäíà, ¨¨
ìîæíà ëåãêî ðîçøèðèòè íà áóäü-ÿêó êiëüêiñòü îá'¹êòiâ, íå îáîâ'ÿçêîâî â îäíié ïëîùèíi.
Çâiñíî, ðåàëüíèé ðóõ çiðîê âiäáóâà¹òüñÿ ó òðèâèìiðíîìó ïðîñòîði, àëå íàñ â ïåðøó ÷åðãó
öiêàâèòèìå ïðî¹êöiÿ öüîãî ðóõó íà ïëîùèíó íåáåñíî¨ ñôåðè.

Íåõàé ìà¹ìî ðóõ êiëüêîõ ìàñèâíèõ òië íà ïëîùèíi. Çàïèøåìî äðóãèé çàêîí Íüþòîíà
äëÿ i-ãî òiëà, òà âèðàç äëÿ ñèëè ïðèòÿãàííÿ ìiæ äâîìà òiëàìè i òà j, ùî âçà¹ìîäiþòü
ãðàâiòàöiéíî:

F⃗i = mi
dp⃗i
dt

F⃗ij = G
mimj

|r⃗i − r⃗j|3
(r⃗i − r⃗j).

Ó ñèñòåìi áàãàòüîõ òië ñèëà, ùî äi¹ íà îêðåìèé îá'¹êò, ¹ âåêòîðíîþ ñóìîþ âñiõ ñèë, ùî
äiþòü íà íüîãî âiä óñiõ iíøèõ îá'¹êòiâ. Òîìó ìîæåìî çàïèñàòè F⃗i =

∑
i ̸=j F⃗ij, ùî ïiñëÿ

ïîêëàäàííÿ G = 1 òà ðîçäiëåííÿ çìiííèõ íàì äà¹
ẍi =

∑
i ̸=j

mj(xi − xj)

((xi − xj)2 + (yi − yj)2)
3/2

;

ÿi =
∑

i ̸=j

mj(yi − yj)

((xi − xj)2 + (yi − yj)2)
3/2
.

162
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Ïî÷àòêîâi äàíi äëÿ öüîãî ðóõó áåðóòüñÿ iç ðîáîòè [10]. ×èñëà îçíà÷àþòü ïîëîæåííÿ
êîæíîãî òiëà âiäíîñíî ïåâíî¨ óìîâíî¨ íåðóõîìî¨ òî÷êè âñåðåäèíi ñêóï÷åííÿ òà ¨õ øâèäêîñòi
â ìîìåíò ÷àñó t = 0. Ìàñè ðîçãëÿäóâàíèõ çiðîê ¹ ôàêòè÷íî îäíàêîâèìè, âîíè ìiíÿþòüñÿ
âiä 3 äî 6 ìàñ Ñîíöÿ. Ìè ïîêëàäåìî ìàñó êîæíî¨ çiðêè ðiâíîþ ¨¨ íîìåðó mj = j, íà âèãëÿä
ðîçâ'ÿçêó öå âïëèíå ìiíiìàëüíî.

xi|t=0 = [3, 3,−1,−3, 2,−2, 2]T ;

yi|t=0 = [3,−3, 2, 0, 0,−4, 4]T ;

ẋi|t=0 = [0, 0, 0, 0, 0, 1.75,−1.5]T ;

ẏi|t=0 = [0, 0, 0,−1.25, 1, 0, 0]T .

Ùîá ïåðåéòè âiä ðiâíÿíü äðóãîãî ïîðÿäêó äî ñèñòåìè ç 28 ðiâíÿíü ïåðøîãî ïîðÿäêó,
çàïèøåìî ¨õ ó íàñòóïíié ôîðìi: (

z
w

)′

=

(
w
f(z)

)
,

äå z ïîçíà÷à¹ íàáið âñiõ êîîðäèíàò xi òà yi, f(z) ïîçíà÷à¹ íàáið ïðàâèõ ÷àñòèí ðiâíÿíü
äëÿ ẍi òà ÿi, w ïðîìiæíà çìiííà, ÿêà ¹ ëiíiéíîþ øâèäêiñòþ êîæíîãî îá'¹êòó.

Ïåðåâåäåìî öi âõiäíi äàíi íà ìîâó Maxima òà ïîáóäó¹ìî ðîçâ'ÿçêè.
Çàäà¹ìî âèðàçè äëÿ ãðàâiòàöiéíèõ ðiâíÿíü ðóõó (êîìàíäà concat ç'¹äíó¹ áóäü-ÿêi

ñïèñêè):

(%i1) fx(i):=sum(if i#j then j*(concat(x,j)-concat(x,i)) /

((concat(x,i)-concat(x,j))^2+

(concat(y,i)-concat(y,j))^2)^1.5

else 0, j,1,7);

(%o1) fx (i) :=

7∑
j=1

if i#j then
j · (concat (x, j)− concat (x, i))(

(concat (x, i)− concat (x, j))
2
+ (concat (y, i)− concat (y, j))

2
)1.5

else 0

(%i2) fy(i):=sum(if i#j then j*(concat(y,j)-concat(y,i)) /

((concat(x,i)-concat(x,j))^2+

(concat(y,i)-concat(y,j))^2)^1.5

else 0, j,1,7);

(%o2) fy (i) :=

7∑
j=1

if i#j then
j · (concat (y, j)− concat (y, i))(

(concat (x, i)− concat (x, j))
2
+ (concat (y, i)− concat (y, j))

2
)1.5

else 0

Ôîðìó¹ìî ñïèñîê ç 28 ïðàâèõ ÷àñòèí ðiâíÿíü ðóõó, çàïðîâàäèâøè äîäàòêîâi çìiííi
wx, wy (êîìàíäà flatten ðîáèòü iç ñïèñêiâ ðiçíèõ ðiâíiâ âêëàäåíîñòi îäèí âåëèêèé ñïèñîê
ïåðøîãî ðiâíÿ, äå ïåðåëi÷åíi âñi åëåìåíòè):

(%i3) equs:flatten([makelist(concat(wx,i),i,1,7),

makelist(concat(wy,i),i,1,7),

makelist(fx(i),i,1,7),

makelist(fy(i),i,1,7)])$

Ôîðìó¹ìî ñïèñîê iç 28 íåâiäîìèõ ôóíêöié, âiäíîñíî ÿêèõ ïîòðiáíî ðîçâ'ÿçàòè ðiâíÿ-
ííÿ ðóõó:
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(%i4) funcs:flatten([makelist(concat(x,i),i,1,7),

makelist(concat(y,i),i,1,7),

makelist(concat(wx,i),i,1,7),

makelist(concat(wy,i),i,1,7)]);

Çàïèñó¹ìî ïî÷àòêîâi çíà÷åííÿ ôóíêöié òà ÷àñîâèé ïðîìiæîê iíòåãðóâàííÿ:

(%i5) init:[3,3,-1,-3,2,-2,2,

3,-3,2,0,0,-4,4,

0,0,0,0,0,1.75,-1.5,

0,0,0,-1.25,1,0,0]$

(%i7) t_start:0$ t_end:3$

Çàâàíòàæó¹ìî ïàêåò rkf45 òà çàñòîñîâó¹ìî éîãî:

(%i8) load(rkf45);

(%i9) sol1:rkf45(equs,funcs,init,[t,t_start,t_end],report=true)$

Iç âiäãóêó ñèñòåìè äiçíà¹ìîñü, ùî áóëî îáðàíî 1143 òî÷êè iíòåãðóâàííÿ, ç ìàêñèìàëü-
íîþ ïîõèáêîþ 10−6 íà êîæíîìó êðîöi. Ðåçóëüòàòè ïîâåðíóëèñü ó âèãëÿäi ñïèñêó iç 1143
åëåìåíòiâ, êîæåí ç ÿêèõ ¹ ñïèñêîì iç 29 åëåìåíòiâ (÷àñ t, ñiì êîîðäèíàò xi, ñiì êîîðäè-
íàò yi, ñiì x-êîìïîíåíò øâèäêîñòi wxi, ñiì y-êîìïîíåíò øâèäêîñòi wyi). Äëÿ îïðàöþâàííÿ
äàíèõ âèäiëèìî îêðåìî ñïèñêè äëÿ ÷àñó òà âñiõ ïðîñòîðîâèõ êîîðäèíàò.

(%i10) t_list:makelist(sol1[k][1],k,1,length(sol1))$

(%i17) x1_list:makelist(sol1[k][2],k,1,length(sol1))$

x2_list: ...

(%i24) y1_list:makelist(sol1[k][9],k,1,length(sol1))$

y2_list: ...

Ïîçíà÷èìî îêðåìî ïî÷àòêîâi òî÷êè, ç ÿêèõ ñòàðòóâàâ ðóõ êîæíî¨ çiðêè:

(%i25) init_pnts:[discrete,makelist([init[i],init[i+7]],i,1,7)]$

Òåïåð ìîæåìî çîáðàçèòè òðà¹êòîði¨ ðóõó êîæíî¨ çîði (Ðèñ.11.1(a)). ßê áà÷èìî, íà
ãðàôiêó ïðèñóòíÿ îáëàñòü, íà ÿêié òðà¹êòîði¨ äóæå ïåðåïëiòàþòüñÿ. Êëàöíóâøè ïðàâîþ
êíîïêîþ ìèøi íà âiäïîâiäíié ÷àñòèíi ìàëþíêà, ìîæíà âèäiëèòè öþ îáëàñòü, òîäi âîíà
àâòîìàòè÷íî çáiëüøó¹òüñÿ (Ðèñ.11.1(á)).

(%i26) plot2d([init_pnts,

[discrete,x1_list,y1_list],

[discrete,x2_list,y2_list],

[discrete,x3_list,y3_list],

[discrete,x4_list,y4_list],

[discrete,x5_list,y5_list],

[discrete,x6_list,y6_list],

[discrete,x7_list,y7_list]],

[x,-4,4],[y,-6,6],[style,[points,2,5,7],

[lines,2,1],[lines,2,2],[lines,2,3],

[lines,2,4],[lines,2,5],[lines,2,6],[lines,2,2]],

[legend,"Ñòàðòîâi òî÷êè","Çîðÿ 1","Çîðÿ 2","Çîðÿ 3",

"Çîðÿ 4","Çîðÿ 5","Çîðÿ 6","Çîðÿ 7"])$

Çàäàâøè ïîäiáíó êîìàíäó, äå ó ïàðàõ çàìiñòü x ÷è y ñòîÿòü ÷àñîâi êîîðäèíàòè, ìîæíà
çîáðàçèòè ÷àñîâó åâîëþöiþ âiäïîâiäíèõ ïðîñòîðîâèõ êîìïîíåíò x(t), y(t) (Ðèñ.11.2).



Ðîçäië 11. Çàäà÷i êëàñè÷íî¨ ìåõàíiêè 165

Ðèñ. 11.1: Òðà¹êòîði¨ ðóõó çiðîê ïðè ÷èñåëüíîìó iíòåãðóâàííi (à), çáiëüøåíà ÷àñòèíà îáëàñòi ç
ïåðåïëåòåíèìè òðà¹êòîðiÿìè (á).

Âèêîðèñòàâøè äîäàòêîâó îïöiþ absolute_tolerance, ìîæíà çìiíþâàòè âåëè÷èíó ïî-
õèáêè òà ïiäâèùóâàòè òî÷íiñòü iíòåãðóâàííÿ, îäíàê ïëàòîþ çà öå áóäå çíà÷íî áiëüøå íà-
âàíòàæåííÿ íà ïðîöåñîð òà çáiëüøåííÿ ÷àñó îá÷èñëåíü. Íàïðèêëàä, òî÷íiñòü 10−10 çàìiñòü
10−6 ïðèçâåäå äî òîãî, ùî ÷àñ îáðîáêè çìiíèòüñÿ âiä 5 ñ äî 10 ãîä. Âòiì, çàäà÷ó ÷èñåëüíîãî
iíòåãðóâàííÿ ðóõó êiëüêîõ òië äëÿ ðåàëüíèõ ïîòðåá êîñìi÷íèõ ðîçðàõóíêiâ îá÷èñëþþòü ç
òî÷íiñòþ 10−16, ùî äëÿ çâè÷àéíèõ êîìï'þòåðiâ âèìàãàëî á ðîêiâ áåçïåðåðâíî¨ ðîáîòè.
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Ðèñ. 11.2: ×àñîâà çàëåæíiñòü x(t) (a) òà y(t) (á) êîîðäèíàò äëÿ çið ñêóï÷åííÿ Ïëåÿä.

11.2 Ìîäåëüíi çàäà÷i êiíåìàòèêè

Ïðîäåìîíñòðó¹ìî, ÿê ìîæíà âèêîðèñòàòè çàñòîñóíîê Maxima äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ òà
ãðàôi÷íîãî ïðåäñòàâëåííÿ îòðèìàíèõ ðîçâ'ÿçêiâ ó çàäà÷àõ êiíåìàòèêè. Âiçüìåìî äî ðîç-
ãëÿäó êiëüêà çàâäàíü çi ¾Çáiðíèêà çàäà÷ ç ìåõàíiêè¿ (Ì. Â. Âàâðóõ òà ií., Ëüâiâ, 2017)
[5].

▶ Õëîï÷èê ñòî¨òü íà âiäñòàíi a ïåðåä ñòiíêîþ òà êèäà¹ â íå¨ iç âèñîòè h ì'ÿ÷èê
iç øâèäêiñòþ v0 òà ïî÷àòêîâèì êóòîì α, ÿêèé ïðóæíî âiäáèâà¹òüñÿ. Çíàéòè âiäñòàíü äî
õëîï÷èêà, íà ÿêié ì'ÿ÷èê âïàäå íà çåìëþ, òà çîáðàçèòè òðà¹êòîðiþ éîãî ðóõó â çàëåæíîñòi
âiä âåëè÷èíè a.

Çàäàìî ïî÷àòêîâó øâèäêiñòü ó ïðî¹êöiÿõ íà êîîðäèíàòíi îñi òà çíàéäåìî âèðàçè äëÿ
x(t) òà y(t) iíòåãðóâàííÿì âiäïîâiäíèõ ïðî¹êöié.

(%i1) ratprint:false;

(%o1) false

(%i2) v_x(t):=v_0*cos(%alpha);

(%o2) v_x (t) := v_0 · cos (α)

(%i3) v_y(t):=v_0*sin(%alpha)-g*t;

(%o3) v_y (t) := v_0 · sin (α)− g · t

(%i4) x(t):=integrate(v_x(%xi),%xi,0,t);

(%o4) x (t) :=

∫ t

0

v_x (ξ) dξ

(%i5) y(t):=h+integrate(v_y(%xi),%xi,0,t);

(%o5) y (t) := h+

∫ t

0

v_y (ξ) dξ

(%i6) x(t);

(%o6) cos (α) · t · v_0



Ðîçäië 11. Çàäà÷i êëàñè÷íî¨ ìåõàíiêè 167

(%i7) y(t);

(%o7)
2 · sin (α) · t · v_0 − g · t2

2
+ h

Âèçíà÷èìî òåïåð ïîâíèé ÷àñ ðóõó äî ïàäiííÿ tfull, âií çíàõîäèòüñÿ ç óìîâè y(t) = 0,
iç äâîõ ðîçâ'ÿçêiâ êâàäðàòíîãî ðiâíÿííÿ îáèðà¹ìî äîäàòíèé.

(%i8) solve(y(t)=0,t);

(%o8) [t = −

√
sin (α)2 · v_0 2 + 2 · g · h− sin (α) · v_0

g
,

t =

√
sin (α)2 · v_0 2 + 2 · g · h+ sin (α) · v_0

g
]

(%i9) t_full:rhs(second(solve(y(t)=0,t)));

(%o9)

√
sin (α)2 · v_0 2 + 2 · g · h+ sin (α) · v_0

g

Çàðàç âðàõó¹ìî, ùî ïåðåä õëîï÷èêîì ñòî¨òü ñòiíêà. Ïðè óäàðîâi îá íå¨ ì'ÿ÷ çàçíà¹
ïðóæíîãî âiäáèòòÿ; öå îçíà÷à¹, ùî x-êîìïîíåíòà âåêòîðà øâèäêîñòi ìiíÿ¹òüñÿ íà ïðîòèëå-
æíó, òîäi ÿê y-êîìïîíåíòà çàëèøà¹òüñÿ áåç çìií. Ôàêòè÷íî òàêà îáñòàâèíà ïðîÿâëÿ¹òüñÿ
ÿê çìiíà x(t) íà −x(t), àëå iç çñóâîì âïðàâî íà âåëè÷èíó 2a, ùîá ðóõ ïðîäîâæóâàâñÿ iç
òi¹¨ ñàìî¨ òî÷êè.

(%i10) xa(t):=if t<t_a then x(t) else 2*a-x(t);

(%o10) xa (t) := if t < t_a then x (t) else 2 · a− x (t)

(%i11) ya(t):=y(t);

(%o11) ya (t) := y (t)

(%i12) solve(x(t)=a,t);

(%o12) [t =
a

cos (α) · v_0
]

Ðèñ. 11.3: Òðà¹êòîðiÿ ì'ÿ÷à ïðè a = 0.7 ì òà a = 0.2 ì.
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Íîâèé ðîçäiëÿþ÷èé ïàðàìåòð ta � öå ÷àñ ïîëüîòó äî ñòiíêè, ùî âèçíà÷à¹òüñÿ ç óìîâè
x(t) = a. Òåïåð ìîæåìî çàïèñàòè óìîâó äëÿ êiíöåâî¨ x-êîîðäèíàòè ì'ÿ÷à, ìîäóëü ÿêî¨ i
áóäå âiäñòàííþ äî õëîï÷èêà: l = |xa(tfull)|.

Íàäàìî êîíêðåòíi ÷èñëîâi çíà÷åííÿ äëÿ ïîáóäîâè ãðàôiêà òà ðîçðàõóíêó l.

(%i16) v_0:3$ g:9.81$ %alpha:%pi/3$ h:1$

(%i18) a:0.2; t_a:(rhs(first(solve(x(t)=a,t))))$

(%i19) l:float(abs(xa(t_full))),a=0.2;

(%o19) 0.7824539819480768

Çîáðàçèìî òðà¹êòîðiþ ì'ÿ÷à, âèäiëèâøè éîãî ïî÷àòêîâå ïîëîæåííÿ (Ðèñ.11.3).

(%i20) plot2d([[parametric,xa(t),ya(t),[t,0,t_full]],

[discrete,[[a,0],[a,1.5]]],[discrete,[[0,h]]],

[discrete,[[a,y(t_a)]]]],[x,-1,0.4],

[style,[lines,2],[lines,2,5],[points,3,5,1]],

[legend,false],[xlabel," "],[ylabel," "])$

▶ Ç ãàðìàòè âèïóñòèëè ïîñëiäîâíî äâà ñíàðÿäè ç îäíàêîâîþ øâèäêiñòþ v0 = 300
ì/ñ, îäèí ïiä êóòîì α = π/3, iíøèé ïiä êóòîì β = π/5. Çíàéòè iíòåðâàë ìiæ ïîñòðiëàìè,
ïðè ÿêîìó ñíàðÿäè çiòêíóòüñÿ ìiæ ñîáîþ (îïið ïîâiòðÿ âiäñóòíié).

Çàäàìî ó Maxima ïî÷àòêîâi äàíi: ïðî¹êöi¨ øâèäêîñòåé íà êîîðäèíàòíi îñi äëÿ ïåð-
øîãî òà äðóãîãî ñíàðÿäiâ.

(%i1) ratprint:false;

(%o1) false

(%i2) v1_x(t):=v0*cos(%alpha);

(%o2) v1_x (t) := v0 · cos (α)

(%i3) v1_y(t):=v0*sin(%alpha)-g*t;

(%o3) v1_y (t) := v0 · sin (α)− g · t

(%i4) v2_x(t):=v0*cos(%beta);

(%o4) v2_x (t) := v0 · cos (β)

(%i5) v2_y(t):=v0*sin(%beta)-g*t;

(%o5) v2_y (t) := v0 · sin (β)− g · t

Êîîðäèíàòè ñíàðÿäiâ îòðèìóþòüñÿ iíòåãðóâàííÿì âiäïîâiäíèõ ïðî¹êöié øâèäêîñòåé.

(%i6) x1(t):=integrate(v1_x(%xi),%xi,0,t);

(%o6) x1 (t) :=

∫ t

0

v1_x (ξ) dξ

(%i7) y1(t):=integrate(v1_y(%xi),%xi,0,t);

(%o7) y1 (t) :=

∫ t

0

v1_y (ξ) dξ
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(%i8) x2(t):=integrate(v2_x(%xi),%xi,0,t);

(%o8) x2 (t) :=

∫ t

0

v2_x (ξ) dξ

(%i9) y2(t):=integrate(v2_y(%xi),%xi,0,t);

(%o9) y2 (t) :=

∫ t

0

v2_y (ξ) dξ

Çíàéäåìî çàãàëüíi ÷àñè ðóõó äâîõ òië, ÿêi øóêàþòüñÿ ç óìîâ y(t) = 0:

(%i10) T_1:rhs(first(solve(y1(t)=0,t)));

(%o10)
2 · sin (α) · v0

g

(%i11) T_2:rhs(first(solve(y2(t)=0,t)));

(%o11)
2 · sin (β) · v0

g

Íåõàé ïiñëÿ ïîñòðiëó ïåðøîãî ñíàðÿäó ìèíóâ ÷àñ τ , ïiñëÿ ÿêîãî çäiéñíèëè äðóãèé
ïîñòðië. Ïîçíà÷èìî ÷àñ ðóõó äî çiòêíåííÿ t. Îòðèìà¹ìî ñèñòåìó äâîõ ðiâíÿíü, îäèí ç
êîðåíiâ ÿêî¨ τ äà¹ ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i: {x1(τ + t) = x2(t); y1(τ + t) = y2(t)}.

(%i12) sol1:solve([x1(%tau+t)=x2(t),y1(%tau+t)=y2(t)],[%tau,t]);

(%o12) [[τ = −(2 · cos (α) · sin (β)− 2 · sin (α) · cos (β)) · v0
(cos (β) + cos (α)) · g

,

t = −
(
2 · cos (α)2 · sin (β)− 2 · cos (α) · sin (α) · cos (β)

)
· v0(

cos (β)2 − cos (α)2
)
· g

],

[τ = 0, t = 0]]

Ðèñ. 11.4: Òðà¹êòîði¨ ðóõó ñíàðÿäiâ.

Óâåäåìî ÷èñëîâi çíà÷åííÿ çìiííèõ òà çíàéäåìî êîíêðåòíèé âèãëÿä äëÿ τ .

(%i16) v0:300$ g:9.81$ %alpha:%pi/3$ %beta:%pi/5$

(%i17) float(sol1[1]),v0:300, g:9.81, %alpha:%pi/3, %beta:%pi/5;

(%o17) [τ = 19.00422913577016, t = 30.74948867166716]
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ßê âèäíî, ÷àñ ìiæ ïîñòðiëàìè ñòàíîâèòü 19 ñ, à çàãàëüíèé ÷àñ äî çiòêíåííÿ 50 ñ.
Çîáðàçèìî òåïåð òðà¹êòîði¨ ðóõó ñíàðÿäiâ (Ðèñ.11.4).

(%i19) plot2d([[parametric,x1(t),y1(t),[t,0,T_1]],

[parametric,x2(t),y2(t),[t,0,T_2]]],

[style,[lines,2],[lines,2]],[legend,"Ñíàðÿä 1","Ñíàðÿä 2"]);

Ïîáóäîâàíèé ãðàôiê íàäà¹ íàì äîñèòü öiííî¨ äîäàòêîâî¨ iíôîðìàöi¨. Âèäíî, ùî äàëü-
íiñòü ïîëüîòó äâîõ ñíàðÿäiâ ïðèáëèçíî îäíàêîâà, 8-9 êì, òîäi ÿê ìàêñèìàëüíà âèñîòà ïiä-
íÿòòÿ âiäðiçíÿ¹òüñÿ áiëüø íiæ óäâi÷i: 3.5 êì ó ïåðøîãî ïðîòè 1.5 êì ó äðóãîãî ñíàðÿäà.

▶ Êóëüêà ïî÷àëà ïàäàòè çi ñòàíó ñïîêîþ íà ãëàäêó

Ðèñ. 11.5: Êóëüêà íà ïîõèëié ïî-
âåðõíi.

ïîâåðõíþ, íàõèëåíó ïiä êóòîì α äî ãîðèçîíòó. Ïðîëå-
òiâøè âiäñòàíü h, âîíà âiäáèëàñü âiä ïîâåðõíi ç êîåôiöi-
¹íòîì ïðóæíîñòi k. Íà ÿêié âiäñòàíi âiä ìiñöÿ ïàäiííÿ
êóëüêà âiäiá'¹òüñÿ äðóãèé ðàç?

Iç Ðèñ.11.5 âèäíî, ùî êóò íàõèëó ïëîùèíè α ¹ êó-
òîì ìiæ ïðÿìîþ ïàäiííÿ êóëüêè òà íîðìàëëþ äî ïëîùè-
íè ïîõèëî¨ ó òî÷öi äîòèêó. Öå íàâîäèòü íà äóìêó çàïðî-
âàäèòè ñèñòåìó êîîðäèíàò, âiñü x ÿêî¨ áóäå íàïðÿìëåíà
âçäîâæ ïîõèëî¨, à âiñü y âçäîâæ íîðìàëi, ïðè÷îìó ïî÷à-

òîê ïîìiñòèìî ó òî÷êó ïàäiííÿ (Ðèñ.11.6). Òîäi ïðèñêîðåííÿ âiëüíîãî ïàäiííÿ g⃗ áóäå ìàòè
âæå äâi êîìïîíåíòè, âçäîâæ îáîõ îñåé:

gx = g sinα; gy = −g cosα.

Ïîçíà÷èìî øâèäêiñòü, ç ÿêîþ êóëüêà äîñÿãíå ïëîùèíè, ÷åðåç v0. Âîíà çíàõîäèòüñÿ
iç çàêîíó çáåðåæåííÿ åíåðãi¨ mv2

2
= mgh. Ïiñëÿ ïåðøîãî âiäáèòòÿ âíàñëiäîê âòðàòè åíåðãi¨

y-êîìïîíåíòó øâèäêîñòi íåîáõiäíî äîìíîæèòè íà k, òîäi ÿê x-êîìïîíåíòà çàëèøà¹òüñÿ
ïðàêòè÷íî íåçìiííîþ (öå ïðîÿâëÿ¹òüñÿ çîêðåìà ó òîìó, ùî êóò âiäáèâàííÿ ì'ÿ÷à âiä çåìëi
ïðè ïîâçäîâæíüîìó óäàði ñòà¹ ùîðàçó ìåíøèì).

Îòæå çàäà÷à çâåëàñü äî íàñòóïíî¨: äîñëiäèòè ðóõ òiëà, ùî ïî÷èíà¹ ðóõàòèñü iç ïî÷à-
òêîâîþ øâèäêiñòþ v0, ïiä êóòîì äî ãîðèçîíòó 90◦−α, íà ÿêå äi¹ ñèëà òÿæiííÿ iç ïðî¹êöiÿìè
ïðèñêîðåííÿ gx òà gy.

Çàïèøåìî çíà÷åííÿ âiäïîâiäíèõ øâèäêîñòåé òà iíòåãðóâàííÿì çíàéäåìî êîîðäèíàòè.

(%i1) ratprint:false;

Ðèñ. 11.6: Ñèñòåìà êîîðäèíàò
äëÿ êóëüêè.

(%o1) false

(%i2) g_x:g*sin(%alpha);

(%o2) sin (α) · g

(%i3) g_y:-g*cos(%alpha);

(%o3) − cos (α) · g

(%i4) v1_x(t):=v_0*cos(%pi/2-%alpha)+g_x*t;

(%o4) v1_x (t) := v_0 · cos
(π
2
− α

)
+ g_x · t

(%i5) v1_y(t):=k*(v_0*sin(%pi/2-%alpha)+g_y*t);

(%o5) v1_y (t) := k ·
(
v_0 · sin

(π
2
− α

)
+ g_y · t

)



Ðîçäië 11. Çàäà÷i êëàñè÷íî¨ ìåõàíiêè 171

(%i6) x1(t):=integrate(v1_x(%xi),%xi,0,t);

(%o6) x1 (t) :=

∫ t

0

v1_x (ξ) dξ

(%i7) y1(t):=integrate(v1_y(%xi),%xi,0,t);

(%o7) y1 (t) :=

∫ t

0

v1_y (ξ) dξ

(%i8) x1(t);

(%o8)
2 · sin (α) · t · v_0 + sin (α) · g · t2

2

(%i9) y1(t);

(%o9)
k · (2 · cos (α) · t · v_0 − cos (α) · g · t2)

2

Òåïåð îá÷èñëèìî ÷àñ ðóõó íà ïåðøié àðöi, ÿêèé çíàõîäèòüñÿ ç óìîâè y1(t) = 0.

(%i10) sol2:solve(y1(t)=0,t);

(%o10) [t =
2 · v_0

g
, t = 0]

(%i11) T1:rhs(first(sol2));

(%o11)
2 · v_0

g

Çíàéäåìî ïî÷àòêîâó øâèäêiñòü v0:

(%i12) v_0:rhs(second(solve(m*v^2/2=m*g*h,v)));

(%o12)
√
2 ·
√
g · h

Âiäñòàíü, ÿêó ïðîëåòiëà êóëüêà:

(%i13) L1:x1(T1),v0=sqrt(2)*sqrt(g*h);

(%o13) 8 · sin (α) · h

×èñëîâå çíà÷åííÿ âiäñòàíi:

(%i14) ev(L1,%alpha=%pi/8,h=0.5),numer;

(%o14) 1.530733729460359

Çàäàìî ïî÷àòêîâi çíà÷åííÿ äëÿ ïîáóäîâè ãðàôiêà:

(%i17) h:0.5$ g:9.81$ %alpha:%pi/8$ k=0.9$

×èñëîâå çíà÷åííÿ ÷àñó ðóõó âçäîâæ ïåðøî¨ àðêè:

(%i18) T1a:ev(T1),h=0.5, g=9.81, %alpha=%pi/8, k=0.9,numer;

(%o18) 0.638550856814101

Òåïåð ìîæåìî çîáðàçèòè ðóõ êóëüêè. Äëÿ ïîáóäîâè ãðàôiêà âèêîðèñòà¹ìî êîìàíäó
transform, ÿêà çäiéñíþ¹ ïåðåòâîðåííÿ êîîðäèíàò çà çàäàíèì ñöåíàði¹ì (ó íàøîìó âèïàäêó
öå ïîâîðîò êðèâî¨ ðóõó òà ïëîùèíè âiäáèòòÿ íà êóò α).

(%i19) load(draw);
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Ðèñ. 11.7: Ïåðøà àðêà ðóõó êóëüêè ïðè âiäáèòòi âiä ïîõèëî¨ ïëîùèíè.

(%i20) figure1:gr2d(

line_width = 3,

proportional_axes = xy,

transform = [cos(%alpha)*x + sin(%alpha)*y,

-sin(%alpha)*x + cos(%alpha)*y, x, y],

parametric(x1(t),y1(t),t,0,T1a),

color = black, line_width = 7,

polygon([[0,0],[x1(T1a),0]]),

color = blue, line_width = 3,

transform = [cos(0)*x + sin(0)*y,

-sin(0)*x + cos(0)*y, x, y],

polygon([[0,0.5],[0,0]]),

point_size = 4, point_type = filled_circle, color = navy,

transform = [cos(0)*x + sin(0)*y,

-sin(0)*x + cos(0)*y, x, y],

points([[0,0.5]]),

xrange = [-0.2,1.6],

yrange = [-0.7,1]

)$

draw(figure1), %alpha=%pi/8$

Ðåçóëüòàò çîáðàæåíèé íà Ðèñ.11.7.
Ìîæíà òàêîæ çäiéñíèòè ðîçðàõóíîê òðà¹êòîði¨ ïîëüîòó íà äðóãié àðöi. Äëÿ öüîãî

ââiäíèìè äàíèìè áóäóòü ïðîåêöi¨ øâèäêîñòi vx = v1x(T1) òà vy = kv1y(T1), ïðè iíòåãðóâàííi
êîîðäèíàò áåðóòüñÿ ïî÷àòêîâi çíà÷åííÿ x1(T1), y1(T1). Ðîçðàõóíêè ïðîâàäÿòüñÿ çà òàêîþ
æ ñõåìîþ. Öiêàâîþ îñîáëèâiñòþ òàêî¨ ñèñòåìè ¹ òå, ùî ÷àñ ðóõó ïî äðóãié àðöi çà óìîâè
k = 1 áóäå òàêèì æå, ÿê i ïî ïåðøié, õî÷ âiäñòàíü ïîëüîòó áóäå áiëüøîþ, ïðî ùî ÷èòà÷åâi
ðåêîìåíäó¹òüñÿ ïåðåêîíàòèñü ñàìîñòiéíî.

▶ Òî÷êà A çíàõîäèòüñÿ íà îáîäi êîëåñà ðàäióñà r = 0.5 ì, ÿêå êîòèòüñÿ áåç ïðîñêîâ-
çóâàííÿ ïî ãîðèçîíòàëüíié ïîâåðõíi çi øâèäêiñòþ v = 1 ì/ñ (Ðèñ.11.8). Çíàéòè ìîäóëü
òà íàïðÿì âåêòîðà ïðèñêîðåííÿ, à òàêîæ øëÿõ S, ÿêèé öÿ òî÷êà ïðîõîäèòü ìiæ äâîìà
ïîñëiäîâíèìè äîòîðêàìè äî ïîâåðõíi.

Òî÷êà A áåðå ó÷àñòü ó äâîõ ðóõàõ: îáåðòàííÿ âiäíîñíî öåíòðà êîëåñà C, òà ðiâíîìið-
íèé ðóõ âçäîâæ îñi Ox. Öþ îáñòàâèíó ìîæíà çìîäåëþâàòè òàê: çàãàëüíèé ðàäióñ-âåêòîð
òî÷êè ¹ ñóìîþ äâîõ ðàäióñ-âåêòîðiâ � òî÷êè A âiäíîñíî òî÷êè C òà òî÷êè C âiäíîñíî



Ðîçäië 11. Çàäà÷i êëàñè÷íî¨ ìåõàíiêè 173

òî÷êè O.
Äîäàìî ùå êiëüêà çàóâàæåíü. Ïî-ïåðøå, ñòàíäàð-

Ðèñ. 11.8: Òî÷êà íà îáåðòàëüíî-
ìó êîëåñi.

òíèé íàïðÿì ïîâîðîòó êóòà (ïðîòè ãîäèííèêîâî¨ ñòðië-
êè) òà íàïðÿì ïîâîðîòó êîëåñà ¹ ïðîòèëåæíèìè, òîìó
íåîáõiäíî ó ôîðìóëàõ âæèâàòè −ωt; ïî-äðóãå, ïî÷àòêîâå
ïîëîæåííÿ òî÷êè çàäà¹òüñÿ êóòîì π/2. Öi ìiðêóâàííÿ ¹
íåâàæëèâèìè äëÿ ðîçâ'ÿçêó ¾íà ïàïåði¿, îñêiëüêè êiíöå-
âèé ðåçóëüòàò íå çàëåæèòü âiä öèõ îáñòàâèí, îäíàê ïðè
ìîäåëþâàííi ðóõó òî÷êè ¨õ íåîáõiäíî âðàõîâóâàòè.

(%i1) ratprint:false;

(%o1) false

(%i2) R_CA(t):=[r*cos(-%omega*t+%pi/2),r*sin(-%omega*t+%pi/2)];

(%o2) R_CA (t) := [r · cos
(
−ω · t+ π

2

)
, r · sin

(
−ω · t+ π

2

)
]

(%i3) R_OC(t):=[v*t,r];

(%o3) R_OC(t) := [v · t, r]

(%i4) R_OA(t):=R_CA(t)+R_OC(t);

(%o4) R_OA(t) := R_CA (t) + R_OC(t)

Çíàéäåìî ïîâíó øâèäêiñòü òà ïðèñêîðåííÿ òî÷êè A:

(%i5) v_A(t):=diff(R_OA(t),t);

(%o5) v_A(t) := diff (R_OA(t) , t)

(%i6) v_A(t);

(%o6) [v + ω · r · cos (ω · t) ,−ω · r · sin (ω · t)]

(%i7) a_A(t):=diff(v_A(t),t);

(%o7) a_A(t) := diff (v_A(t) , t)

(%i8) a_A(t);

(%o8) [−ω2 · r · sin (ω · t) ,−ω2 · r · cos (ω · t)]

Ìîäóëü ïðèñêîðåííÿ |⃗a| =
√
a21 + a22:

(%i9) a=trigsimp(sqrt(a_A(t)[1]^2+a_A(t)[2]^2));

(%o9) a = ω2 · |r|

ßê áà÷èìî, îòðèìàëè äîáðå çíàíèé ðåçóëüòàò a = ω2r = v2/r, ÿêèé ñïðàâåäëèâèé
ïðè ðiâíîìiðíîìó ðóñi öåíòðà êîëåñà âçäîâæ îñi Ox. Çíàéäåìî òåïåð øëÿõ, ïðîéäåíèé
òî÷êîþ A, âií ðiâíèé iíòåãðàëó âiä øâèäêîñòi çà ïåðiîä îáåðòàííÿ T = 2π/ω:

(%i10) S:integrate(sqrt((v_A(t)[1])^2+(v_A(t)[2])^2),t,0,2*%pi/%omega),

v=%omega*r;

Isω positive or negative?pos;
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Is cos(new − var − 34506) + 1.0 positive or negative?pos;

(%o10) 8 · |r|

Íàäàìî ïàðàìåòðàì ïåâíèõ çíà÷åíü äëÿ ïîáóäîâè ãðàôiêó òðà¹êòîði¨ (Ðèñ.11.9) òà
÷èñëîâîãî ðîçðàõóíêó S.

(%i13) v:1$ r:0.5$ %omega:2$

(%i14) plot2d([parametric,R_OA(t)[1],R_OA(t)[2],[t,0,1.5*%pi]],

[x,-0.2,5],[same_xy],[style,[lines,2]],

[legend,false],[xlabel,""],[ylabel,""]);

Ðèñ. 11.9: Òðà¹êòîðiÿ ðóõó òî÷êè A íà êîëåñi.

(%i15) S, r=0.5;

(%o18) 4.0

Îòðèìàíà òðà¹êòîðiÿ ðóõó � öå öèêëî¨äà.
Çðîáèìî ùå àíiìàöiþ ðóõó òî÷êè ïî êîëåñó (Ðèñ.11.10). Çìîäåëþ¹ìî éîãî êîëîì iç

çìiííèì öåíòðîì ó òî÷öi O1(x− vt; y − r).

(%i16) with_slider_draw(

k,makelist(1.5*%pi*i/40,i,0,40),nticks=100,

point_type = filled_circle, point_size = 3, color = navy,

points([R_OA(k)[1]],[R_OA(k)[2]]),

line_width = 4, color = blue,

parametric(R_OA(t)[1],R_OA(t)[2],t,0,k),

line_width = 3, color = black, nticks = 100,

implicit((x-v*k)^2+(y-r)^2=r^2,x,0,1.5*%pi,y,0,1),

xrange=[0,1.5*%pi], yrange=[-0.2,1.2],

xaxis = true, proportional_axes = xy, delay = 2)$

Ðèñ. 11.10: Êàäð àíiìàöi¨ ðóõó êîëåñà.



Ðîçäië 12

Åâîëþöiéíi ïðîöåñè

12.1 Îñîáëèâi òî÷êè ñèñòåì àâòîíîìíèõ ÇÄÐ

Íàéáiëüø öiêàâi ðåçóëüòàòè ùîäî ìîäåëþâàííÿ âëàñòèâîñòåé äèíàìi÷íèõ ñèñòåì
îòðèìàíi íà ìîäåëÿõ iç äâîõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, ÿêi äîïóñêàþòü ÿêiñíå äîñëiäæåííÿ
çà äîïîìîãîþ ìåòîäó ôàçîâî¨ ïëîùèíè. Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó äâîõ àâòîíîìíèõ (öå îçíà÷à¹,
ùî ó ïðàâié ÷àñòèíi íåìà¹ ÿâíî¨ çàëåæíîñòi âiä ÷àñó) çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü
çàãàëüíîãî âèäó {

ẋ = P (x, y);

ẏ = Q(x, y),

äå P (x, y), Q(x, y) � íåïåðåðâíi ôóíêöi¨, âèçíà÷åíi â äåÿêié äiëÿíöi G åâêëiäîâî¨ ïëîùèíè.
ÎáëàñòüG ìîæå áóòè ÿê íåîáìåæåíîþ, òàê i ñêií÷åííîþ. ßêùî çìiííi (x, y) ìàþòü êîíêðå-
òíèé áiîëîãi÷íèé çìiñò (êîíöåíòðàöiÿ ðå÷îâèí, ÷èñåëüíiñòü ïîïóëÿöi¨ âèäiâ òîùî), íàé÷à-
ñòiøå îáëàñòü G ¹ ïîçèòèâíèì êâàäðàíòîì ïðàâî¨ ïiâïëîùèíè: {0 ≤ x ≤ ∞; 0 ≤ y ≤ ∞} .
Êîíöåíòðàöi¨ ðå÷îâèí àáî ÷èñåëüíîñòi âèäiâ ìîæóòü áóòè îáìåæåíi çâåðõó îá'¹ìîì ïî-
ñóäèíè àáî ïëîùåþ àðåàëó ïðîæèâàííÿ. Òîäi îáëàñòü çíà÷åíü çìiííèõ ìà¹ âèãëÿä
{0 ≤ x ≤ x0; 0 ≤ y ≤ y0} .

Ðîçãëÿíåìî ïëîùèíó ç îñÿìè êîîðäèíàò, íà ÿêèõ âiäêëàäåíî çíà÷åííÿ çìiííèõ x, y.
Ñóêóïíiñòü òî÷îê (x, y) íà öié ôàçîâié ïëîùèíi, ïîëîæåííÿ ÿêèõ âiäïîâiäà¹ ñòàíàì ñèñòå-
ìè â ïðîöåñi çìiíè â ÷àñi çìiííèõ x(t), y(t), íàçèâà¹òüñÿ ôàçîâîþ òðà¹êòîði¹þ, à íàïðÿìêè
öèõ çìií çàäàþòü âåêòîðíå ïîëå. Ìíîæèíà ôàçîâèõ òðà¹êòîðié ïðè ðiçíèõ ïî÷àòêîâèõ
çíà÷åííÿõ çìiííèõ äà¹ ëåãêî äîñòóïíèé äëÿ îãëÿäó òà àíàëiçó ¾ïîðòðåò¿ ñèñòåìè. Ïîáó-
äîâà ôàçîâîãî ïîðòðåòà äîçâîëÿ¹ çðîáèòè âèñíîâêè ïðî õàðàêòåð çìiíè âåëè÷èí x, y áåç
çíàííÿ àíàëiòè÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ âèõiäíî¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü.

Çàâäàííÿ ïîáóäîâè âåêòîðíîãî ïîëÿ ñïðîùó¹òüñÿ, ÿêùî îòðèìàòè âèðàç ôàçîâèõ
òðà¹êòîðié â àíàëiòè÷íîìó âèãëÿäi. Äëÿ öüîãî ðîçäiëèìî äðóãå iç ðiâíÿíü ñèñòåìè íà
ïåðøå:

dy

dx
=
Q(x, y)

P (x, y)
.

Ðîçâ'ÿçàííÿ öüîãî ðiâíÿííÿ â íåÿâíîìó âèãëÿäi F (x, y) = C, äå C � ñòàëà iíòåãðóâàííÿ,
çàäà¹ ñiìåéñòâî iíòåãðàëüíèõ êðèâèõ âèõiäíî¨ ñèñòåìè, ÿêi i áóäóòü ôàçîâèìè òðà¹êòîði-
ÿìè. Ôàçîâi òðà¹êòîði¨ ôàêòè÷íî áóäóòü ëiíiÿìè ðiâíÿ iíòåãðàëüíî¨ ôóíêöi¨ F .

Íåõàé äèíàìi÷íà ñèñòåìà çíàõîäèòüñÿ ó ñòàíi ðiâíîâàãè, öå îçíà÷à¹ ùî çìií ó ÷àñi íå
âiäáóâà¹òüñÿ: {ẋ = 0; ẏ = 0}. Ðîçâ'ÿçàâøè öþ ñèñòåìó, ìîæíà çíàéòè ðiâíîâàæíi çíà÷åí-
íÿ x òà y, ÿêi íàçèâàþòüñÿ îñîáëèâèìè òî÷êàìè. Ñòiéêiñòü îñîáëèâèõ òî÷îê âèçíà÷à¹òüñÿ
òèì, ÷è ïiäå âiä íå¨ òî÷êà M ïðè ìàëîìó âiäõèëåííi âiä ñòàöiîíàðíîãî ñòàíó (íåñòiéêà),

175
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÷è íàâïàêè, áóäå íàáëèæàòèñü (ñòiéêà). Ìàòåìàòè÷íî ñòiéêiñòü îñîáëèâèõ òî÷îê ôîðìó-
ëþ¹òüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì: ñòàí ðiâíîâàãè ¹ ñòiéêèì, ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêî¨ çàäàíî¨ îáëàñòi
âiäõèëåíü âiä ñòàíó ðiâíîâàãè D ìîæíà âêàçàòè îáëàñòü E, ÿêà îòî÷ó¹ ñòàí ðiâíîâàãè i
ìà¹ òó âëàñòèâiñòü, ùî æîäíà òðà¹êòîðiÿ, ÿêà ïî÷èíà¹òüñÿ âñåðåäèíi îáëàñòi D, íiêîëè íå
äîñÿãíå ìåæi E.

Äëÿ âåëèêîãî êëàñó ñèñòåì, õàðàêòåð ïîâåäiíêè ÿêèõ íå çìiíþ¹òüñÿ ïðè ìàëié çìiíi
âèäó ðiâíÿíü, iíôîðìàöiþ ïðî òèï ïîâåäiíêè íà îêîëi ñòàöiîíàðíîãî ñòàíó ìîæíà îòðèìà-
òè, äîñëiäæóþ÷è íå âèõiäíó, à ñïðîùåíó ëiíåàðèçîâàíó ñèñòåìó. Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó äâîõ
ëiíiéíèõ ðiâíÿíü {

ẋ = ax+ by;

ẏ = cx+ dy.

Çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê øóêàòèìåìî ó âèãëÿäi x = Aeλt; y = Beλt. Ïiäñòàíîâêà ó ñèñòåìó íàì
äà¹ {

λA = aA+ bB;

λB = cA+ dB,

{
(a− λ)A+ bB = 0;

cA+ (d− λ)B = 0.

Àëãåáðè÷íà ñèñòåìà ðiâíÿíü òàêîãî òèïó ìà¹ íåíóëüîâèé ðîçâ'ÿçîê ëèøå â òîìó âèïàäêó,
ÿêùî ¨¨ äåòåðìiíàíò, ñêëàäåíèé ç êîåôiöi¹íòiâ ïðè íåâiäîìèõ, ðiâíèé íóëþ:∣∣∣∣a− λ b

c d− λ

∣∣∣∣ = 0.

Ðîçêðèâàþ÷è öåé âèçíà÷íèê, îòðèìà¹ìî õàðàêòåðèñòè÷íå ðiâíÿííÿ ñèñòåìè

λ2 − (a+ d)λ+ (ad− bc) = 0,

ÿêå äà¹ íàì êîðåíi

λ1,2 =
a+ d

2
±
√

(a+ d)2 − 4(ad− bc)

4
.

Õàðàêòåðèñòèêà ñòiéêîñòi äàíî¨ ñèñòåìè áóäå çàëåæàòè âiä âèãëÿäó âåëè÷èí λ:
◦ äiéñíi λ1 < 0;λ2 < 0 � îñîáëèâà òî÷êà òèïó ñòiéêèé âóçîë, ôàçîâi òðà¹êòîði¨

ïàðàáîëi÷íîãî òèïó, ÿêi ñõîäÿòüñÿ äî âóçëà;
◦ äiéñíi λ1 > 0;λ2 > 0 � îñîáëèâà òî÷êà òèïó íåñòiéêèé âóçîë, ôàçîâi òðà¹êòîði¨

ïàðàáîëi÷íîãî òèïó, ÿêi ðîçõîäÿòüñÿ âiä âóçëà;
◦ äiéñíi λ1 > 0;λ2 < 0, àáî λ1 < 0;λ2 > 0 � îñîáëèâà òî÷êà òèïó ñiäëî, âîíà çàâ-

æäè íåñòiéêà, ôàçîâi òðà¹êòîði¨ ãiïåðáîëi÷íîãî òèïó, ÿêi îìèíàþòü âóçîë i ðîçõîäÿòüñÿ íà
íåñêií÷åííiñòü;

◦ êîìïëåêñíî ñïðÿæåíi λ1 = α+ iβ;λ2 = α− iβ, Re λ = α < 0 � îñîáëèâà òî÷êà òèïó
ñòiéêèé ôîêóñ, ôàçîâi òðà¹êòîði¨ ñïiðàëüíîãî òèïó, ÿêi ñõîäÿòüñÿ äî âóçëà;

◦ êîìïëåêñíî ñïðÿæåíi λ1 = α+ iβ;λ2 = α− iβ, Re λ = α > 0 � îñîáëèâà òî÷êà òèïó
íåñòiéêèé ôîêóñ, ôàçîâi òðà¹êòîði¨ ñïiðàëüíîãî òèïó, ÿêi ðîçõîäÿòüñÿ âiä âóçëà;

◦ ÷èñòî óÿâíi λ1;λ2 � îñîáëèâà òî÷êà òèïó öåíòð, âîíà çàâæäè ñòiéêà, ôàçîâi òðà¹-
êòîði¨ åëiïòè÷íîãî òèïó, ÿêi îáåðòàþòüñÿ íàâêîëî âóçëà.

Ï'ÿòü òèïiâ ñòàíó ðiâíîâàãè æîðñòêi, ¨õ õàðàêòåð íå çìiíþ¹òüñÿ çà äîñèòü ìàëèõ
çìií ïðàâèõ ÷àñòèí âèõiäíî¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü. Ïðè öüîìó ìàëèìè ìàþòü áóòè çìiíè íå
ëèøå ïðàâèõ ÷àñòèí, à é ¨õ ïîõiäíèõ ïåðøîãî ïîðÿäêó. Øîñòèé ñòàí ðiâíîâàãè � öåíòð �
íåæîðñòêèé. Ïðè ìàëèõ çìiíàõ ïàðàìåòðiâ ïðàâî¨ ÷àñòèíè ðiâíÿíü âií ïåðåòâîðþ¹òüñÿ íà
ñòiéêèé àáî íåñòiéêèé ôîêóñ.
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ßêùî ïðàâi ÷àñòèíè âèõiäíî¨ ñèñòåìè ¹ íåëiíiéíèìè âèðàçàìè, íåîáõiäíî ïðîâåñòè

ïðîöåäóðó ëiíåàðèçàöi¨ ðiâíÿíü. Çàïðîâàäèìî óçàãàëüíåíó êîîðäèíàòó z =

(
x
y

)
òà óçà-

ãàëüíó ôóíêöiþ F (z) =

(
Q(z)
P (z)

)
Òîäi âèõiäíà ñèñòåìà ïðèéìà¹ âèãëÿä

ż = F (z).

Íåõàé òî÷êà z0 ¹ îñîáëèâîþ òî÷êîþ âèõiäíî¨ ñèñòåìè, ùî îçíà÷à¹ F (z0) = 0. Ìè
ïðèïóñêà¹ìî, ùî ôóíêöi¨ f i g ïðèíàéìíi C1-ãëàäêi (òîáòî ìàþòü íåïåðåðâíi ÷àñòèííi
ïîõiäíi) i îòæå âiäîáðàæåííÿ F ¹ äèôåðåíöiéîâíèì. Ðîçêëàäåìî éîãî ïîáëèçó îñîáëèâî¨
òî÷êè:

F (z) = F (z0) +
∂F

∂z

∣∣∣∣
z=z0

· (z − z0) + o(|z − z0|).

Òóò ∂F
∂z

= J � ìàòðèöÿ ßêîái âiäîáðàæåííÿ F , òîáòî

J =

(
f ′
x(x0, y0) f ′

y(x0, y0)
g′x(x0, y0) g′y(x0, y0)

)
.

Âiäêèíóâøè ìàëèé äîäàíîê o(|z− z0|) (ïîáëèçó îñîáëèâî¨ òî÷êè âií ïðàêòè÷íî íóëüîâèé),
òà ïîçíà÷èâøè {x− x0 = u, y − y0 = v} (ôàêòè÷íî öå îçíà÷à¹ ïåðåíåñåííÿ ïî÷àòêó êîîð-
äèíàò â îñîáëèâó òî÷êó), ìîæíà çàïèñàòè

ż = J · (z − z0),

(
u̇
v̇

)
= J ·

(
u
v

)
.

Îòðèìàëè òåïåð ñèñòåìó ëiíiéíèõ ðiâíÿíü, ÿêó âæå ìîæíà àíàëiçóâàòè îïèñàíèìè âèùå
ìåòîäàìè. ßê áà÷èìî, òèï îñîáëèâî¨ òî÷êè çàëåæèòü âiä âëàñíèõ çíà÷åíü ìàòðèöi ßêîái
ëiíåàðèçîâàíî¨ ñèñòåìè ó ñàìèõ öèõ òî÷êàõ.

12.2 Ëîãiñòè÷íå ðiâíÿííÿ

Çàãàëîì ïèòàííÿ ÷èñåëüíîñòi íàñåëåííÿ áóëî ðîçãëÿíóòå ùå Òîìàñîì Ìàëüòóñîì
(1798), ÿêèé çàïðîïîíóâàâ ïðèéíÿòè çáiëüøåííÿ êiëüêîñòi íàñåëåííÿ ïðîïîðöiéíèì äî
ñàìîãî íàñåëåííÿ: dN

dt
= kN , ùî ïiñëÿ iíòåãðóâàííÿ äà¹ åêñïîíåíöiàëüíèé çàêîí çðîñòàííÿ

N = N0e
kt. Öi ïðîñòi ìiðêóâàííÿ ñêëàëè âåëèêå âðàæåííÿ íà íàóêîâó ñïiëüíîòó ñâiòó,

ñòàâøè ïðåäìåòîì îáãîâîðåííÿ â÷åíèõ, ôiëîñîôiâ, ïîëiòèêiâ. Äîñòàòíüî ëèø âiäìiòèòè,
ùî ïiä ¨õ âïëèâîì ïèñàëè ñâî¨ ðîáîòè òâîðöi ñó÷àñíî¨ áiîëîãi¨ òà åêîíîìiêè ×. Äàðâií
òà Äæ. Êåéíñ. Çâiñíî, òàêà ãðóáà ìîäåëü ç îäíèì ïàðàìåòðîì íå ìîæå ãàðíî îïèñóâàòè
ðåàëüíiñòü, òîìó ¨¨ íåîáõiäíî áóëî óñêëàäíþâàòè òà ðîçâèâàòè.

12.2.1 Íåïåðåðâíèé âèïàäîê: ðiâíÿííÿ Âåðãàëñòà

Ó äîâãîñòðîêîâié ïåðñïåêòèâi ìîäåëü Ìàëüòóñà íå âèãëÿäà¹ ïðàâäîïîäiáíîþ: âîíà
iãíîðó¹ îáìåæóâàëüíi ôàêòîðè, òàêi ÿê ðîçïîâñþäæåííÿ õâîðîá àáî áðàê ðåñóðñiâ. Ïðîñòó
ìîäèôiêàöiþ, ÿêà âðàõîâó¹ öi ôàêòîðè, ìîæíà îòðèìàòè çàìiíîþ ñòàëîãî k íà ïàðàìåòð,
çàëåæíèé âiä N : k = a− bN , òîäi ðiâíÿííÿ ïðèéìà¹ âèãëÿä

dN(t)

dt
= (a− bN(t))N(t),
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äå a > b > 0. Ðîçäiëèâøè íà a òà çäiéñíèâøè çàìiíó N(t) = a
b
x(t), a = k, îòðèìà¹ìî

dx(t)

dt
= kx(t) · (1− x(t)),

äå k � ïîçèòèâíà êîíñòàíòà, ùî õàðàêòåðèçó¹ ñòóïiíü çðîñòàííÿ. Öå ðiâíÿííÿ, íàçâàíå
ëîãiñòè÷íèì, çàïðîïîíóâàâ Ï. Âåðãàëñò ó 1838 ð.

Çàñòîñó¹ìî Maxima ùîá éîãî ðîçâ'ÿçàòè.

(%i1) deqn1:'diff(x,t)=k*x*(1-x);

(%o1)
d

d t
· x = k · (1− x) · x

(%i2) ode2(deqn1,x,t);

(%o2)
log (x)− log (x− 1)

k
= t+%c

(%i3) ic1(%,t=0,x=x0),logcontract;

(%o3)
log
(

x
x−1

)
k

=
log
(

x0
x0−1

)
+ k · t

k

(%i4) solve(%,x);

(%o4) [x =
ek·t · x0

(ek·t − 1) · x0 + 1
]

Îòðèìàëè ðîçâ'ÿçîê, ùî çàëåæèòü âiä x0 òà k. Ïåðåòâîðèìî éîãî ó ôóíêöiþ âiä t.

(%i5) define(x(t),rhs(first(%o4)));

(%o5) x (t) :=
ek·t · x0

(ek·t − 1) · x0 + 1

Ïîãëÿíóâøè íà âèãëÿä îäåðæàíî¨ ôóíêöi¨, ìîæíà âiäìiòèòè, ùî âîíà ïðÿìó¹ äî 1
ïðè t→ ∞. Çîáðàçèìî öå ãðàôi÷íî, íàäàâøè ðiçíi çíà÷åííÿ äëÿ k, òà ïîêëàäåìî x0 = 0.1.

(%i6) plot2d(makelist(subst([k=d*0.3,x0=0.1],x(t)),d,1,5),

[t,0,15],[style,[lines,2]],

[legend,"k=0.3","k=0.6","k=0.9","k=1.2","k=1.5"],

[gnuplot_preamble,"set key right bottom"]);

×èì áiëüøå k, òèì øâèäøå ëîãiñòè-

Ðèñ. 12.1: Ëîãiñòè÷íi êðèâi ïðè ðiçíèõ k.

÷íà êðèâà âèõîäèòü íà ïëàòî (äîñÿãà¹ ñâî-
ãî ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åííÿ òà ôàêòè÷íî
íå çìiíþ¹òüñÿ). Â 1920 ðîöi àìåðèêàíñüêèé
â÷åíèé Ð. Ïiðë ïðîâiâ øèðîêîìàñøòàáíi
äîñëiäæåííÿ ç ïiäðàõóâàííÿ ÷èñåëüíîñòi
ïëîäîâèõ ìóõ â ëàáîðàòîðíèõ óìîâàõ. Âñi
âîíè ïiäòâåðäèëè S-ïîäiáíèé çàêîí çðîñòà-
ííÿ ïîïóëÿöi¨, òîìó ëîãiñòè÷íå ðiâíÿííÿ
ââàæà¹òüñÿ äîñèòü òî÷íîþ ìîäåëëþ ÷è-
ñåëüíîñòi, àëå çà óìîâè íåñêií÷åííèõ çîâ-
íiøíiõ ðåñóðñiâ òà âiäñóòíîñòi êîíêóðåíöi¨
ìiæ ïðåäñòàâíèêàìè ãðóïè. Öþ êðèâó ìî-
æíà çàñòîñóâàòè i äëÿ îïèñó äèíàìiêè íà-

ðîäîíàñåëåííÿ, ÿêùî âðàõóâàòè, ùî ðîçâèòîê ïðîäóêòèâíîñòi òà îõîðîíè çäîðîâ'ÿ çìiíþ¹
âåëè÷èíó ïàðàìåòðiâ, òîìó öå ïðèçâîäèòü äî ïåðåñêîêó íà íîâó êðèâó, iç íîâèìè çíà÷åí-
íÿìè k òà x0.
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12.2.2 Äèñêðåòíèé âèïàäîê: ðiâíÿííÿ Ìåÿ

Ðiâíÿííÿ Âåðãàëñòà íå âèäîçìiíþâàëîñü àæ äî 1976 ð., êîëè ìàòåìàòèê Ð. Ìåé âèði-
øèâ çàñòîñóâàòè éîãî äëÿ ìîäåëþâàííÿ êiëüêîñòi êîìàõ ÷è iíøèõ òâàðèí, ÿêi ðîçìíîæó-
þòüñÿ íå íåïåðåðâíî ïðîòÿãîì ðîêó, à ëèøå ó ïåâíi ÷àñîâi ïðîìiæêè, â öiëêîì âèçíà÷åíi
äíi ðîêó (âçèìêó ïîïåðåäí¹ ïîêîëiííÿ êîìàõ ïîâíiñòþ âèìèðà¹, à âëiòêó ç âiäêëàäåíèõ
ÿ¹öü ç'ÿâëÿ¹òüñÿ íîâå ïîêîëiííÿ). Òîäi âèíèêà¹ äèñêðåòíå ðiâíÿííÿ âèãëÿäó

xn+1 = rxn(1− xn).

Iíäåêñ n âiäiãðà¹ ðîëü íîìåðà ðîêó, xn � âiäíîñíà ÷èñåëüíiñòü ïîïóëÿöi¨. Ôóíêöiÿ y =
x(1− x) ¹ êâàäðàòè÷íîþ, ç âåðøèíîþ ó òî÷öi (0.5; 0.25), òîìó óìîâà 0 < xn < 1 çóìîâëþ¹
äëÿ r ïðîìiæîê 0 < r < 4.

Çäàâàëîñÿ á, ïåðåòâîðåííÿ íåïåðåðâíîãî ðiâíÿííÿ íà äèñêðåòíå íi÷îãî îñîáëèâîãî íå
çìiíþ¹ ó ïîâåäiíöi ðîçâ'ÿçêiâ, îñêiëüêè îñòàííi ¹ ïiäìíîæèíîþ ïåðøèõ. Îäíàê âèÿâèëîñü,
ùî öå âðàæåííÿ îìàíëèâå, i ïåðåõiä äî äèñêðåòèçàöi¨ âèêðèâà¹ íîâi, öiêàâi îñîáëèâîñòi
ìîäåëi.

Çíàéäåìî òî÷êó ðiâíîâàæíîãî ñòàíó � òîáòî òàêîãî, ïðè ÿêîìó ÷èñåëüíiñòü ïîïóëÿöi¨
çàëèøà¹òüñÿ íåçìiííîþ. Ïîçíà÷èìî ¨¨ áóêâîþ c.

(%i1) solve(c=r*c*(1-c),c);

(%o1) [c =
r − 1

r
, c = 0]

Iç òåîði¨ íåïåðåðâíîãî ëîãiñòè÷íîãî ðiâíÿííÿ ìîæíà áóëî á î÷iêóâàòè, ùî ïîñëiäîâ-
íiñòü xn áóäå îáìåæåíà çâåðõó òà ïðè n → ∞ ïðÿìóâàòèìå äî c, îäíàê òàêèé ñöåíàðié
áóäå âiäáóâàòèñü íå äëÿ âñiõ r.

Çàïðîâàäèìî òåïåð îïåðàòîð åâîëþöi¨ F (r, x) = rx(1 − x), òà âèêîðèñòà¹ìî ïàêåò
dynamics óMaxima, ç ÿêèì ìè ìàëè ñïðàâó ðàíiøå ïðè ÷èñëîâîìó iíòåãðóâàííi ÇÄÐ. Öåé
ïàêåò ìiñòèòü iíñòðóìåíòè äëÿ äîñëiäæåííÿ åâîëþöi¨ ñèñòåì ó ðiçíèõ ïðåäñòàâëåííÿõ,
ôðàêòàëiâ òà ií. Êîìàíäà

evolution(F,x0,n,opts) � çîáðàæà¹ n + 1 òî÷êó íà äâîâèìiðíîìó ãðàôiêó, äå x-
êîîðäèíàòè òî÷îê ¹ öiëèìè ÷èñëàìè 0, 1, 2, ...n à y-êîîðäèíàòè � âiäïîâiäíi çíà÷åííÿ x(n)
ïîñëiäîâíîñòi, âèçíà÷åíî¨ çà ðåêóðåíòíèì ñïiââiäíîøåííÿì xn+1 = F (xn). Äëÿ ïðèêëàäó,
ïðè F = cosx òà x0 = 2 áóäåìî ìàòè x4 = cos(cos(cos(cos 2))).

Ïî÷àòêîâå çíà÷åííÿ x0 îáåðåìî âèïàäêîâèì ÷èíîì. Áóäåìî íàäàâàòè r ðiçíi çíà÷åííÿ
òà äîñëiäèìî ïîâåäiíêó xn.

(%i2) F(r,x):=r*x*(1-x);

(%o2) F (r, x) := r · x · (1− x)

(%i3) load(dynamics);

(%i4) x0:random(1.0);

(%o4) 0.9138095996128959

(%i5) evolution(F(0.25,x),x0,15);

Îòðèìàíå çîáðàæåííÿ íà Ðèñ.12.2 ïîêàçó¹, ùî ïîïóëÿöiÿ âèìèðà¹, ïðè÷îìó öÿ îá-
ñòàâèíà íiÿê íå çàëåæèòü âiä ïî÷àòêîâîãî çíà÷åííÿ x0. Çàãàëîì â çàëåæíîñòi âiä çíà÷åííÿ
r ìîæëèâi íàñòóïíi ñöåíàði¨ ïîâåäiíêè ðîçâ'ÿçêiâ:

� ïðè 0 < r ≤ 1 ðîçâ'ÿçêè iäóòü äî íóëÿ, òîáòî ïîïóëÿöiÿ çíèêà¹ ïðè áóäü-ÿêîìó
çíà÷åííi x0 (Ðèñ.12.2);
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Ðèñ. 12.2: 0 < r ≤ 1. Ðèñ. 12.3: 1 < r ≤ 2.

� ïðè 1 < r ≤ 2 ðîçâ'ÿçêè øâèäêî âèõîäÿòü íà ïëàòî ðiâíîâàæíîãî çíà÷åííÿ c = r−1
r

íåçàëåæíî âiä x0 (Ðèñ.12.3);

(%i6) evolution(F(1.7,x),x0,15);

� ïðè 2 < r ≤ 3 ðîçâ'ÿçêè òåæ âèõîäÿòü íà ðiâíîâàæíå çíà÷åííÿ c = r−1
r
, ïðè öüîìó

êîëèâàþ÷èñü íàâêîëî íüîãî (Ðèñ.12.4);

(%i7) evolution(F(2.7,x),x0,15);

� ïðè 3 < r ≤ 3.44949 êiëüêiñòü ïîïóëÿöi¨ îñöèëþ¹ ïîáëèçó äâîõ çíà÷åíü, êî-
òði ìàéæå íå çàëåæàòü âiä ïî÷àòêîâîãî x0. Öi çíà÷åííÿ çàëåæíi âiä r: x± =
1
2r

(
r + 1±

√
(r − 3)(r + 1)

)
(Ðèñ.12.5);

(%i8) evolution(F(3.25,x),x0,25);

� ïðè 3.44949 < r ≤ 3.54409 êiëüêiñòü ïîïóëÿöi¨ îñöèëþ¹ âæå ïîáëèçó ÷îòèðüîõ çíà-
÷åíü, ÿêi ¹ êîðåíÿìè ðiâíÿííÿ 4-ãî ñòåïåíÿ i çíàõîäÿòüñÿ ÷èñëîâî (Ðèñ.12.6);

Ðèñ. 12.4: 2 < r ≤ 3. Ðèñ. 12.5: 3 < r ≤ 3.44949.
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Ðèñ. 12.6: 3.44949 < r ≤ 3.54409. Ðèñ. 12.7: r > 3, 56995.

(%i9) evolution(F(3.5,x),x0,50);

� ïðè 3.54409 < r ≤ 3.56995 êiëüêiñòü ïîïóëÿöi¨ îñöèëþ¹ ïîáëèçó 8, 16, 32,... çíà÷åíü.
Äîâæèíè iíòåðâàëiâ ïàðàìåòðó r, ÿêi çàäàþòü êîëèâàííÿ ïåâíîãî ïåðiîäó, øâèäêî
çìåíøóþòüñÿ, àëå âiäíîøåííÿ äîâæèí äâîõ ïîñëiäîâíèõ áiôóðêàöiéíèõ iíòåðâàëiâ
íàáëèæà¹òüñÿ äî ñòàëî¨ Ôåéãåíáàóìà δ = 4.669201;

� ïðè r > 3, 56995 íiÿêîãî âïîðÿäêîâàíîãî ïðîöåñó âæå íåìà¹ (Ðèñ.12.7). Ç ìàéæå
âñiõ ïî÷àòêîâèõ óìîâ íåìîæëèâî îòðèìàòè êîëèâàííÿ ñêií÷åííîãî ïåðiîäó. Íåâåëèêi
çìiíè ïî÷àòêîâî¨ ÷èñåëüíîñòi ïîïóëÿöi¨ x0 äàþòü äóæå âiäìiííi ðåçóëüòàòè åâîëþöi¨,
ùî ¹ îñíîâíîþ õàðàêòåðèñòèêîþ õàîñó.

(%i10) evolution(F(3.7,x),x0,100);

Áiîëîãi÷íèé çìiñò ðîçäâî¹ííÿ êiëüêîñòi ïîïóëÿöi¨ òà ¨¨ êîëèâàííÿ ïîáëèçó ÿêîãîñü
ñòàöiîíàðíîãî çíà÷åííÿ íàñòóïíèé: çà ñïðèÿòëèâèõ ïðèðîäíèõ óìîâ, êîëè r ïåðåâèùó¹
3, êîìàõè ïî÷èíàþòü iíòåíñèâíî ðîçìíîæóâàòèñü i âèõîäÿòü íà áiëüøèé êîðiíü ðîçäâî¹-
íîãî ïåðiîäó. Öå ïðèçâîäèòü äî çíà÷íîãî çáiëüøåííÿ ¨õ ÷èñåëüíîñòi, ùî ïðè îáìåæåíèõ
ðåñóðñàõ âèêëèêà¹ âèñîêó ñìåðòíiñòü. Îòæå íà íàñòóïíèé ðiê êiëüêiñòü êîìàõ çìåíøó¹-
òüñÿ i âèõîäèòü íà ìåíøèé êîðiíü. Öåé ïðîöåñ çà iäåàëüíî òîòîæíèõ óìîâ áóäå çàâæäè
ïîâòîðþâàòèñü. Çâiñíî, ó ïðèðîäi òàêîãî òî÷íîãî äóáëþâàííÿ íå ñïîñòåðiãà¹òüñÿ, òîìó i
÷èñåëüíiñòü ìîæå êîëèâàòèñü ïîáëèçó ðiçíèõ âiòîê ñòàöiîíàðíèõ çíà÷åíü: êiëüêà ðîêiâ ïî-
ïóëÿöiÿ ïåðåáóâà¹ íà îäíié âiòöi, ïîòiì ïåðåñòðèáó¹ íà iíøó. Ñóòò¹âi çìiíè ïðèðîäíèõ óìîâ
ìîæóòü ñèëüíî çìiñòèòè ÷èñåëüíiñòü iç âåðõíiõ ñòàöiîíàðíèõ ãiëîê íà íèæíi, àáî íàâïàêè.

Ìè áà÷èëè, ùî ïîâåäiíêà îðáiò äëÿ ëîãiñòè÷íî¨ êàðòè çàëåæèòü âiä ïàðàìåòðà r. Ôà-
êòè÷íî, ïî÷èíàþ÷è ç r = 3 i äàëi, êiëüêiñòü ïåðiîäè÷íèõ òî÷îê çðîñòà¹ ó âèãëÿäi ¾êàñêàäó
ïîäâî¹ííÿ ïåðiîäó¿. Âèâ÷àòè çìiíó ñòðóêòóðè ïåðiîäè÷íèõ îðáiò ìîæíà çà äîïîìîãîþ òàê
çâàíèõ áiôóðêàöiéíèõ äiàãðàì. Ó íèõ çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà r ïðåäñòàâëÿþòüñÿ íà ãîðèçîí-
òàëüíié îñi. Äëÿ êîæíî¨ ç öèõ âåëè÷èí âèçíà÷àþòüñÿ çíà÷åííÿ âiäïîâiäíèõ ïðèòÿãóþ÷èõ
ñòàöiîíàðíèõ òî÷îê. Maxima ðåàëiçó¹ öi ãðàôiêè âáóäîâàíîþ êîìàíäîþ

orbits(F,x0,n1,n2,[r,r1,r2,rstep],opts) � çîáðàæà¹ äiàãðàìó îðáiò äëÿ ñiìåé-
ñòâà îäíîâèìiðíèõ äèñêðåòíèõ äèíàìi÷íèõ ñèñòåì ç îäíèì ïàðàìåòðîì r, ÿêèé ïðèéìà¹
çíà÷åííÿ â iíòåðâàëi âiä r1 äî r2 ç êðîêîì rstep; n1 òà n2 ïîçíà÷àþòü íîìåðè iòåðàöié
çàñòîñóâàííÿ ôóíêöi¨ F íà x0.
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Ùîá ñïîñòåðåãòè, äëÿ ïðèêëàäó, 8 ðîçãàëóæåíü, áóäåìî çìiíþâàòè r âiä 2.5 äî 3.55
(Ðèñ.12.8).

Ðèñ. 12.8: Ðîçãàëóæåííÿ ïåðiîäó 8. Ðèñ. 12.9: Ïîâíà áiôóðêàöiéíà äiàãðàìà.

(%i11) orbits(F(r,x),x0,150,300,[r,2.5,3.55],[style,[points,0.5]]);

Ðîçãàëóæåííÿ íà 8 âiòîê âèäíî ñïðàâà íà ñàìîìó êðàþ. Ìîæíà áóëî á ÷iòêiøå çîáðà-
çèòè ¨õ, çìiíèâøè ìàñøòàá òà îáðàõîâóâàòè r âiä 3.5 äî 3.55 (çàëèøèìî öå ÷èòà÷ó). Ïîâíà
áiôóðêàöiéíà äiàãðàìà, çi çìiíîþ r äî êðàéíüîãî çíà÷åííÿ 4, âiäîáðàæåíà íà Ðèñ.12.9.
ßê âèäíî, äîñèòü íåñïîäiâàíî ç'ÿâëÿþòüñÿ îñòðiâêè ïîðîæíiõ ìiñöü, òîáòî iñíóþòü òàêi
çíà÷åííÿ ÷èñåëüíîñòi, êîòðèõ ïîïóëÿöiÿ íiêîëè íå çìîæå äîñÿãíóòè.

(%i12) orbits(F(r,x),x0,150,300,[r,2.9,4],[style,[points,0.2]]);

Îòðèìàíà òàêèì ÷èíîì ïîâíà äiàãðàìà ìà¹ îñîáëèâó âëàñòèâiñòü: âîíà ñàìîïîäiáíà.
Öå îçíà÷à¹, ùî ïiñëÿ çìiíè ìàñøòàáó îòðèìàíå çîáðàæåííÿ ìà¹ òàêó ñàìó ñòðóêòóðó, ùî
é âèõiäíå. Ìiðîþ ñàìîïîäiáíîñòi ìíîæèíè ¹ ¨¨ ôðàêòàëüíà ðîçìiðíiñòü, ÿêà íà âiäìiíó âiä
ðîçìiðíîñòi âåêòîðíîãî ïðîñòîðó, ìîæå áóòè íåöiëèì ÷èñëîì. Òîìó áiôóðêàöiéíà äiàãðàìà
¹ ðiçíîâèäîì ôðàêòàëó.

12.3 Ìîäåëi âçà¹ìîäiþ÷èõ ïîïóëÿöié

Ðîçãëÿäàþ÷è ðiâíÿííÿ äèíàìiêè ïîïóëÿöié, ìè çâåðòàëó óâàãó â ïåðøó ÷åðãó íà
ëþäñüêèé ñîöióì, ó ÿêîãî ¹ çîâíiøíié ðåñóðñ ó âèãëÿäi ¨æi, òà ïðèðîäíÿ ñìåðòíiñòü âiä
õâîðîá ÷è iíøèõ ÷ëåíiâ òîãî æ ñîöióìó. Ïîâíîöiííî¨ âçà¹ìîäi¨ ç iíøèìè ïîïóëÿöiÿìè iñòîò
íå âiäáóâà¹òüñÿ, îñêiëüêè ëþäèíà ñòî¨òü íà âåðõíié ëàíöi áiîëîãi÷íîãî ðîçâèòêó. ßêùî æ
ðîçãëÿíóòè ÿêèé-íåáóäü çàìêíóòèé áiîöåíîç iç âçà¹ìîäi¹þ ðiçíèõ âèäiâ, âèíèêàþòü öiêàâi
îñîáëèâîñòi ïîâåäiíêè ¨õ ÷èñåëüíîñòi.

12.3.1 Ìîäåëü Ëîòêè�Âîëüòåððè

Âïåðøå ìàòåìàòè÷íà ìîäåëü ¾õèæàê-æåðòâà¿ áóëà îòðèìàíà À. Ëîòêîþ (1925), ÿêèé
âèêîðèñòîâóâàâ äëÿ îïèñó äèíàìiêè âçà¹ìîäiþ÷èõ áiîëîãi÷íèõ ïîïóëÿöié. Òðîõè ïiçíiøå i
íåçàëåæíî âiä Ëîòêè àíàëîãi÷íi (i áiëüø ñêëàäíi) ìîäåëi áóëè ðîçðîáëåíi iòàëiéñüêèì ìà-
òåìàòèêîì Â. Âîëüòåððîþ (1926), ãëèáîêi äîñëiäæåííÿ ÿêîãî â ãàëóçi åêîëîãi÷íèõ ïðîáëåì
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çàêëàëè ôóíäàìåíò ìàòåìàòè÷íî¨ òåîði¨ áiîëîãi÷íèõ ïîïóëÿöié àáî òàê çâàíî¨ ìàòåìàòè-
÷íî¨ åêîëîãi¨. Ñàìà ðîáîòà Âîëüòåððè áóëà âèêîíàíà ç ìåòîþ ïîÿñíåííÿ öèêëi÷íèõ çìií,
ÿêi ñïîñòåðiãàþòüñÿ â ïîïóëÿöiÿõ àêóë i ïðîìèñëîâèõ ðèá â Àäðiàòè÷íîìó ìîði.

Ïîçíà÷èìî çà x êiëüêiñòü òðàâî¨äíèõ òâàðèí (æåðòâè, äëÿ ïðèêëàäó êðîëèêè), à çà y
� êiëüêiñòü ì'ÿñî¨äíèõ (õèæàêè, äëÿ ïðèêëàäó ëèñèöi). Çðîñòàííÿ ïîïóëÿöi¨ æåðòâ âiäïî-
âiäàòèìå ìîäåëi Ìàëüòóñà, òîáòî öå çðîñòàííÿ áóäå åêñïîíåíöiéíèì áåç õèæàêiâ. ßêùî æ
íå áóäå êðîëèêiâ, òî ïîïóëÿöiÿ ëèñèöü áóäå íóëüîâîþ, îñêiëüêè ¨ì íå áóäå ÷èì õàð÷óâàòè-
ñÿ. Âiäïîâiäíî äî öèõ âèñíîâêiâ òà ïîçíà÷åíü, ìîæåìî çàïèñàòè ñèñòåìó äèôåðåíöiàëüíèõ
ðiâíÿíü, ùî âèðàæà¹ ÷èñåëüíiñòü ïîïóëÿöi¨ îáîõ âèäiâ:{

dx
dt

= ax− pxy;
dy
dt

= −by + qxy.

Öÿ ñóêóïíiñòü íàçèâà¹òüñÿ ñèñòåìîþ Ëîòêè�Âîëüòåððè. Ó íié: a � øâèäêiñòü çðîñòàííÿ
÷èñåëüíîñòi òðàâî¨äíèõ áåç õèæàêiâ; b � øâèäêiñòü ñêîðî÷åííÿ ÷èñåëüíîñòi ì'ÿñî¨äíèõ áåç
òðàâî¨äíèõ; p i q � øâèäêiñòü, ç ÿêîþ çóñòði÷i õèæàêiâ ç æåðòâàìè âèäàëÿþòü òðàâî¨äíèõ
ç ïîïóëÿöi¨, i øâèäêiñòü, ç ÿêîþ öi çóñòði÷i äîçâîëÿþòü õèæàêàì äîäàâàòè ÷èñåëüíiñòü
ñâî¹¨ ïîïóëÿöi¨.

Iç ðiâíÿíü âèäíî, ùî áóäü-ÿêà çìiíà ÷èñåëüíîñòi òðàâî¨äíèõ âïëèâà¹ íà ÷èñåëüíiñòü
ì'ÿñî¨äíèõ i íàâïàêè, òîìó äâi ïîïóëÿöi¨ ñëiä ðîçãëÿäàòè ðàçîì. ßêùî ïîïóëÿöiÿ òðà-
âî¨äíèõ çáiëüøó¹òüñÿ, éìîâiðíiñòü çóñòði÷åé õèæàê-æåðòâà çðîñòà¹, i, âiäïîâiäíî (÷åðåç
äåÿêèé ÷àñ), çðîñòà¹ ïîïóëÿöiÿ õèæàêiâ. Àëå çðîñòàííÿ ïîïóëÿöi¨ õèæàêiâ ïðèçâîäèòü äî
ñêîðî÷åííÿ ïîïóëÿöi¨ òðàâî¨äíèõ (òàêîæ ïiñëÿ äåÿêî¨ çàòðèìêè), ùî âåäå äî çíèæåííÿ
÷èñåëüíîñòi ïîòîìñòâà õèæàêiâ, à öå ïiäâèùó¹ êiëüêiñòü òðàâî¨äíèõ i òàê äàëi.

ßêùî ïîêëàñòè p òà q ðiâíèìè íóëþ (âçà¹ìîäi¨ íå âiäáóâà¹òüñÿ), äëÿ îáîõ âèäiâ ìà¹ìî
åêñïîíåíöiàëüíèé çàêîí çìiíè ÷èñåëüíîñòi, òiëüêè äëÿ êðîëèêiâ âií äîäàòíié, ¨õ êiëüêiñòü
iäå äî íåñêií÷åííîñòi, à äëÿ ëèñèöü âiä'¹ìíèé, âîíè øâèäêî âèìèðàþòü.

Àíàëiòè÷íî öÿ ñèñòåìà ¹ íåðîçâ'ÿçíîþ, öå ìîæíà çðîáèòè ëèøå ÷èñëîâèìè ìåòîäàìè.
Âòiì, ïåðøèé iíòåãðàë ¨¨ ìîæíà çíàéòè ïðÿìèì iíòåãðóâàííÿì.

Çàïèñó¹ìî äâà ðiâíÿííÿ âèõiäíî¨ ñèñòåìè:

(%i1) depends([x,y],t);

(%o1) [x (t) , y (t)]

(%i2) deqn1:'diff(x,t)=a*x-p*x*y;

(%o2)
d

d t
· x = a · x− p · x · y

(%i3) deqn2:'diff(y,t)=-b*y+q*x*y;

(%o3)
d

d t
· y = q · x · y − b · y

Ñïðîáà ïðÿìîãî ðîçâ'ÿçàííÿ ñèñòåìè êîìàíäîþ desolve ïðèçâîäèòü äî ïîÿâè óçà-
ãàëüíåíèõ iíòåãðàëüíèõ ôóíêöié ç ïåðåòâîðåííÿìè Ëàïëàñà, òîìó òàêèé ðîçâ'ÿçîê ìàëî
ïðèäàòíèé äëÿ àíàëiçó. Ïîäiëèìî äðóãå ðiâíÿííÿ íà ïåðøå òà çíàéäåìî ïåðøèé iíòåãðàë:

(%i4) eq1:ode2('diff(y,x)=rhs(deqn2)/rhs(deqn1),y,x);

(%o4) a · log (y)− p · y = −b · log (x) + q · x+%c

(%i5) eq2:solve(eq1,%c);

(%o5) [%c = a · log (y)− p · y + b · log (x)− q · x]
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Çàïðîâàäèìî íîâó ôóíêöiþ F (x, y), ëiíi¨ ðiâíÿ ÿêî¨ áóäóòü ôàçîâèìè òðà¹êòîðiÿìè
ñèñòåìè.

(%i6) F(x,y):=a*log(y)-p*y+b*log(x)-q*x;

(%o6) F (x, y) := a · log (y)− p · y + b · log (x)− q · x

Äëÿ ïîäàëüøîãî àíàëiçó òà ïîáóäîâè ãðàôiêiâ çàäàìî êîíêðåòíi çíà÷åííÿ ïàðàìåòðiâ:

(%i7) F1(x,y):=at(F(x,y),[a=0.2,b=0.3,p=1.5,q=2]);

(%o7) F1 (x, y) := at (F (x, y) , [a = 0.2, b = 0.3, p = 1.5, q = 2])

(%i8) F1(x,y);

(%o8) 0.2 · log (y)− 1.5 · y + 0.3 · log (x)− 2 · x

Òåïåð çîáðàçèìî öþ ôóíêöiþ ðàçîì ç ¨¨ ëiíiÿìè ðiâíÿ (Ðèñ. 12.10).

Ðèñ. 12.10: Ïîâåðõíÿ ôóíêöi¨ F (x, y) ç ëiíiÿìè ðiâíÿ.

(%i9) load(draw)$

(%i10) draw3d(

color = gray90,

nticks = 500,

line_width = 2,

contour_levels = [-3,0.3,-1.5],

contour = both,

xu_grid = 100,

yv_grid = 100,

surface_hide = true,

explicit(F1(x,y),x,0.0001,1,y,0.0001,1))$

Äëÿ çðó÷íîñòi ïîáóäîâè ìè çàäàëè ïî÷àòêîâó òî÷êó íå 0, à 0.0001, îñêiëüêè ëîãàðèôì
íóëÿ íå iñíó¹. Çáîêó ðîçìiùåíèé ãðàôiê ëèøå ïðî¹êöié ëiíié ðiâíÿ, ÿêèé îòðèìó¹òüñÿ
òàêîþ æ êîìàíäîþ, àëå çi çìiíîþ contour = map.

ßê âèäíî, âñi ôàçîâi òðà¹êòîði¨ ¹ çàìêíóòèìè êðèâèìè, ÿêi îáåðòàþòüñÿ íàâêîëî
öåíòðàëüíî¨ òî÷êè. Ùîñü ïîäiáíå ìè âæå ñïîñòåðiãàëè ó âèïàäêó êîëèâàíü ìàÿòíèêà, i öå
íàâîäèòü íà äóìêó ïðî ïåðiîäè÷íiñòü ïðîöåñó. Äëÿ êîæíîãî çðiçó iíòåãðàëüíî¨ ôóíêöi¨ x
òà y íàáóâàþòü ïåâíîãî ìiíiìàëüíîãî òà ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åííÿ, âåñü ÷àñ ïîâòîðþþ÷èñü.
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Çàìêíóòi êðèâi íå äóæå ñõîæi íà åëiïñ, òîìó êîëèâàëüíèé ïðîöåñ õî÷ i ïåðiîäè÷íèé, àëå
íå ñèíóñî¨äíèé.

Çäiéñíèìî àíàëiç îñîáëèâèõ òî÷îê ñèñòåìè òà çäiéñíèìî ¨¨ ëiíåàðèçàöiþ. Çíàéäåìî
ñïî÷àòêó îñîáëèâi òî÷êè:

(%i11) sol1:solve([rhs(deqn1)=0,rhs(deqn2)=0],[x,y]);

(%o11) [[x = 0, y = 0], [x =
b

q
, y =

a

p
]]

ßê áà÷èìî, ¨õ äâi: M1(0; 0), M2(
b
q
; a
p
).

(%i12) x0_1:rhs(sol1[1][1])$

y0_1:rhs(sol1[1][2])$

x0_2:rhs(sol1[2][1])$

y0_2:rhs(sol1[2][2])$

Ìàòðèöÿ ßêîái:

(%i13) J:matrix([diff(rhs(deqn1),x),diff(rhs(deqn1),y)],

[diff(rhs(deqn2),x),diff(rhs(deqn2),y)]);

(%o13)

(
a− p · y −p · x
q · y q · x− b

)
Òåïåð íåîáõiäíî çäiéñíèòè àíàëiç ñòiéêîñòi êîæíî¨ îñîáëèâî¨ òî÷êè, âîíà çàëåæèòü

âiä âëàñíèõ çíà÷åíü ìàòðèöi ßêîái ó äàíié òî÷öi.

(%i14) J0_1:J,x=x0_1,y=y0_1;

(%o14)

(
a 0
0 −b

)
(%i15) eigenvalues(J0_1);

(%o15) [[−b, a], [1, 1]]

Ïåðøà òî÷êà M1 äà¹ äâà äiéñíi çíà÷åííÿ, ïðîòèëåæíi çà çíàêîì. Öå ñiäëîâà òî÷êà,
âîíà íåñòiéêà.

(%i16) J0_2:J,x=x0_2,y=y0_2;

(%o16)

(
0 − b·p

q
a·q
p

0

)
(%i17) eigenvalues(J0_2);

(%o17) [[−
√
−a · b,

√
−a · b], [1, 1]]

Äðóãà òî÷êà M2 äà¹ äâà ÷èñòî óÿâíi âëàñíi çíà÷åííÿ. Öå îñîáëèâà òî÷êà òèïó öåíòð,
âîíà çàâæäè ñòiéêà. Ôàçîâà òðà¹êòîðiÿ êðóæëÿ¹ íàâêîëî öi¹¨ òî÷êè. ßêùî óâàæíî ïîäè-
âèòèñü íà ëiíi¨ êîíòóðiâ ôóíêöi¨ F , òî ìîæíà ïîìiòèòè, ùî âñi êðèâi îáåðòàþòüñÿ íàâêîëî
öåíòðàëüíî¨ òî÷êè x = b/q = 0.15, y = a/p = 0.1333.

Çíàéäåìî ïåðiîä êîëèâàíü ñèñòåìè. Ëiíåàðèçîâàíà ñèñòåìà ó çàãàëüíîìó âèïàäêó
äëÿ áóäü-ÿêîãî çíà÷åííÿ (x0, y0) ìà¹ âèãëÿä:

(%i18) depends([u,v],t);

(%o18) [u (t) , v (t)]
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(%i19) matrix(['diff(u,t)],['diff(v,t)])=J.matrix([u],[v]),x=x0,y=y0;

(%o19)

(
d
d t

· u
d
d t

· v

)
=

(
u · (a− p · y0 )− p · v · x0
q · u · y0 + v · (q · x0 − b)

)
,

à ó âèïàäêó òî÷êè M2:

(%i20) matrix(['diff(u,t)],['diff(v,t)])=J.matrix([u],[v]),x=x0_2,y=y0_2;

(%o20)

(
d
d t

· u
d
d t

· v

)
=

(
− b·p·v

q
a·q·u
p

)
Îòðèìàëè ñèñòåìó äâîõ ðiâíÿíü

u̇ = −bp
q
v;

v̇ =
aq

p
u.

Ïiñëÿ äèôåðåíöiþâàííÿ ïåðøîãî ðiâíÿííÿ òà ïiäñòàíîâêè v̇ iç äðóãîãî, ìà¹ìî ðiâíÿ-
ííÿ îñöèëÿòîðà

ü+ ab · u = 0.

Öèêëi÷íà ÷àñòîòà éîãî ω2 = ab, à ïåðiîä êîëèâàíü áóäå ðiâíèé T =
2π√
ab
.

Çäiéñíèìî íàðåøòi ïðÿìèé ÷èñëîâèé ðîçâ'ÿçîê âèõiäíî¨ ñèñòåìè, ùîá îöiíèòè çà-
ëåæíiñòü x(t); y(t). Çðîáèìî öå çà äîïîìîãîþ êîìàíäè rk, çáiëüøèâøè êiëüêiñòü êðîêiâ
iíòåãðóâàííÿ äî 1000.

(%i21) load(dynamics);

(%i22) deqn1a:deqn1,a=0.2,b=0.3,p=1.5,q=2;

(%o22)
d

d t
· x = 0.2 · x− 1.5 · x · y

(%i23) deqn2a:deqn2,a=0.2,b=0.3,p=1.5,q=2;

(%o23)
d

d t
· y = 2 · x · y − 0.3 · y

(%i24) sol2:rk([rhs(deqn1a),rhs(deqn2a)],[x,y],[0.2,0.4],[t,0,100,0.1])$

(%i25) t_list2:makelist(sol2[k][1],k,1,length(sol2))$

x_list2:makelist(sol2[k][2],k,1,length(sol2))$

y_list2:makelist(sol2[k][3],k,1,length(sol2))$

Âiäîáðàæåííÿ ÷èñëîâèõ ðåçóëüòàòiâ � Ðèñ.12.11.

(%i28) plot2d([0.2/1.5,[discrete,[[0.15,0],

[0.15,0.45]]],[discrete,[[0.2,0.4]]],

[discrete,x_list2,y_list2]],[x,0,0.4],

[style,[lines,2,4],[lines,2,3],

[points,4,5,1],[lines,3,1]],

[legend,"y0","x0","Ñòàðòîâà òî÷êà","Ôàçîâà òðà¹êòîðiÿ"]);
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(%i29) plot2d([0.2/1.5,0.3/2,

[discrete,t_list2,x_list2],

[discrete,t_list2,y_list2]],

[x,0,100],

[style,[lines,1,4],[lines,1,3],

[lines,3,1],[lines,3,2]],

[xlabel,"÷àñ"],[ylabel,"÷èñåëüíiñòü"],

[legend,"y0","x0","Êðîëèêè","Ëèñèöi"]);

Ðèñ. 12.11: ×èñëîâèé ðîçâ'ÿçîê âèõiäíî¨ ñèñòåìè: ôàçîâà òðà¹êòîðiÿ iç ïî÷àòêîâîþ òî÷êîþ
(a); ÷àñîâà çàëåæíiñòü x(t), y(t) (á).

Íà îáîõ ãðàôiêàõ äîäàòêîâî çîáðàæåíi ïðÿìi ðiâíîâàæíîãî ñòàíó, íàâêîëî ÿêèõ âiä-
áóâàþòüñÿ êîëèâàííÿ. Ïåðåòèí ¨õ íà ôàçîâié ïëîùèíi óòâîðþ¹ îñîáëèâó ñòàöiîíàðíó òî÷êó
� öåíòð. Òèï åâîëþöi¨ ñèñòåìè ¹ ñòiéêèì, òîáòî âií ïîâòîðþ¹òüñÿ òà íiêîëè íå âiäõîäèòü
âiä ñòàöiîíàðíî¨ òî÷êè íà íåñêií÷åííiñòü.

Òàêi æ ñàìi ðåçóëüòàòè îòðèìàëèñü áè ç âèêîðèñòàííÿì êîìàíäè plotdf, ó ÷îìó
÷èòà÷ ìîæå ïåðåêîíàòèñü ñàìîñòiéíî:

(%i30) load(plotdf);

(%i31) plotdf([rhs(deqn1a),rhs(deqn2a)],[x,y],

[trajectory_at,0.2,0.4],[direction,both],[x,0.0001,0.45],

[y,0.0001,0.45],[nsteps,400],[tstep,0.01]);

12.3.2 Ìîäåëü iç âíóòðiøíüîâèäîâîþ êîíêóðåíöi¹þ

Õî÷ ìîäåëü Ëîòêè�Âîëüòåððè, ðîçãëÿíóòà ïîïåðåäíüî, i ¹ çàñòîñîâíîþ äî ðåàëüíèõ
ÿâèù, ïðîòå âîíà ìà¹ äâà ïðèíöèïîâi òà âçà¹ìîïîâ'ÿçàíi íåäîëiêè. Îäèí iç íèõ ìàòåìà-
òè÷íîãî, iíøèé áiîëîãi÷íîãî õàðàêòåðó. Ïî-ïåðøå, ïðè áóäü-ÿêèõ ñêiëüêè çàâãîäíî ìàëèõ
çáóðåííÿõ ôàçîâèõ êîîðäèíàò öèêë, çà ÿêèì âiäáóâàþòüñÿ êîëèâàííÿ, áóäå çìiíþâàòè-
ñÿ. Òàêîæ çìiíè ó ïðàâié ÷àñòèíi ðiâíÿíü Ëîòêè�Âîëüòåððè ìîæóòü ïðèçâåñòè äî çìiíè
òèïó îñîáëèâî¨ òî÷êè, îòæå i õàðàêòåðó ôàçîâèõ òðà¹êòîðié. Ç òî÷êè çîðó áiîëîãi¨, íå-
äîëiêîì äàíî¨ ìîäåëi ¹ íåâðàõóâàííÿ ïðèðîäíèõ ÷èííèêiâ ñïiâiñíóâàííÿ ïàðè ïîïóëÿöié:
êîíêóðåíöiÿ âñåðåäèíi âèäó, îáìåæåíiñòü ðåñóðñiâ, íàñè÷åííÿ òîùî.
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Ðîçãëÿíåìî ïðèðîäíå óçàãàëüíåííÿ êëàñè÷íî¨ ìîäåëi Ëîòêè�Âîëüòåððè:{
ẋ = ax− p1xy − p2x

2;

ẏ = −by + q1xy − q2y
2,

äå ç'ÿâèëèñü íîâi ïàðàìåòðè p2 òà q2 � âiäïîâiäíî ñêîðî÷åííÿ ïîïóëÿöi¨ æåðòâ òà õèæàêiâ
çà ðàõóíîê âíóòðiøíüîâèäîâî¨ êîíêóðåíöi¨. Óñi ïàðàìåòðè äîäàòíi, ðàçîì ç âåëè÷èíàìè x
òà y.

Çàäàìî öi äàíi ó ñèñòåìó.

(%i1) depends([x,y],t);

(%o1) [x (t) , y (t)]

(%i2) deqn1:'diff(x,t)=a*x-p1*x*y-p2*x^2;

(%o2)
d

d t
· x = −p1 · x · y − p2 · x2 + a · x

(%i3) deqn2:'diff(y,t)=-b*y+q1*x*y-q2*y^2;

(%o3)
d

d t
· y = −q2 · y2 + q1 · x · y − b · y

Ñïðîáà çíàéòè ïåðøèé iíòåãðàë íå ïðèçâîäèòü äî óñïiõó (ïàêåò contrib_ode òåæ íå
ìîæå ïðîiíòåãðóâàòè äàíå ÇÄÐ):

(%i4) eq1:rhs(deqn2)/rhs(deqn1);

(%o4)
−q2 · y2 + q1 · x · y − b · y
−p1 · x · y − p2 · x2 + a · x

(%i5) eq2:ode2('diff(y,x)=eq1,y,x);

(%o5) false

Çíàõîäèìî îñîáëèâi òî÷êè òà çàïðîâàäæó¹ìî ìàòðèöþ ßêîái:

(%i6) sol1:solve([rhs(deqn1)=0,rhs(deqn2)=0],[x,y]);

(%o6) [[x = 0, y = 0], [x =
a

p2
, y = 0], [x = 0, y = − b

q2
],

[x =
a · q2 + b · p1

p2 · q2 + p1 · q1
, y =

a · q1 − b · p2
p2 · q2 + p1 · q1

]]

(%i7) J:matrix([diff(rhs(deqn1),x),diff(rhs(deqn1),y)],

[diff(rhs(deqn2),x),diff(rhs(deqn2),y)]);

(%o7)

(
−p1 · y − 2 · p2 · x+ a −p1 · x

q1 · y −2 · q2 · y + q1 · x− b

)
Ìà¹ìî ÷îòèðè îñîáëèâèõ òî÷êè M1, M2, M3, M4. Âèãëÿä âëàñíèõ çíà÷åíü J ó öèõ

òî÷êàõ âñòàíîâëþ¹ õàðàêòåð îñîáëèâèõ òî÷îê.

(%i15) x0_1:rhs(sol1[1][1])$

y0_1:rhs(sol1[1][2])$

x0_2:rhs(sol1[2][1])$

y0_2:rhs(sol1[2][2])$

x0_3:rhs(sol1[3][1])$

y0_3:rhs(sol1[3][2])$

x0_4:rhs(sol1[4][1])$

y0_4:rhs(sol1[4][2])$
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Ïîãëÿíóâøè íà âèðàç äëÿ y4, ìîæíà ïîìiòèòè, ùî éîãî çíàê çàëåæèòü âiä âèãëÿäó
aq1 − bp2. Îñêiëüêè âåëè÷èíà y4 ¹ ÷èñåëüíiñòþ ïîïóëÿöi¨, íåîáõiäíî ïðèéíÿòè ¨¨ áiëüøîþ
íóëÿ. Âíåñåìî ó ñèñòåìó òàêîæ, ùî âñi iíøi ïàðàìåòðè òåæ áiëüøi íóëÿ.

(%i22) assume(a*q1>b*p2)$

assume(a>0)$

assume(b>0)$

assume(p1>0)$

assume(p2>0)$

assume(q1>0)$

assume(q2>0)$

Äiçíà¹ìîñü âëàñíi çíà÷åííÿ ìàòðèöi ßêîái â îñîáëèâèõ òî÷êàõ. Ùîá âñòàíîâèòè ¨õ
çíàê, ñêîðèñòà¹ìîñü êîìàíäîþ signum � âîíà âèâîäèòü 1, ÿêùî ÷èñëî áiëüøå íóëÿ, 0 ÿêùî
ðiâíå íóëþ òà −1 ÿêùî ÷èñëî ìåíøå íóëÿ.

(%i23) J0_1:J,x=x0_1,y=y0_1;

(%o23)

(
a 0
0 −b

)
(%i24) %lambda_1:eigenvalues(J0_1);

(%o24) [[−b, a], [1, 1]]

(%i25) signum([%lambda_1[1][1],%lambda_1[1][2]]);

(%o25) [−1, 1]

ßê âèäíî, âëàñíi çíà÷åíÿ ó ïåðøié òî÷öiM1 ¹ äiéñíèìè òà ç ïðîòèëåæíèìè çíàêàìè,
îòæå öå íåñòiéêå ñiäëî.

(%i26) J0_2:J,x=x0_2,y=y0_2;

(%o26)

(
−a −a·p1

p2

0 a·q1
p2

− b

)
(%i27) %lambda_2:eigenvalues(J0_2);

(%o27) [[
a · q1 − b · p2

p2
,−a], [1, 1]]

(%i28) signum([%lambda_2[1][1],%lambda_2[1][2]]);

(%o28) [1,−1]

Îñîáëèâà òî÷êà M2 ¹ çíîâó ñiäëîâîþ.

(%i29) J0_3:J,x=x0_3,y=y0_3;

(%o29)

(
b·p1
q2

+ a 0

− b·q1
q2

b

)
(%i30) %lambda_3:eigenvalues(J0_3);

(%o30) [[
a · q2 + b · p1

q2
, b], [1, 1]]

(%i31) signum([%lambda_3[1][1],%lambda_3[1][2]]);

(%o31) [1, 1]

Îñîáëèâà òî÷êà M3 � íåñòiéêèé âóçîë, ôàçîâi òðà¹êòîði¨ ïàðàáîëi÷íîãî òèïó.
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Çíàéäåìî òåïåð âëàñíi çíà÷åííÿ ó òî÷öi M4:

(%i32) J0_4:fullratsimp(J),x=x0_4,y=y0_4;

(%o32)

(
−a·p2 ·q2+b·p1 ·p2

p2 ·q2+p1 ·q1 −a·p1 ·q2+b·p12

p2 ·q2+p1 ·q1
a·q12−b·p2 ·q1
p2 ·q2+p1 ·q1 − (a·q1−b·p2 )·q2

p2 ·q2+p1 ·q1

)
(%i33) %lambda_4:eigenvalues(J0_4);

(%i34) signum(%lambda_4[1][1]);

(%i35) signum(%lambda_4[1][2]);

Ïîâíi âèðàçè äëÿ λ4 ¹ äîâãèìè òà ñêëàäíèìè äëÿ àíàëiçó. Ïðèñóòíiñòü êîðåíiâ íå äà¹
çìîãè âèçíà÷èòè çíàê âëàñíèõ çíà÷åíü, îñêiëüêè âîíè ìîæóòü áóòè êîìïëåêñíèìè. Òîìó
çäiéñíèìî íàñòóïíå: ïiäñòàâèìî ó ìàòðèöþ J0_4 âèðàçè äëÿ a òà b, çíàéäåíi iç óìîâè
ñòàöiîíàðíîñòi âèõiäíî¨ ñèñòåìè ó òî÷êàõ x0, y0. Îñêiëüêè öå ÷èñåëüíîñòi ïîïóëÿöié, âîíè
òàêîæ ïîâèííi áóòè äîäàòíèìè.

(%i36) J0_4a:subst([a=p1*y0+p2*x0,b=q1*x0-q2*y0],J0_4)$

(%i37) fullratsimp(J0_4a);

(%o37)

(
−p2 · x0 −p1 · x0
q1 · y0 −q2 · y0

)
(%i38) assume(x0>0)$

assume(y0>0)$

(%i39) %lambda_4a:eigenvalues(J0_4a);

(%o39) [[−
√

q2 2 · y0 2 + (−2 · p2 · q2 − 4 · p1 · q1 ) · x0 · y0 + p2 2 · x0 2 + q2 · y0 + p2 · x0
2

,√
q2 2 · y0 2 + (−2 · p2 · q2 − 4 · p1 · q1 ) · x0 · y0 + p2 2 · x0 2 − q2 · y0 − p2 · x0

2
], [1, 1]]

(%i40) signum([%lambda_4a[1][1],%lambda_4a[1][1]]);

(%o40) [−1,−1]

Îòæå, â ðåçóëüòàòi îòðèìàëè ñòiéêó îñîáëèâó òî÷êó � öå ñòiéêèé âóçîë, ÿêùî ïiä-
êîðåíåâèé âèðàç áiëüøèé íóëÿ, àáî ñòiéêèé ôîêóñ, ÿêùî âií ìåíøèé íóëÿ (òîäi âëàñíi
çíà÷åííÿ ñòàþòü êîìïëåêñíèìè ç âiä'¹ìíèìè äiéñíèìè ÷àñòèíàìè). Âñi ôàçîâi òðà¹êòîði¨
ñõîäÿòüñÿ äî öåíòðó.

Ïðîäåìîíñòðó¹ìî öå çà äîïîìîãîþ êîìàíäè plotdf, çîáðàçèâøè îêðåìi òðà¹êòîði¨
êëàöàííÿì ìèøi â ðiçíèõ îáëàñòÿõ ñöåíè (Ðèñ.12.12). Ïðè íàäàííi ïåâíèõ ÷èñëîâèõ çíà-
÷åíü ïàðàìåòðàì íå ñëiä çàáóâàòè ïðî óìîâó aq1 − bp2 > 0.

(%i41) load(plotdf);

(%i42) deqn1a:deqn1,a=0.3,p1=0.2,p2=0.1;

(%o42)
d

d t
· x = −0.2 · x · y − 0.1 · x2 + 0.3 · x

(%i43) deqn2a:deqn2,b=0.2,q1=0.1,q2=0.1;

(%o43)
d

d t
· y = −0.1 · y2 + 0.1 · x · y − 0.2 · y

(%i44) plotdf([rhs(deqn1a),rhs(deqn2a)],[x,y],[tstep,0.01],

[x,0,4],[y,0,1],[direction,both],[nsteps,300]);
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Ðèñ. 12.12: Ôàçîâi òðà¹êòîði¨ äëÿ ñòiéêî¨ îñîáëèâî¨ òî÷êè M4.

12.4 Ìîäåëü Ëîðåíöà

Ïåðøà ìîäåëü õàîòè÷íî¨ ïîâåäiíêè ç óòâîðåííÿì äèâíèõ àòðàêòîðiâ áóëà çàïðîïîíî-
âàíà Å. Ëîðåíöîì â 1963 ð. Âií äîñëiäæóâàâ êîíâåêòèâíi ïðîöåñè ïîâiòðÿíèõ ìàñ ïîáëèçó
çåìíî¨ ïîâåðõíi, êîòði óòâîðþâàëè àòìîñôåðíi ôðîíòè. Ñïðîùåíà ëiíåàðèçîâàíà ñèñòåìà
ðiâíÿíü Íàâ'¹-Ñòîêñà ïðèâåëà äî íàñòóïíèõ ñïiââiäíîøåíü:

ẋ = −σx+ σy;

ẏ = rx− y − xz;

ż = xy − bz.

Âñi ïàðàìåòðè (σ, r, b) ¹ ïîçèòèâíèìè.
Çàäàìî öi ðiâíÿííÿ ó Maxima òà ïðîâåäåìî ¨õ ëiíåàðèçàöiþ ïîáëèçó ñòàöiîíàðíèõ

òî÷îê.

(%i1) depends([x,y,z],t);

(%o1) [x (t) , y (t) , z (t)]

(%i2) deqn1:'diff(x(t),t)=-%sigma*x+%sigma*y;

(%o2)
d

d t
· x (t) = σ · y − σ · x

(%i3) deqn2:'diff(y(t),t)=r*x-y-x*z;

(%o3)
d

d t
· y (t) = −x · z − y + r · x

(%i4) deqn3:'diff(z(t),t)=x*y-b*z;

(%o4)
d

d t
· z (t) = x · y − b · z
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(%i5) sol1:solve([rhs(deqn1)=0,rhs(deqn2)=0,rhs(deqn3)=0],[x,y,z]);

(%o5) [[x =
√
b · r − b, y =

b · r − b√
b ·

√
r − 1

, z = r − 1],

[x = −
√
b · r − b, y = − b · r − b√

b ·
√
r − 1

, z = r − 1],

[x = 0, y = 0, z = 0]]

ßê âèÿâèëîñü, ìà¹ìî òðè íàáîðè îñîáëèâèõ òî÷îê M1, M2, M3, òîìó âèäiëèìî ¨õ
îêðåìî:

(%i14) x0_1:rhs(sol1[1][1])$

y0_1:rhs(sol1[1][2])$

z0_1:rhs(sol1[1][3])$

x0_2:rhs(sol1[2][1])$

y0_2:rhs(sol1[2][2])$

z0_2:rhs(sol1[2][3])$

x0_3:rhs(sol1[3][1])$

y0_3:rhs(sol1[3][2])$

z0_3:rhs(sol1[3][3])$

(%i17) assume(%sigma>0)$

assume(r>0)$

assume(b>0)$

Çàïèøåìî ìàòðèöþ ßêîái ó êîæíié ç íèõ:

(%i18) J:matrix([diff(rhs(deqn1),x),diff(rhs(deqn1),y),diff(rhs(deqn1),z)],

[diff(rhs(deqn2),x),diff(rhs(deqn2),y),diff(rhs(deqn2),z)],

[diff(rhs(deqn3),x),diff(rhs(deqn3),y),diff(rhs(deqn3),z)]);

(%o18)

 −σ σ 0
r − z −1 −x
y x −b


(%i19) J0_1:J,x=x0_1,y=y0_1,z=z0_1;

(%o19)

 −σ σ 0

1 −1 −
√
b · r − b

b·r−b√
b·
√
r−1

√
b · r − b −b


(%i20) J0_2:J,x=x0_2,y=y0_2,z=z0_2;

(%o20)

 −σ σ 0

1 −1
√
b · r − b

− b·r−b√
b·
√
r−1

−
√
b · r − b −b


(%i21) J0_3:J,x=x0_3,y=y0_3,z=z0_3;

(%o21)

−σ σ 0
r −1 0
0 0 −b


Íàéïåðøå ïðîàíàëiçó¹ìî ñòàöiîíàðíó òî÷êó M3(0; 0; 0). Çíàéäåìî âëàñíi çíà÷åííÿ

ìàòðèöi J0_3:

(%i22) eigenvalues(J0_3);

(%o22) [[−
√
4 · σ · r + σ2 − 2 · σ + 1 + σ + 1

2
,

√
4 · σ · r + σ2 − 2 · σ + 1− σ − 1

2
,−b],
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[1, 1, 1]]

Áà÷èìî, ùî ïåðøå òà òðåò¹ âëàñíi ÷èñëà ¹ âiä'¹ìíèìè, à äðóãå áóäå òàêèì ïðè√
4σr + σ2 − 2σ + 1 − σ − 1 < 0, ùî âiäðàçó äà¹ íàì r < 1. Îòæå, çà öi¹¨ óìîâè òî÷êà

M3 ¹ ñòiéêîþ ñòàöiîíàðíîþ òî÷êîþ òèïó âóçîë. Ïðè r > 1 îäèí ç êîðåíiâ ñòà¹ äîäàòíiì, i
öÿ òî÷êà ïåðåòâîðþ¹òüñÿ â íåñòiéêå ñiäëî.

Çâåðíåìîñÿ äî òî÷îê M1 òà M2. Ïðÿìå çàäàííÿ êîìàíäè eigenvalues âèäà¹ äóæå
äîâãi âèðàçè, ÿêi ïðàêòè÷íî íåìîæëèâî ïðîàíàëiçóâàòè. Òîìó ïiäåìî iíøèì øëÿõîì, à
ñàìå çíàéäåìî âiäïîâiäíi õàðàêòåðèñòè÷íi ïîëiíîìè êîæíî¨ ç ìàòðèöü J0_1 òà J0_2.

(%i23) factor(charpoly(J0_1,%lambda));

(%o23) −
(
2 · σ · b · r + λ · b · r + λ · σ · b− 2 · σ · b+ λ2 · b+ λ2 · σ + λ3 + λ2

)
(%i24) factor(charpoly(J0_2,%lambda));

(%o24) −
(
2 · σ · b · r + λ · b · r + λ · σ · b− 2 · σ · b+ λ2 · b+ λ2 · σ + λ3 + λ2

)
Öi âèðàçè ïîâíiñòþ îäíàêîâi, òîìó i òèïè òî÷îê òåæ áóäóòü îäíàêîâi. Ðîçãëÿíåìî

âiëüíèé ÷ëåí ó öèõ âèðàçàõ, ÿêèé íå ìiñòü λ. Çà äðóãîþ òåîðåìîþ Âi¹òà âií ðiâíèé äîáóòêó
òðüîõ êîðåíiâ:

λ1λ2λ3 = 2σb(1− r).

Öåé äîáóòîê, à îòæå i çíàêè òðüîõ êîðåíiâ, çíîâó çàëåæèòü âiä ñïiââiäíîøåííÿ r òà 1. Ïðè
r < 1 äîáóòîê äîäàòíié, îòæå îäèí ç êîðåíiâ ìà¹ áóòè äîäàòíiì, à iíøi äâà àáî âiä'¹ìíi,
àáî êîìïëåêñíî ñïðÿæåíi. Òîäi òî÷êèM1 òàM2 áóäóòü íåñòiéêèìè âóçëàìè àáî íåñòiéêèìè
ôîêóñàìè. Ïðè r > 1 äîáóòîê âiä'¹ìíèé, îòæå ìîæå ðåàëiçóâàòèñü äâà âàðiàíòè: îäèí ç
êîðåíiâ âiä'¹ìíèé, à äâà iíøi àáî äîäàòíi, àáî êîìïëåêñíî ñïðÿæåíi (íåñòiéêå ñiäëî); âñi
òðè êîðåíi äiéñíi òà âiä'¹ìíi (ñòiéêèé âóçîë). Ó äîñèòü øèðîêîìó äiàïàçîíi çíà÷åíü äëÿ
r > 1 âiäáóâà¹òüñÿ ñàìå îñòàííié âàðiàíò, ùî i ïðèçâîäèòü äî ñòiéêîñòi ñèñòåìè, ôàçîâi
òðà¹êòîði¨ ÿêî¨ íîñÿòü íàçâó ¾äèâíèõ àòðàêòîðiâ Ëîðåíöà¿.

Ðèñ. 12.13: Äèâíèé àòðàêòîð Ëîðåíöà � ïðÿìèé òà ái÷íèé âèãëÿä.

Çîáðàçèìî öi àòðàêòîðè. Äëÿ êîíêðåòíèõ çíà÷åíü ïàðàìåòðiâ òðàäèöiéíî îáèðàþòü
σ = 10, b = 8

3
, r = 28. Çíàéäåìî ÷èñëîâèé ðîçâ'ÿçîê âèõiäíî¨ ñèñòåìè ç öèìè ïî÷àòêîâèìè

äàíèìè.

(%i25) %sigma:10$ r:28$ b:8/3$

(%i26) load(dynamics);
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(%i27) sol2:rk([rhs(deqn1),rhs(deqn2),rhs(deqn3)],

[x,y,z],[-8,8,27],[t,0,50,0.01])$
(%i28) t_list:makelist(sol2[k][1],k,1,length(sol2))$

x_list:makelist(sol2[k][2],k,1,length(sol2))$

y_list:makelist(sol2[k][3],k,1,length(sol2))$

z_list:makelist(sol2[k][4],k,1,length(sol2))$

Ãðàôiê îáðàõîâàíèõ ôàçîâèõ òðà¹êòîðié � íà Ðèñ.12.13.
Ôðàçà ¾ïîðÿäîê ó õàîñi¿ çóñòði÷à¹òüñÿ ÷àñòî. Öå îçíà÷à¹, ùî â äåÿêèõ ñèñòåìàõ, íå-

çâàæàþ÷è íà òå, ùî iíòåãðàëüíi òðà¹êòîði¨ ìîæóòü çäàâàòèñÿ íåïåðåäáà÷óâàíèìè i äóæå
ñêëàäíèìè, âñå æ iñíó¹ ïåâíà çàêîíîìiðíiñòü. Íàïðèêëàä, ó ñèñòåìi Ëîðåíöà ÷óòëèâiñòü äî
ïî÷àòêîâèõ óìîâ íå äîçâîëÿ¹ ðîáèòè òî÷íi ïðîãíîçè ùîäî ðîçâèòêó, àëå ìîæíà ñòâåðäæó-
âàòè, ùî â äîâãîñòðîêîâié ïåðñïåêòèâi îðáiòà áóäå îáìåæåíà îáëàñòþ ïðîñòîðó, çàéíÿòîþ
äèâíèì àòðàêòîðîì.

12.5 Çàâäàííÿ äî Ðîçäiëó 12

Ñèñòåìè àâòîíîìíèõ ÇÄÐ

Äîñëiäèòè ñèñòåìó àâòîíîìíèõ ëiíiéíèõ ÇÄÐ òà âèçíà÷èòè òèï îñîáëèâèõ òî÷îê â
çàëåæíîñòi âiä çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà a. Ïîáóäóâàòè ïîëå íàïðÿìêiâ ñèñòåìè iç ñëàéäåðîì
çìiíè ïàðàìåòðà a, âèäiëèòè íà ïîëi êiëüêà iíòåãðàëüíèõ êðèâèõ òà ïðîäåìîíñòðóâàòè ¨õ
òðàíñôîðìàöiþ òà çàëåæíiñòü ñïðÿìóâàííÿ âiä çíà÷åííÿ a (ñêîðèñòàòèñü âiäîìîñòÿìè iç
Ïàðàãðàôó 5.3).

12.1.

{
ẋ = 2x− 4y;

ẏ = ax− 6y.

12.2.

{
ẋ = 6x− 3y;

ẏ = ax+ 4y.

12.3.

{
ẋ = x+ 6y;

ẏ = 2x+ ay.

12.4.

{
ẋ = −4x+ ay;

ẏ = x− 5y.

12.5.

{
ẋ = −3x+ y;

ẏ = ax+ 2y.

12.6.

{
ẋ = 2x+ 4y;

ẏ = ax− 5y.

12.7.

{
ẋ = −3x− 4y;

ẏ = ax+ 3y.

12.8.

{
ẋ = ax− 2y;

ẏ = −3x+ 2y.

12.9.

{
ẋ = 5x+ ay;

ẏ = −2x+ 3y.

12.10.

{
ẋ = −3x− 4y;

ẏ = 5x+ ay.

Çíàéòè îñîáëèâi òî÷êè ñèñòåìè àâòîíîìíèõ íåëiíiéíèõ ÇÄÐ, ëiíåàðèçóâàòè ñèñòåìó
ðiâíÿíü â ¨õ îêîëi, âèçíà÷èòè òèï êîæíî¨ îñîáëèâî¨ òî÷êè.

12.11.

{
ẋ = 0.2x− 0.4y − 0.1x2;

ẏ = −x+ 0.6y − 0.2y2.

12.12.

{
ẋ = 0.6x− 0.3y − 0.2x2;

ẏ = −0.5x+ 0.4y − 0.1y2.

12.13.

{
ẋ = x+ 0.6y − 0.3x2;

ẏ = 0.2x+ 0.4y + 0.6xy.

12.14.

{
ẋ = −0.4x+ 0.1y + 0.3xy;

ẏ = 0.1x− 0.5y − 0.7x2.
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12.15.

{
ẋ = −0.3x+ 0.4y + 0.2x2;

ẏ = 0.6x+ 0.2y − 0.3x2.

12.16.

{
ẋ = 0.2x− 0.4y − 0.1xy;

ẏ = −0.5x− 0.6y − 0.2y2.

12.17.

{
ẋ = −0.3x− 0.4y + 0.2y2;

ẏ = 0.5x− 0.6y + 0.1xy.

12.18.

{
ẋ = 0.5x− 0.2y − 0.2x2;

ẏ = −0.3x+ 0.2y + 0.6y2.

12.19.

{
ẋ = −x+ 0.5y − 0.1xy;

ẏ = 0.2x+ 0.3y + 0.2x2.

12.20.

{
ẋ = −0.3x− 0.4y + 0.6x2;

ẏ = 0.5x+ 0.1y − 0.5xy.



Ðîçäië 13

Âñòóï ó ÷èñëîâi ìåòîäè ðîçâ'ÿçàííÿ ÄÐ

Ðîçâ'ÿçàííÿ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü òà ðiâíÿíü ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè ñòàíîâëÿòü
ïðåäìåò îêðåìèõ ôóíäàìåíòàëüíèõ êóðñiâ ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó. Ëèøå íåâåëèêà ÷àñòè-
íà öèõ çàäà÷ äîïóñêà¹ ïðÿìèé àíàëiòè÷íèé ðîçâ'ÿçîê; çíà÷íèé ïëàñò öiêàâèõ äëÿ ïðà-
êòè÷íîãî çàñòîñóâàííÿ âèïàäêiâ ìîæóòü áóòè âèðiøåíi ëèøå çà äîïîìîãîþ íàáëèæåíèõ
ñïîñîáiâ, ùî é îáóìîâëþ¹ ðîçâèíåííÿ ÷èñëîâèõ ìåòîäiâ ùå ç ÷àñiâ Íüþòîíà òà Åéëåðà.
Äîêëàäíîìó îïèñó öèõ ìåòîäiâ ïðèñâÿ÷åíà âåëèêà êiëüêiñòü ëiòåðàòóðè, òîìó ìè íå áóäå-
ìî äåòàëüíî îáãîâîðþâàòè ïîõîäæåííÿ òà âèâåäåííÿ âiäïîâiäíèõ âèðàçiâ, à çîñåðåäèìîñü
íà áåçïîñåðåäíüîìó ¨õ âèêîðèñòàííi òà ðåàëiçàöi¨ ó ïðîãðàìíîìó ñåðåäîâèùi Maxima.

13.1 Çàäà÷i Êîøi äëÿ ÇÄÐ ïåðøîãî ïîðÿäêó

Çâè÷àéíå äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ ïåðøîãî ïîðÿäêó ìà¹ âèãëÿä

dy

dx
= f(x, y).

Ðiøåííÿì òàêîãî ðiâíÿííÿ ¹ íåñêií÷åííà êiëüêiñòü iíòåãðàëüíèõ êðèâèõ, ìíîæèíà
ÿêèõ ¹ çàãàëüíèì ðîçâ'ÿçêîì ÇÄÐ. Óìîâà ïðîõîäæåííÿ iíòåãðàëüíî¨ êðèâî¨ ÷åðåç ïåâíó
òî÷êó (x0; y0) ôiêñó¹ êîíñòàíòó iíòåãðóâàííÿ, òèì ñàìèì óòâîðþþ÷è ÷àñòêîâèé ðîçâ'ÿçîê
ÇÄÐ.

Çàäà÷à çíàõîäæåííÿ ÷àñòêîâîãî ðîçâ'ÿçêó ÇÄÐ y(x), ùî çàäîâiëüíÿ¹ ïî÷àòêîâié óìî-
âi y(x0) = y0, íàçèâà¹òüñÿ çàäà÷åþ Êîøi. Â àíãëîìîâíié ëiòåðàòóði öåé òåðìií ðiäêî âèêî-
ðèñòîâó¹òüñÿ, íàòîìiñòü âæèâà¹òüñÿ óñòàëåíà íàçâà IVP � Initial Value Problem. Çàóâàæè-
ìî, ùî çàäà÷à Êîøi òàêîæ ïîøèðþ¹òüñÿ íà ðiâíÿííÿ âèùèõ ïîðÿäêiâ ïîõiäíî¨ (ñòóïåíÿ
n), äëÿ âiäøóêàííÿ ÷àñòèííèõ ðîçâ'ÿçêiâ ÿêèõ íåîáõiäíî âêàçóâàòè çíà÷åííÿ ïîõiäíèõ ó
òî÷öi x0 äëÿ âåëè÷èí y(x0), y′(x0), ...y(n−1)(x0).

Â îñíîâi ÷èñëîâîãî ðîçâ'ÿçêó ÇÄÐ êëþ÷îâèì ïîíÿòòÿì ¹ òàê çâàíà äèñêðåòèçàöiÿ
ñèñòåìè. Öåé ìåòîä âiäíîñèòüñÿ òàêîæ äî âñiõ ñïîñîáiâ ðîçâ'ÿçàííÿ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâ-
íÿíü âèùèõ ïîðÿäêiâ òà äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ó ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ. Òîìó íåîáõiäíî
äîêëàäíî ðîçãëÿíóòè éîãî ñïî÷àòêó íà ïðîñòiøèõ ïðèêëàäàõ, òà ïiçíiøå ðîçâèíóòè äî
áiëüø ñêëàäíèõ.

Íåõàé çàäàíà çàäà÷à Êîøi äëÿ ÇÄÐ

y′(x) = 2y − ex, y(0) = 4.

Çíàéäåìî ¨¨ ðîçâ'ÿçîê ó Maxima.

(%i1) deqn1:'diff(y,x)=2*y-%e^x;

(%o1)
d

d x
· y = 2 · y − ex

196
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(%i2) ode2(deqn1,y,x);

(%o2) y =
(
e−x +%c

)
· e2·x

(%i3) sol1:ic1(%,x=0,y=4);

(%o3) y = 3 · e2·x + ex

Òåïåð ðîçâ'ÿæåìî öþ æ çàäà÷ó ðiçíèìè ÷èñëîâèìè çàñîáàìè.

13.1.1 Ìåòîä Åéëåðà

Öå íàéäàâíiøèé ìåòîä, ÿêèé çàêëàâ áàçèñ äëÿ ïîäàëüøèõ iäåé òà âäîñêîíàëåíü. Ñóòü
éîãî ïîëÿãà¹ â òîìó, ùîá ðîçáèòè iíòåðâàë iíòåãðóâàííÿ íà ñêií÷åííó êiëüêiñòü ïðîìiæêiâ
òà çàìiíèòè êðèâó y(x) íà äîòè÷íi äî íå¨ ó âóçëîâèõ òî÷êàõ.

Íà îñi Ox çàïðîâàäèìî ðiâíîìiðíó ñiòêó ç êðîêîì h > 0, òîáòî ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó
òî÷îê xi = i · h, i = 0, 1, 2, .... Êîæíà ç öèõ òî÷îê íàçèâà¹òüñÿ âóçëîâîþ. ßêùî êiëüêiñòü
ïðîìiæêiâ ðiâíà n, òî êiëüêiñòü òî÷îê áóäå n+1. Çàïèøåìî çàãàëüíå ðiâíÿííÿ ÇÄÐ ïåðøîãî
ïîðÿäêó â îêîëi êîæíî¨ âóçëîâî¨ òî÷êè, çàìiíèâøè ïîõiäíó ðiçíèöåâèì âiäíîøåííÿì:

yi+1 − yi
h

= f(xi, yi).

Çâiäñè çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ yi+1 âèçíà÷à¹òüñÿ ôîðìóëîþ

yi+1 = yi + h · f(xi, yi).

Ìåòîä Åéëåðà âiäíîñèòüñÿ äî ÿâíèõ îäíîêðîêîâèõ ìåòîäiâ: êîæíå íàñòóïíå çíà÷å-
ííÿ ôóíêöi¨ çàëåæèòü âiä ïîïåðåäíüîãî. Éîãî ùå íàçèâàþòü ìåòîäîì Ðóíãå-Êóòòà 1-ãî
ïîðÿäêó. Òî÷íiñòü öüîãî ìåòîäó íåâåëèêà, ïðî ùî çàðàç ïåðåêîíà¹ìîñü.

Áóäåìî ðîçâ'ÿçóâàòè ðiâíÿííÿ íà ïðîìiæêó [0; 2]. Êðîê iíòåãðóâàííÿ îáåðåìî 0.1.
Çàäàìî öi çíà÷åííÿ â ñèñòåìó, âèêîðèñòàâøè êîìàíäó floor � âèâîäèòü ïåðøå öiëå ÷èñëî,
ÿêå áóäå áiëüøèì çà ââåäåíå (îñêiëüêè âiäíîøåííÿ (b− a)/h íå îáîâ'ÿçêîâî áóâà¹ öiëèì).

(%i6) a:0$ b:2$ h:0.1$

(%i7) n:floor((b-a)/h);

(%o7) 20

Òåïåð ñòâîðèìî äâà ïîðîæíiõ îäíîâèìiðíèõ ìàñèâà ðîçìiðó n + 1 (flonum ïîçíà÷à¹
òèï çìiííèõ ó ìàñèâi � ÷èñëà ç ïëàâàþ÷îþ òî÷êîþ).

(%i8) X1:make_array(flonum, n+1)$

(%i9) Y1:make_array(flonum, n+1)$

Çàäà¹ìî çíà÷åííÿ äëÿ ïî÷àòêîâèõ åëåìåíòiâ ó ìàñèâàõ:

(%i12) X1[0]:a$ X1[1]:a+h$ Y1[0]:4$

Çàïîâíèìî ìàñèâ X1 éîãî çíà÷åííÿìè � âóçëîâèìè òî÷êàìè.

(%i13) for i:2 thru n do

(X1[i]:X1[i-1]+h);

(%o13) done

Íàðåøòi, âèêîðèñòàâøè ôîðìóëó Åéëåðà, çàïîâíþ¹ìî ìàñèâ Y1.
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(%i14) for i:1 thru n do

(Y1[i]: float (Y1[i-1]+h*(2*Y1[i-1]-exp(X1[i-1]))));

(%o14) done

Îòðèìàëè äâà íàáîðè çíà÷åíü X1 òà Y1, ÿêi ¹ êîîðäèíàòíèìè êîìïîíåíòàìè òî÷îê
øóêàíî¨ iíòåãðàëüíî¨ êðèâî¨. Çîáðàçèìî íà îäíîìó ðèñóíêó òî÷íèé ðîçâ'ÿçîê (Exact) òà
îòðèìàíèé ÷èñëîâèé ðîçâ'ÿçîê (Euler) � Ðèñ.13.1.

(%i15) wxdraw2d(

line_width = 3, color = navy, key = "Exact", key_pos=top_left,

explicit(rhs(sol1),x,0,2),

point_size = 1, points_joined = true, point_type = filled_circle,

color = red, key = "Euler",

points(X1,Y1)

)$

Ðèñ. 13.1: Òî÷íèé ðîçâ'ÿçîê ÇÄÐ òà ÷èñëîâèé çà ìåòîäîì Åéëåðà.

ßê áà÷èìî, êðèâà Åéëåðà ëåæèòü íèæ÷å çà òî÷íó êðèâó. Òàê áóäå âiäáóâàòèñü äëÿ
îïóêëèõ äîíèçó ôóíêöié, îñêiëüêè äîòè÷íi â êîæíié òî÷öi çàâæäè ëåæàòèìóòü íèæ÷å
êðèâî¨. Âiäïîâiäíî äëÿ îïóêëèõ äîâåðõó ôóíêöié âñå áóäå íàâïàêè � êðèâà Åéëåðà áóäå
çâåðõó.

13.1.2 Ìåòîä Åéëåðà�Êîøi

Öå áiëüø âäîñêîíàëåíèé âàðiàíò ìåòîäó Åéëåðà, îñîáëèâiñòþ ÿêîãî ¹ òå, ùî çíà÷åííÿ
ïðàâî¨ ÷àñòèíè ðiâíÿííÿ îá÷èñëþ¹òüñÿ íå ëèøå ó âóçëîâèõ òî÷êàõ, à é ó ñåðåäèíi êîæíîãî
ïðîìiæêà. Éîãî ùå íàçèâàþòü ìåòîäîì Ðóíãå�Êóòòè 2-ãî ïîðÿäêó. Ðîçðàõóíêîâà ôîðìóëà
íàñòóïíà:

yi+1 = yi +
h

2
· (f(xi, yi) + f(xi+1, yi + h · f(xi, yi))) .

Ñòâîðèìî òðè îäíîâèìiðíèõ ìàñèâè: X2, Y2 òà äîïîìiæíèé Z2.
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(%i16) X2:make_array(flonum, n+1)$

(%i17) Y2:make_array(flonum, n+1)$

(%i18) Z2:make_array(flonum, n+1)$

Çàäà¹ìî ïî÷àòêîâi çíà÷åííÿ òà çàïîâíþ¹ìî âóçëîâi òî÷êè ìàñèâó X2.

(%i22) X2[0]:a$ X2[1]:a+h$ Y2[0]:4$ Z2[0]:4$

(%i23) for i:2 thru n do

(X2[i]:X2[i-1]+h)$

Ðèñ. 13.2: Òî÷íèé ðîçâ'ÿçîê ÇÄÐ, ÷èñëîâèé çà ìåòîäîì Åéëåðà òà çà ìåòîäîì Åéëåðà�Êîøi.

Òåïåð, âèêîðèñòàâøè ôîðìóëó Åéëåðà�Êîøi, çàïîâíþ¹ìî âiäïîâiäíî Z2 òà Y2.

(%i24) for i:1 thru n do

(

Z2[i]:float(Y2[i-1]+h*(2*Y1[i-1]-exp(X1[i-1]))),

Y2[i]:float(Y2[i-1]+(h/2)*(2*Y1[i-1]-

exp(X1[i-1])+2*Z2[i]-exp(X2[i])))

)$

Îòðèìàíi òî÷êè íàíåñåìî íà ãðàôiê ïîðÿä ç äâîìà ïîïåðåäíiìè êðèâèìè (Ðèñ. 13.2).

(%i25) wxdraw2d(

line_width = 3, color = navy, key = "Exact", key_pos=top_left,

explicit(rhs(sol1),x,0,2),

point_size = 1, points_joined = true, point_type = filled_circle,

color = red, key = "Euler",

points(X1,Y1),

point_size = 1, points_joined = true, point_type = filled_circle,

color = green, key = "Euler-Cauchy",

points(X2,Y2)

);

ßê äîáðå âèäíî, äàíèé ìåòîä äîñèòü òî÷íiøèé çà ïîïåðåäíié.



Ðîçäië 13. Âñòóï ó ÷èñëîâi ìåòîäè ðîçâ'ÿçàííÿ ÄÐ 200

13.1.3 Ìåòîä Ðóíãå�Êóòòè 4-ãî ïîðÿäêó

Öåé ìåòîä íàé÷àñòiøå âèêîðèñòîâó¹òüñÿ â ðåàëüíèõ ðîçðàõóíêàõ, îñêiëüêè òî÷íiñòü
éîãî äîñòàòíüî âèñîêà. Ìè âæå íåîäíîðàçîâî âèêîðèñòîâóâàëè ÐÊ4 ó ïîïåðåäíiõ îá÷èñëå-
ííÿõ, ó ñèñòåìi Maxima iñíó¹ âáóäîâàíà êîìàíäà rk äëÿ éîãî âèêëèêó. Ðåàëiçó¹ìî îäíàê
ìåòîä ñàìîñòiéíî, ñòâîðåííÿì âiäïîâiäíî¨ ïðîãðàìè.

Ðîçðàõóíêîâi ôîðìóëè íàñòóïíi:

yi+1 = yi +
1

6
(k1 + 2k2 + 2k3 + k4);

k1 = hf(xi, yi);

k2 = hf(xi + h/2, yi + k1/2);

k3 = hf(xi + h/2, yi + k2/2);

k4 = hf(xi + h, yi + k3).

Ñâîðþ¹ìî íåîáõiäíi ìàñèâè, òåïåð ¨õ áóäå øiñòü.

(%i26) k1:make_array(flonum, n+1)$

(%i27) k2:make_array(flonum, n+1)$

(%i28) k3:make_array(flonum, n+1)$

(%i29) k4:make_array(flonum, n+1)$

(%i30) X3:make_array(flonum, n+1)$

(%i31) Y3:make_array(flonum, n+1)$

Çàäà¹ìî ïî÷àòêîâi çíà÷åííÿ òà çàïîâíþ¹ìî X3 âóçëîâèìè òî÷êàìè.

(%i34) X3[0]:a$ X3[1]:a+h$ Y3[0]:4$

(%i35) k1[0]:h*(2*Y3[0]-exp(X3[0]));

(%o35) 0.7000000000000001

(%i36) for i:2 thru n do

(X3[i]:X3[i-1]+h)$

Ñòâîðþ¹ìî öèêë äëÿ îá÷èñëåííÿ Y3 ÷åðåç ïðîìiæíi ìàñèâè k1-k4.

(%i37) for i:1 thru n do

(

k1[i-1]:h*(2*Y3[i-1]-exp(X3[i-1])),

k2[i-1]:h*(2*(Y3[i-1]+(1/2)*k1[i-1])-exp(X3[i-1]+h/2)),

k3[i-1]:h*(2*(Y3[i-1]+(1/2)*k2[i-1])-exp(X3[i-1]+h/2)),

k4[i-1]:h*(2*(Y3[i-1]+k3[i-1])-exp(X3[i-1]+h)),

Y3[i]:Y3[i-1]+(1/6)*(k1[i-1]+2*k2[i-1]+2*k3[i-1]+k4[i-1])

)$

Íàðåøòi âèâîäèìî çîáðàæåííÿ îá÷èñëåíèõ òî÷îê ïîðÿä ç òðüîìà ãðàôiêàìè, îòðè-
ìàíèìè âèùå. Ïðè öüîìó âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî êðèâà Ðóíãå�Êóòòè ïðàêòè÷íî ïîâíiñòþ íà-
êëàäà¹òüñÿ íà òî÷íó êðèâó, òîìó äëÿ íàî÷íîñòi ïîêëàäåìî Exact øèðîêîþ ñiðîþ ëiíi¹þ
(Ðèñ.13.3).
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(%i38) wxdraw2d(

line_width = 10, color = gray80, key = "Exact", key_pos=top_left,

explicit(rhs(sol1),x,0,2),

line_width = 2, point_size = 1, points_joined = true,

point_type = filled_circle, color = red, key = "Euler",

points(X1,Y1),

line_width = 2, point_size = 1, points_joined = true,

point_type = filled_circle, color = green, key = "Euler-Cauchy",

points(X2,Y2),

line_width = 2, point_size = 1, points_joined = true,

point_type = filled_circle, color = blue, key = "Runge-Kutta 4",

points(X3,Y3)

);

Ðèñ. 13.3: Òî÷íèé ðîçâ'ÿçîê, ÷èñëîâèé çà ìåòîäîì Åéëåðà, çà ìåòîäîì Åéëåðà�Êîøi òà çà
ìåòîäîì Ðóíãå�Êóòòè 4-ãî ïîðÿäêó.

ßê âèäíî ç ïîáóäîâàíèõ ãðàôiêiâ, ìåòîä ÐÊ4 äà¹ íàéêðàùèé ðåçóëüòàò ïðè ÷èñëîâî-
ìó ðîçâ'ÿçàííi. Âií öiëêîì çàäîâîëüíÿ¹ ïîòðåáàì ó òî÷íîñòi çà óìîâè ïîëîãîñòi iíòåãðàëü-
íî¨ êðèâî¨, êîëè íåìà¹ ïîðîãîâèõ åôåêòiâ àáî ðîçðèâiâ. Ïðè âèíèêíåííi òàêèõ êðèòè-
÷íèõ âèïàäêiâ íåáõiäíî ïiäíiìàòèñü âæå äî 5-ãî ïîðÿäêó òî÷íîñòi, âèêîðèñòîâóþ÷è ìåòîä
Ðóíãå�Êóòòè�Ôåëüáåðãà rkf45. Âòiì, iñíóþòü íàâiòü ìåòîäè 8-ãî ïîðÿäêó äëÿ äîñÿãíåííÿ
íåîáõiäíî¨ òî÷íîñòi ïðè âèðiøåííi åêñòðåìàëüíèõ çàäà÷.

13.2 Êðàéîâi çàäà÷i äëÿ ÇÄÐ äðóãîãî ïîðÿäêó

Äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ äðóãîãî ïîðÿäêó ìà¹ çàãàëüíèé âèãëÿä

y′′(x) = f(x, y, y′).

Ïðè iíòåãðóâàííi éîãî ç'ÿâëÿþòüñÿ äâi íåâiäîìi êîíñòàíòè, ùî äà¹ íàì íåñêií÷åííó êiëü-
êiñòü ðîçâ'ÿçêiâ. Ùîá çíàéòè ÷àñòêîâèé ðîçâ'ÿçîê, íåîáõiäíî âèêîðèñòàòè óìîâè çíà÷åíü
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ôóíêöi¨ àáî ¨¨ ïîõiäíî¨ íà êðàÿõ ïðîìiæêà iíòåãðóâàííÿ [a; b], ùî é îáóìîâëþ¹ íàçâó êðà-
éîâî¨ çàäà÷i (â àíãëîìîâíié ëiòåðàòóði BVP � Boundary Value Problem).

Çàãàëîì øèðîêå êîëî ðiâíÿíü äðóãîãî ïîðÿäêó ¹ ëiíiéíèìè, òîìó çîñåðåäèìîñü íà ¨õ
âèâ÷åííi. Òàêi ðiâíÿííÿ çàâæäè ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi

y′′ + p(x)y′ + q(x)y = r(x).

Ôóíêöi¨ p(x), q(x), r(x) ââàæàþòüñÿ íåïåðåðâíèìè íà ïðîìiæêó [a; b]. Óìîâè çíàõîäæåííÿ
÷àñòèííîãî ðîçâ'ÿçêó ìîæóòü áóòè ïðåäñòàâëåíi òðüîìà ñïîñîáàìè:

◦ êðàéîâi óìîâè ïåðøîãî ðîäó

y(a) = A; y(b) = B;

◦ êðàéîâi óìîâè äðóãîãî ðîäó

y′(a) = A; y′(b) = B;

◦ êðàéîâi óìîâè òðåòüîãî ðîäó (çìiøàíi){
α1y(a) + α2y

′(a) = A;

β1y(b) + β2y
′(b) = B.

ßê âèäíî, êðàéîâi óìîâè òðåòüîãî ðîäó ìiñòÿòü ó ñîái äâi ïåðøèõ ïðè ïåâíîìó çíà-
÷åííi êîåôiöi¹íòiâ. Îäíàê ïåðøi äâi âèäiëÿþòüñÿ îêðåìî, òîìó ùî ó ðåàëüíèõ çàäà÷àõ
ôàêòè÷íî ëèøå âîíè i âèíèêàþòü.

Â ïðîöåñi äèñêðåòèçàöi¨ ó âóçëîâèõ òî÷êàõ ïîõiäíó ôóíêöi¨ ìè çàìiíÿëè âèðàçîì
(yi+1 − yi)/h. Ïîäiáíèì ÷èíîì óòâîðþ¹òüñÿ âèðàç äëÿ äðóãî¨ ïîõiäíî¨:

y′′(xi) =
1

h2
(y(xi+1)− 2y(xi) + y(xi−1)) , àáî y′′i =

1

h2
(yi+1 − 2yi + yi−1) .

Òîäi çàãàëüíå ðiâíÿííÿ áóäå ìàòè âèãëÿä

yi+1 − 2yi + yi−1

h2
+ p(xi)

yi+1 − yi
h

+ q(xi)yi = r(xi), i = 1, ...n− 1;

à âiäïîâiäíi êðàéîâi óìîâè ñòàþòü íàñòóïíèìè:

y0 = A; yn = B; (ïåðøîãî ðîäó)

1

h
(y1 − y0) = A;

1

h
(yn − yn−1) = B; (äðóãîãî ðîäó)


α1y0 + α2

1

h
(y1 − y0) = A;

β1yn + β2
1

h
(yn − yn−1) = B.

(òðåòüîãî ðîäó)

Â ðåçóëüòàòi ìà¹ìî ñèñòåìó ç n+1 ðiâíÿíü äëÿ n+1 íåâiäîìèõ âåëè÷èí yi, i = 0, 1, ...n.
Ðîçâ'ÿçóâàòè öþ ñèñòåìó ìîæíà ðiçíèìè ñïîñîáàìè: çà ìåòîäîì Ãàóññà, ìàòðè÷íèì ìåòî-
äîì òîùî. ßê áà÷èìî, êiëüêiñòü ðiâíÿíü ñèñòåìè ðiâíà êiëüêîñòi òî÷îê ðîçáèòòÿ. Çâiäñè
âèñíîâîê, ùî öþ êiëüêiñòü ïîòðiáíî òðèìàòè â ðîçóìíèõ ìåæàõ, äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ ¾íà ïàïå-
ði¿ ¨¨ ðiäêî ïîêëàäàëè áiëüøîþ 10, îñêiëüêè ðîçâ'ÿçàòè ñèñòåìó ç òàêî¨ êiëüêîñòi ðiâíÿíü
ñòà¹ äóæå íåïðîñòî. Àëå ç ïîÿâîþ êîìï'þòåðiâ öÿ òðóäíiñòü ñòàëà âæå íåñóòò¹âîþ.
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13.2.1 Êðàéîâi óìîâè ïåðøîãî ðîäó

Âèðiøèìî íàñòóïíó êðàéîâó çàäà÷ó:

xy′′ + y = 0; y(1) = 1, y(2) = 2.

Çàäàìî ñïî÷àòêó ðiâíÿííÿ ó Maxima òà ñïðîáó¹ìî çíàéòè òî÷íèé ðîçâ'ÿçîê.

(%i1) deqn1:'diff(y,x,2)*x+y=0;

(%o1) x ·
(
d2

d x2
· y
)
+ y = 0

(%i2) ode2(deqn1,y,x);

(%o2) false

Ñòàíäàðòíà êîìàíäà íå äà¹ ðåçóëüòàòó, òîìó âèêîðèñòà¹ìî äîäàòêîâèé ïàêåò contrib_ode.

(%i3) load(contrib_ode);

(%i4) contrib_ode(deqn1,y,x);

(%o4) [y = bessel_y
(
1, 2 ·

√
x
)
·%k2 ·

√
x+ bessel_j

(
1, 2 ·

√
x
)
·%k1 ·

√
x]

Ðîçâ'ÿçîê âèÿâèâñÿ êîìáiíàöi¹þ ñïåöiàëüíèõ ôóíêöié Áåññåëÿ ðiçíîãî òèïó. Çàñòîñó-
¹ìî òåïåð óìîâè êðàéîâî¨ çàäà÷i òà çîáðàçèìî íà ðèñóíêó éîãî ãðàôiê (Ðèñ.13.4).

(%i5) sol1:bc2(%o4[1],x=1,y=1,x=2,y=2);

(%o5) y =

(
2 · bessel_y (1, 2)−

√
2 · bessel_y

(
1, 2

3
2

))
· bessel_j (1, 2 ·

√
x) ·

√
x

√
2 · bessel_y (1, 2) · bessel_j

(
1, 2

3
2

)
−
√
2 · bessel_j (1, 2) · bessel_y

(
1, 2

3
2

)−
(
2 · bessel_j (1, 2)−

√
2 · bessel_j

(
1, 2

3
2

))
· bessel_y (1, 2 ·

√
x) ·

√
x

√
2 · bessel_y (1, 2) · bessel_j

(
1, 2

3
2

)
−

√
2 · bessel_j (1, 2) · bessel_y

(
1, 2

3
2

)
(%i6) plot2d(rhs(sol1),[x,0,10],[style,[lines,3]]);

Ðèñ. 13.4: Òî÷íèé ðîçâ'ÿçîê êðàéîâî¨ çàäà÷i.

Ïåðåõîäèìî òåïåð äî ÷èñëîâîãî ðîçâ'ÿçêó. Ïîêëàäåìî êðîê ðîçáèòòÿ ðiâíèì 0.2 i
âíåñåìî íåîáõiäíi ôóíêöi¨ òà äàíi ó ñèñòåìó.

(%i9) p(x):=1$ q(x):=1/x$ r(x):=0$
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(%i12) a:1$ b:2$ h:0.2$

(%i14) A:1$ B:2$

(%i15) n:floor((b-a)/h);

(%o15) 5

Ïðîìiæêiâ ó íàñ 5, îòæå âóçëîâèõ òî÷îê òà ðiâíÿíü ó ñèñòåìi áóäå 6. Ïåðåéäåìî
òåïåð äî äèñêðåòèçàöi¨ çàäà÷i. Ôîðìó¹ìî íåîáõiäíi ìàñèâè òà çàïîâíþ¹ìî ¨õ âiäïîâiäíi
âiäîìi åëåìåíòè.

(%i16) P:make_array(flonum, n+1)$

(%i17) Q:make_array(flonum, n+1)$

(%i18) R:make_array(flonum, n+1)$

(%i19) X:make_array(flonum, n+1)$

(%i20) Y:make_array(flonum, n+1)$

(%i24) X[0]:a$ X[n]:b$ Y[0]:A$ Y[n]:B$

Çàïîâíþ¹ìî ìàñèâ X âóçëîâèìè òî÷êàìè, ìàñèâ Y íåâiäîìèìè çíà÷åííÿìè yi òà ôîð-
ìó¹ìî âiäïîâiäíi ìàñèâè äëÿ P, Q, R. Êîæåí ç ìàñèâiâ âèâåäåìî íà åêðàí ùîá ïåðåêîíàòèñü,
ùî âñå ïðàâèëüíî çàäàëîñü.

(%i25) for i:1 thru n do

X[i]:X[i-1]+h$

(%i26) for i:0 thru n do

display(X[i]);

X0 = 1 X1 = 1.2 X2 = 1.4 X3 = 1.6 X4 = 1.8 X5 = 2.0

(%o26) done

(%i27) for i:1 thru n-1 do

Y[i]:concat(y,i)$

(%i28) for i:0 thru n do

display(Y[i]);

Y0 = 1 Y1 = y1 Y2 = y2 Y3 = y3 Y4 = y4 Y5 = 2

(%o28) done

(%i29) for i:0 thru n do

P[i]:p(X[i])$

(%i30) for i:0 thru n do

Q[i]:q(X[i])$

(%i31) for i:0 thru n do

R[i]:r(X[i])$

(%i32) for i:0 thru n do

display([P[i],Q[i],R[i]]);

[P0, Q0, R0] = [1, 1, 0]

[P1, Q1, R1] = [1, 0.8333333333333334, 0]

[P2, Q2, R2] = [1, 0.7142857142857143, 0]

[P3, Q3, R3] = [1, 0.625, 0]



Ðîçäië 13. Âñòóï ó ÷èñëîâi ìåòîäè ðîçâ'ÿçàííÿ ÄÐ 205

[P4, Q4, R4] = [1, 0.5555555555555556, 0]

[P5, Q5, R5] = [1, 0.5000000000000001, 0]

(%o32) done

Ôîðìó¹ìî ùå îäèí ìàñèâ, êîòðèé áóäå ìiñòèòè ðiâíÿííÿ äëÿ yi òà çàïîâíþ¹ìî éîãî
ôîðìóëàìè äëÿ äèñêðåòèçîâàíî¨ ñèñòåìè.

(%i33) sys1:make_array(any, n+1)$

(%i34) for i:1 thru n-1 do

sys1[i]: (1/h^2)*(Y[i+1]-2*Y[i]+Y[i-1])+

(P[i]/h)*(Y[i+1]-Y[i])+Q[i]*Y[i]=R[i]$

(%i35) for i:1 thru n-1 do

display(sys1[i]);

5.0 · (y2 − y1 ) + 25.0 · (y2 − 2 · y1 + 1) + 0.8333333333333334 · y1 = 0

5.0 · (y3 − y2 ) + 25.0 · (y3 − 2 · y2 + y1 ) + 0.7142857142857143 · y2 = 0

5.0 · (y4 − y3 ) + 25.0 · (y4 − 2 · y3 + y2 ) + 0.625 · y3 = 0

0.5555555555555556 · y4 + 5.0 · (2− y4 ) + 25.0 · (−2 · y4 + y3 + 2) = 0

(%o35) done

Ìà¹ìî íåîáõiäíi ÷îòèðè ðiâíÿííÿ äëÿ âèçíà÷åííÿ íåâiäîìèõ ÷îòèðüîõ âåëè÷èí yi
(y0 òà y5 âæå âñòàíîâëåíi). Ïåðåòâîðèìî öåé ìàñèâ ó ñïèñîê äëÿ ôîðìóâàííÿ ñèñòåìè òà
ðîçâ'ÿæåìî ¨¨.

(%i36) sys1a:makelist(sys1[i],i,1,n-1)$

(%i37) ratprint:false$

(%i38) sol1a:flatten(solve(sys1a,[y1,y2,y3,y4]));

(%o38) [y1 =
120927

88370
, y2 =

115759

70696
, y3 =

48319

26511
, y4 =

34269

17674
]

Ðèñ. 13.5: Òî÷íèé òà ÷èñëîâèé ðîçâ'ÿçêè êðàéîâî¨ çàäà÷i ïåðøîãî ðîäó.
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Ðîçâ'ÿçîê îòðèìàíèé. Çàëèøèëîñü çäiéíèòè ïåâíi ôiíàëüíi äi¨ äëÿ ñòâîðåííÿ ãðàôi-
êó: çàïîâíèòè äîïîìiæíèé ìàñèâ Ya âñiìà çíàéäåíèìè òî÷êàìè yi òà ïåðåòâîðèòè X òà Ya

ó ñïèñêè. Çîáðàæåííÿ � íà Ðèñ.13.5.

(%i39) Ya:make_array(flonum, n+1)$

(%i40) Ya[0]:Y[0]$ Ya[n]:Y[n]$

(%i42) for i:1 thru n-1 do

(Ya[i]:rhs(sol1a[i]))$

(%i43) x_list:listarray(X);

(%o43) [1, 1.2, 1.4, 1.6, 1.8, 2.0]

(%i44) y_list:listarray(Ya);

(%o44) [1,
120927

88370
,
115759

70696
,
48319

26511
,
34269

17674
, 2]

(%i45) wxplot2d([rhs(sol1),[discrete,x_list,y_list]],[x,1,2],

[style,[lines,3],[linespoints,3,3,2,1]],[legend,"Exact","Numeric"],

[gnuplot_preamble,"set key right bottom"]);

13.2.2 Êðàéîâi óìîâè äðóãîãî ðîäó

Íåõàé çàäàíå ðiâíÿííÿ

(x2 + 1)y′′ + 4xy′ + 2y = 2; y′(0) = 1, y′(2) = 1.

Çàäàìî éîãî ðîçâ'ÿçîê ó Maxima.

(%i1) deqn2:(1+x^2)*'diff(y,x,2)+4*x*'diff(y,x)+2*y=2;

(%o1)
(
x2 + 1

)
·
(
d2

d x2
· y
)
+ 4 · x ·

(
d

d x
· y
)
+ 2 · y = 2

(%i2) sol2:ode2(deqn2,y,x);

(%o2) y =
x2

x2 + 1
+

%k1 · x
x2 + 1

+
%k2

x2 + 1

Ùîá çîáðàçèòè ãðàôiê ðîçâ'ÿçêó, íåîáõiäíî çíàéòè ñòàëi %k1 òà %k2. Äëÿ öüîãî
ñêîðèñòà¹ìîñü êîìàíäîþ bc2 äëÿ ïîõiäíî¨ çíàéäåíî¨ ôóíêöi¨.

(%i3) dsol2:y=diff(rhs(sol2),x);

(%o3) y =
2 · x
x2 + 1

+
%k1

x2 + 1
− 2 · x3

(x2 + 1)2
− 2 ·%k1 · x2

(x2 + 1)2
− 2 ·%k2 · x

(x2 + 1)2

(%i4) bc2(dsol2,x=0,y=1,x=2,y=1);

(%o4) y =
2 · x
x2 + 1

+
1

x2 + 1
− 2 · x3

(x2 + 1)2
− 2 · x2

(x2 + 1)2
+

12 · x
(x2 + 1)2

ßê âèäíî iç ïîðiâíÿííÿ äâîõ îñòàííiõ âèðàçiâ, %k1 = 1, %k2 = −6. Ïiäñòàâèìî ¨õ ó
âèõiäíó ôóíêöiþ òà íàêðåñëèìî ãðàôiê (Ðèñ.13.6).

(%i5) sol2a:subst([%k1=1,%k2=-6],sol2);

(%o5) y =
x2

x2 + 1
+

x

x2 + 1
− 6

x2 + 1

(%i6) wxplot2d(rhs(sol2a),[x,0,4],[style,[lines,3]]);
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Ðèñ. 13.6: Òî÷íèé ãðàôiê êðàéîâî¨ çàäà÷i.

Íàñòóïíi äi¨ áóäåìî ðîáèòè çà âæå âiäîìîþ ñõåìîþ.

(%i9) p(x):=4*x/(x^2+1)$ q(x):=2/(x^2+1)$ r(x):=2/(x^2+1)$

(%i12) a:0$ b:2$ h:0.2$

(%i14) A:1$ B:1$

(%i15) n:floor((b-a)/h)$

(%i16) P:make_array(flonum, n+1)$

(%i17) Q:make_array(flonum, n+1)$

(%i18) R:make_array(flonum, n+1)$

(%i19) X:make_array(flonum, n+1)$

(%i20) Y:make_array(flonum, n+1)$

(%i22) X[0]:a$ X[n]:b$

(%i23) for i:1 thru n do

X[i]:X[i-1]+h$
(%i24) for i:0 thru n do

display(X[i]);

X0 = 0 X1 = 0.2 X2 = 0.4 X3 = 0.6 X4 = 0.8 X5 = 1.0

X6 = 1.2 X7 = 1.4 X8 = 1.6 X9 = 1.8 X10 = 2.0

(%o24) done

(%i25) for i:0 thru n do

Y[i]:concat(y,i)$

(%i26) for i:0 thru n do

display(Y[i]);

Y0 = y0 Y1 = y1 Y2 = y2 Y3 = y3 Y4 = y4 Y5 = y5

Y6 = y6 Y7 = y7 Y8 = y8 Y9 = y9 Y10 = y10

(%o26) done
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(%i27) for i:0 thru n do

P[i]:p(X[i])$

(%i28) for i:0 thru n do

Q[i]:q(X[i])$

(%i29) for i:0 thru n do

R[i]:r(X[i])$

(%i30) for i:0 thru n do

display([P[i],Q[i],R[i]]);

[P0, Q0, R0] = [0, 2, 2]

[P1, Q1, R1] = [0.7692307692307693, 1.923076923076923, 1.923076923076923]

[P2, Q2, R2] = [1.379310344827586, 1.724137931034483, 1.724137931034483]

[P3, Q3, R3] = [1.764705882352941, 1.470588235294118, 1.470588235294118]

[P4, Q4, R4] = [1.951219512195122, 1.219512195121951, 1.219512195121951]

[P5, Q5, R5] = [2.0, 1.0, 1.0]

[P6, Q6, R6] = [1.967213114754098, 0.819672131147541, 0.819672131147541]

[P7, Q7, R7] = [1.891891891891892, 0.6756756756756757, 0.6756756756756757]

[P8, Q8, R8] = [1.797752808988764, 0.5617977528089888, 0.5617977528089888]

[P9, Q9, R9] = [1.69811320754717, 0.4716981132075472, 0.4716981132075472]

[P10, Q10, R10] = [1.6, 0.4000000000000001, 0.4000000000000001]

(%o30) done

Çàäà¹ìî ùå îäèí ìàñèâ äëÿ ðîçìiùåííÿ â íüîìó ñèñòåìè ðiâíÿíü, òà çàïîâíþ¹ìî
éîãî îñíîâíîþ ôîðìóëîþ.

(%i31) sys2:make_array(any, n+1)$

(%i32) for i:1 thru n-1 do

sys2[i]: (1/h^2)*(Y[i+1]-2*Y[i]+Y[i-1])+

(P[i]/h)*(Y[i+1]-Y[i])+Q[i]*Y[i]=R[i]$

(%i33) for i:1 thru n-1 do

display(sys2[i]);

Âèâåäåíi íà äèñïëåé äàíi ñâiä÷àòü, ùî 9 ðiâíÿíü ñôîðìîâàíi. Ó ìàñèâi sys2 ùå äâi
ïîðîæíiõ êëiòèíêè, ïåðøà òà îñòàííÿ. Ìè çàïîâíþ¹ìî ¨õ äâîìà óìîâàìè íà ïîõiäíi â
êðàéîâèõ âóçëàõ.

(%i34) sys2[0]:(Y[1]-Y[0])/h=A;

(%o34) 5.0 · (y1 − y0 ) = 1

(%i35) sys2[n]:(Y[n]-Y[n-1])/h=B;

(%o35) 5.0 · (y10 − y9 ) = 1

Ïåðåòâîðþ¹ìî íàðåøòi ìàñèâ ó ñïèñîê òà ðîçâ'ÿçó¹ìî ñèñòåìó ç 11 ðiâíÿíü.

(%i36) sys2a:makelist(sys2[i],i,0,n)$

(%i37) ratprint:false;

(%i38) sol2b:flatten(solve(sys2a,[y0,y1,y2,y3,y4,y5,y6,y7,y8,y9,y10]));

(%o38) [y0 = −53857894862

13677128041
, y1 = −255612346269

68385640205
, y2 = −1110794847676

341928201025
,
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y3 = −33343223640209

12651343437925
, y4 = −25610626927914

12651343437925
, y5 = −748242336109

506053737517
,

y6 = −515131919000

506053737517
, y7 = −43758515673

68385640205
, y8 = − 387648542782

1162555883485
,

y9 = − 99992982797

1162555883485
, y10 =

26503638780

232511176697
]

Îòðèìàëè ðîçâ'ÿçêè, ÿêi ïåðåòâîðþ¹ìî íà ÷èñëîâèé ñïèñîê äëÿ ôîðìóâàííÿ ãðàôiêà.

(%i39) y_list:makelist(rhs(sol2b[i]),i,1,n+1)$

(%i40) x_list:listarray(X)$

(%i41) plot2d([rhs(sol2a),[discrete,x_list,y_list]],[x,0,2],

[style,[lines,2],[linespoints,2,2,2,1]],

[legend,"Exact","Numeric"],

[gnuplot_preamble,"set key right bottom"]);

Ðèñ. 13.7: Òî÷íèé òà ÷èñëîâèé ðîçâ'ÿçêè êðàéîâî¨ çàäà÷i äðóãîãî ðîäó.

Ïîáóäîâàíà ÷èñëîâà êðèâà ç ëiâîãî áîêó äîñèòü äàëåêî âiäõîäèòü âiä òî÷íî¨, õî÷à
ïðîôiëü ¨¨ òàêèé ñàìèé. Öå íåäîëiê êðàéîâèõ óìîâ äðóãîãî ðîäó, ðiâíiñòü ïîõiäíèõ äâîõ
ôóíêöié îçíà÷à¹ ëèøå ùî íàõèë ¨õ áóäå òàêèì æå ó âiäïîâiäíèõ x-êîîðäèíàòàõ òî÷îê, òîäi
ÿê y-êîîðäèíàòè ìîæóòü áóòè çîâñiì ðiçíèìè.

13.2.3 Êðàéîâi óìîâè òðåòüîãî ðîäó

Âèðiøèìî íàñòóïíó êðàéîâó çàäà÷ó:

x2y′′ = 2y − x,

{
2y(1) + y′(1) = 4;

y(4)− 2y′(4) = 0.

Ñïî÷àòêó çàäàìî öå ðiâíÿííÿ ó Maxima òà çíàéäåìî òî÷íèé ðîçâ'ÿçîê.

(%i1) deqn3:'diff(y,x,2)*x^2=2*y-x;

(%o1) x2 ·
(
d2

d x2
· y
)

= 2 · y − x
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(%i2) sol3:ode2(deqn3,y,x);

(%o2) y = %k2 · x2 + x

2
− %k1

3 · x
Òåïåð äëÿ ïîáóäîâè ãðàôiêà íåîáõiäíî çíàéòè íåâiäîìi %k1 òà %k2. Äëÿ öüîãî îá÷è-

ñëèìî ïîõiäíó y′ òà ðîçâ'ÿæåìî ñèñòåìó äâîõ ðiâíÿíü, óòâîðåíó äîäàòêîâèìè óìîâàìè.

(%i3) dsol3:dy=diff(rhs(sol3),x);

(%o3) dy = 2 ·%k2 · x+ %k1

3 · x2
+

1

2

(%i4) eq1:2*subst(x=1,rhs(sol3))+subst(x=1,rhs(dsol3))=4;

(%o4) 2 ·
(
%k2 − %k1

3
+

1

2

)
+ 2 ·%k2 +

%k1

3
+

1

2
= 4

(%i5) eq2:subst(x=4,rhs(sol3))-2*subst(x=4,rhs(dsol3))=0;

(%o5) − 2 ·
(
8 ·%k2 +

%k1

48
+

1

2

)
+ 16 ·%k2 − %k1

12
+ 2 = 0

(%i6) solve([eq1,eq2],[%k1,%k2]);

(%o6) [[%k1 = 8,%k2 =
31

24
]]

(%i7) sol3a:subst([%k1=8,%k2=31/24],sol3);

(%o7) y =
31 · x2

24
+
x

2
− 8

3 · x

(%i10) plot2d(rhs(sol3a),[x,0.1,5],[style,[lines,3]]);

Ðèñ. 13.8: Òî÷íèé ðîçâ'ÿçîê êðàéîâî¨ çàäà÷i.

Ó ïîïåðåäíiõ äâîõ âèïàäêàõ ïðè ÷èñëîâîìó ðîçâ'ÿçêó ìè ôîðìóâàëè ñèñòåìè ðiâíÿíü
òà áåçïîñåðåäíüî âèðiøóâàëè ¨õ âáóäîâàíîþ êîìàíäîþ solve. Öüîãî ðàçó ñêîðèñòà¹ìîñü
ìàòðè÷íèì ìåòîäîì. Íàãàäà¹ìî, ùî ðiâíÿííÿ M · X = N , äå M � ìàòðèöÿ êîåôiöi¹íòiâ
áiëÿ íåâiäîìèõ, ìà¹ ðîçâ'ÿçîê X =M−1 ·N . Îòæå, íåîáõiäíî ôàêòè÷íî çíàéòè ìàòðèöi M
òà N ùîá ðîçâ'ÿçàòè ñèñòåìó.
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Ïåðø íiæ ïî÷àòè ÷èñëîâèé ðîçâ'ÿçîê, ïåðåòâîðèìî âèõiäíó ñèñòåìó âiäíîñíî yi òàêèì
÷èíîì, ùîá âèäiëèòè îêðåìî ìíîæíèêè ïðè îäíàêîâèõ i.

[hp(xi) + 1] yi+1 + [h2q(xi)− hp(xi)− 2] yi + yi−1 = h2r(xi);

[hα1 − α2] y0 + α2y1 = hA;

−β2yn−1 + [hβ1 + β2] yn = hB.

Òåïåð çðîáèìî íàñòóïíå çàóâàæåííÿ. Ïîïåðåäíüî äëÿ ðîç'ÿçàííÿ ñèñòåì ðiâíÿíü ìè
âèêîðèñòîâóâàëè çàïîâíåííÿ âiäïîâiäíèõ ìàñèâiâ. Ó Maxima òà Lisp iíäåêñè ìàñèâiâ ìî-
æóòü ïðèéìàòè çíà÷åííÿ 0, àëå äëÿ ñïèñêiâ òà ìàòðèöü öå âèÿâëÿ¹òüñÿ íåìîæëèâèì: íó-
ìåðàöiÿ åëåìåíòiâ ïî÷èíà¹òüñÿ ç 1. Òîìó íåîáõiäíî çñóíóòè íîìåðè ñïèñêà ôóíêöié íà
îäèíèöþ, îòîæ ìè çàïðîâàäæó¹ìî íîâèé iíäåêñ k, ÿêèé íóìåðó¹ çìiííi; âií áóäå íàáóâàòè
çíà÷åíü âiä 2 äî n.

[hp(xk) + 1] yk+1 + [h2q(xk)− hp(xk)− 2] yk + yk−1 = h2r(xk);

[hα1 − α2] y1 + α2y2 = hA;

−β2yn + [hβ1 + β2] yn+1 = hB.

Çàäà¹ìî âèõiäíi äàíi íàøî¨ çàäà÷i ó Maxima.

(%i1) ratprint:false$

(%i4) p(x):=0$ q(x):=-2/x^2$ r(x):=-1/x$

(%i9) a:1$ b:4$ A:4$ B:0$ h:0.5$

(%i13) %alpha_1:2$ %alpha_2:1$ %beta_1:1$ %beta_2:-2$

(%i14) n:floor((b-a)/h);

(%o14) 6

Âiäðiçêiâ óòâîðèëîñü 6, îòæå âóçëîâèõ òî÷îê òà ðiâíÿíü ó ñèñòåìi áóäå 7. Ñòâîðþ¹ìî
òåïåð ñïèñîê âóçëîâèõ òî÷îê:

(%i15) X:makelist(a+(k-1)*h,k,1,n+1);

(%o15) [1, 1.5, 2.0, 2.5, 3.0, 3.5, 4.0]

Äëÿ çàïîâíåííÿ ìàòðèöi M êîåôiöi¹íòàìè ïðè íåâiäîìèõ yk ñïî÷àòêó ñôîðìó¹ìî
íóëüîâó ìàòðèöþ ðîçìiðíîñòi (n+ 1)× (n+ 1).

(%i16) M:zeromatrix(n+1,n+1)$

Òåïåð çàïîâíèìî ïåðøèé òà îñòàííié ðÿäêè ìàòðèöi äâîìà äîäàòêîâèìè óìîâàìè.
Ïåðøèé iíäåêñ óM [j, k] öå íîìåð ðiâíÿííÿ, äðóãèé öå íîìåð êîåôiöi¹íòà ïðè âiäïîâiäíîìó
yk. Îòæå ìè ôîðìó¹ìî çàðàç ðÿäêè 1 òà n+ 1.

(%i18) M[1,1]:h*%alpha_1-%alpha_2$ M[1,2]:%alpha_2$

(%i20) M[n+1,n]:-%beta_2$ M[n+1,n+1]:h*%beta_1+%beta_2$

Ùîá çàïîâíèòè âñi iíøi ðÿäêè âiä 2 äî n, ñêîðèñòà¹ìîñü öèêëîì. Ïðè öüîìó òðåáà
ìàòè íà óâàçi, ùî ó öèõ ðÿäêàõ ôiãóðóâàòèìóòü ôóíêöi¨ âiä çìiííèõ xk. Öi çìiííi áóäóòü
áðàòèñü iç óòâîðåíîãî ñïèñêó X[k], òîìó äëÿ òîãî, ùîá âií ïî÷èíàâñÿ iç ïåðøîãî çíà÷åííÿ
(à ó íàñ ïî÷àòêîâèé íîìåð 2), íåîáõiäíî ó ðiâíÿííÿõ çàïèñóâàòè X[k-1].
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(%i22) for k:2 thru n do

for j:1 thru n+1 do

( if j=k then M[k,j]: (h^2*q(X[k-1])-h*p(X[k-1])-2)

else if j=k+1 then M[k,j]: (h*p(X[k-1])+1)

else if j=k-1 then M[k,j]: 1

else 0

)$

Ïîãëÿíåìî íà ñôîðìîâàíó ìàòðèöþ.

(%i23) M;

(%o23)



0.0 1 0 0 0 0 0
1 −2.5 1 0 0 0 0
0 1 −2.222222222222222 1 0 0 0
0 0 1 −2.125 1 0 0
0 0 0 1 −2.08 1 0
0 0 0 0 1 −2.055555555555555 1
0 0 0 0 0 2 −1.5


Ïåðåéäåìî äî ñòâîðåííÿ ìàòðèöi-ñòîâï÷èêà ïðàâî¨ ÷àñòèíè ñèñòåìè. Çíîâó çàäàìî

íóëüîâó ìàòðèöþ ðîçìiðíîñòi (n+ 1)× 1.

(%i24) N:zeromatrix(n+1,1)$

Çàïîâíþ¹ìî ïåðøèé òà îñòàííié ðÿäêè.

(%i25) N[1,1]:h*A;

(%o25) 2.0

(%i26) N[n+1,1]:h*B;

(%o26) 0

Äëÿ çàïîâíåííÿ ðÿäêiâ ç 2 ïî n çàïèøåìî öèêë:

(%i27) for k:2 thru n do

N[k,1]:h^2*r(X[k-1]);

(%o27) done

Âèâåäåìî ìàòðèöþ N íà åêðàí.

(%i28) N;

(%o28)



2.0
−0.25

−0.1666666666666666
−0.125
−0.1

−0.08333333333333333
0


Íàðåøòi çíàõîäèìî ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè, i ïåðåòâîðþ¹ìî éîãî íà ñïèñîê äëÿ ñòâîðåííÿ

ãðàôiêó (Ðèñ.13.9).

(%i29) Ya:invert(M).N;

(%o29)



1.09768907563025
2.0

3.652310924369749
5.949579831932778
8.865546218487402
12.39075630252102
16.52100840336136


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(%i30) y_list:flatten(args(Ya))$

(%i31) plot2d([(31*x^2)/24+x/2-8/(3*x),[discrete,X,y_list]],[x,1,4],

[style,[lines,2],[linespoints,2,2,2,1]],[legend,"Exact","Numeric"],

[gnuplot_preamble,"set key right bottom"])$

Ðèñ. 13.9: Òî÷íèé òà ÷èñëîâèé ðîçâ'ÿçêè êðàéîâî¨ çàäà÷i òðåòüîãî ðîäó.

ßê âèäíî ç ïîðiâíÿííÿ ãðàôiêiâ, ÷èñëîâèé ðîçâ'ÿçîê êðàéîâèõ çàäà÷ äàíîãî òèïó
çáåðiãà¹ ôîðìó êðèâî¨ òà ìà¹ äîñèòü áëèçüêå ðîçìiùåííÿ îá÷èñëåíèõ òî÷îê i òî÷íî¨ êðèâî¨.

13.3 Ïðÿìèé äâîêðîêîâèé ìåòîä ó çàäà÷i Êîøi äëÿ ÇÄÐ

äðóãîãî ïîðÿäêó

Ó ôiçè÷íèõ ïðîöåñàõ ÷àñòî çóñòði÷à¹òüñÿ ñèòóàöiÿ, êîëè äëÿ äàíî¨ äèíàìi÷íî¨ ñèñòå-
ìè âiäîìi ïî÷àòêîâå çíà÷åííÿ ÿêî¨ñü âåëè÷èíè ó ÷àñi òà ïî÷àòêîâå çíà÷åííÿ øâèäêîñòi
öi¹¨ âåëè÷èíè. Äëÿ ïðèêëàäó, ñàìå òàêèé âèïàäîê ìè ðîçãëÿäàëè ïðè âèâ÷åííi êîëèâàíü
ìàÿòíèêà. Ç òî÷êè çîðó ìàòåìàòèêè öå åêâiâàëåíòíî çàäàííþ äëÿ ÇÄÐ äðóãîãî ïîðÿä-
êó çíà÷åííÿ y(x0) òà y′(x0). Òåîðiÿ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ãîâîðèòü, ùî öèõ âåëè÷èí
äîñòàòíüî äëÿ îäíîçíà÷íîãî âèðiøåííÿ ÇÄÐ, òîìó öÿ çàäà÷à ¹ ïiäâèäîì çàäà÷i Êîøi.

Ïðèãàäà¹ìî ìåòîä Åéëåðà ïðè ðîçâ'ÿçàííi ÇÄÐ ïåðøîãî ïîðÿäêó: ó íüîìó ïîõiäíà
â òî÷öi çàìiíÿëàñü ðiçíèöåâèì âiäíîøåííÿì, ÿêå ïîâ'ÿçóâàëî ìiæ ñîáîþ yi+1 òà yi, çâiäñè
êîæíå íàñòóïíå çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ âèðàæàëîñü ÷åðåç ïîïåðåäí¹. Ïðè ðîçãëÿäi ÇÄÐ äðóãîãî
ïîðÿäêó äèñêðåòèçîâàíå ðiâíÿííÿ ïîâ'ÿçó¹ âæå òðè òî÷êè: yi+1, yi òà yi−1. Îòæå, äëÿ
çàäàííÿ ôóíêöi¨ y ó íàñòóïíié òî÷öi, íåîáõiäíî âèçíà÷èòè ¨¨ âåëè÷èíó ó äâîõ ïîïåðåäíiõ.

Çíà÷åííÿ y(x0) äà¹ íàì ôóíêöiþ ó ïåðøîìó âóçëi ñiòêè, çíà÷åííÿ y′(x0) (ïðåäñòàâ-
ëåíå ó âèãëÿäi ðiçíèöåâîãî âiäíîøåííÿ) ïîâ'ÿçó¹ ïåðøèé òà äðóãèé âóçîë ñiòêè, à îòæå
äà¹ íàì ôóíêöiþ ó äðóãîìó âóçëi. Öÿ îáñòàâèíà äîçâîëÿ¹ íàì çàñòîñóâàòè ïðÿìèé ìåòîä
Åéëåðà ó âèïàäêó ÇÄÐ äðóãîãî ïîðÿäêó, ÿêèé òåïåð ñòàâ äâîêðîêîâèì.

Çàãàëüíèé ïëàí äié ïîëÿãà¹ â íàñòóïíîìó:
1) çàïèñàòè âèõiäíå äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ ó äèñêðåòèçîâàíîìó âèãëÿäi, âèêîðè-
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ñòîâóþ÷è âèðàçè äëÿ ïîõiäíèõ

y′i =
1

h
(yi+1 − yi); y′′i =

1

h2
(yi+1 − 2yi + yi−1) ,

2) âèçíà÷èòè ç íüîãî âåëè÷èíó yi+1,
3) âèêîðèñòîâóþ÷è öèêë çíàéòè çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ ó âñiõ òî÷êàõ ñiòêè.
Ðåàëiçó¹ìî öþ ñõåìó íà ïðèêëàäi ðiâíÿííÿ êîëèâàíü ìàÿòíèêà iç òåðòÿì òà âèìóøó-

þ÷îþ ñèëîþ.
Íåõàé çàäàíå ðiâíÿííÿ

y′′ + 2y′ + y = x3; y(0) = 4, y′(0) = −1.

Çíàéäåìî éîãî ðîçâ'ÿçîê óMaxima, çàñòîñóâàâøè êîìàíäó ic2 äëÿ âèçíà÷åííÿ íåâiäîìèõ
êîåôiöi¹íòiâ.

(%i1) deqn4:'diff(y,x,2)+2*'diff(y,x)+y=x^3;

(%o1)
d2

d x2
· y + 2 ·

(
d

d x
· y
)
+ y = x3

(%i2) sol4:ode2(deqn4,y,x);

(%o2) y = (%k2 · x+%k1 ) · e−x + x3 − 6 · x2 + 18 · x− 24

(%i3) sol4a:ic2(sol4,x=0,y=4,'diff(y,x)=-1);

(%o3) y = (9 · x+ 28) · e−x + x3 − 6 · x2 + 18 · x− 24

(%i4) wxplot2d(rhs(sol4a),[x,0,3],[style,[lines,2,1]],[ylabel,"y"]);

Ðèñ. 13.10: Òî÷íèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Êîøi äëÿ ÇÄÐ äðóãîãî ïîðÿäêó.

Òåïåð çäiéñíèìî äèñêðåòèçàöiþ çàäà÷i íà ïðîìiæêó [0; 3] ç êðîêîì h = 0.05.

(%i7) a:0$ b:3$ h:0.05$

(%i8) n:floor((b-a)/h);

(%o8) 60

Ñòâîðþ¹ìî ìàñèâ X âóçëîâèõ òî÷îê.



Ðîçäië 13. Âñòóï ó ÷èñëîâi ìåòîäè ðîçâ'ÿçàííÿ ÄÐ 215

(%i9) for i:0 thru n do

(arraymake(X, [i]), X[0]:a,

X[i]:X[i-1]+h);

(%o9) done

Âíîñèìî ïî÷àòêîâi äàíi ó ìàñèâ Y. Ïðè öüîìó ìà¹ìî íà óâàçi, ùî îñêiëüêè

y′(x0) =
y1 − y0
h

= −1, òî y1 = −h+ y0.

(%i11) Y[0]:4$ Y[1]:(-1)*h+Y[0]$

Ôîðìó¹ìî äèñêðåòèçîâàíå âèõiäíå ðiâíÿííÿ òà ðîçâ'ÿçó¹ìî éîãî âiäíîñíî Y[i+1].

(%i12) deqn4b:(1/h^2)*(Y[i+1]-2*Y[i]+Y[i-1])+

2*(1/h)*(Y[i+1]-Y[i])+Y[i]=(X[i])^3;

(%o12) 40.0 · (Yi+1 − Yi) + 399.9999999999999 · (Yi+1 − 2 · Yi + Yi−1) + Yi = X3
i

(%i13) solve(deqn4b,Y[i+1]);

(%o13) [Yi+1 =
839 · Yi +X3

i − 400 · Yi−1

440
]

Çàïèñó¹ìî öèêë äëÿ çíàõîäæåííÿ óñiõ òî÷îê ìàñèâó Y. Îòðèìàíi òî÷êè ïåðåòâîðþ¹ìî
ó ñïèñêè òà ôîðìó¹ìî ãðàôiê.

(%i14) for i:1 thru n-1 do

Y[i+1]:(839*Y[i]+X[i]^3-400*Y[i-1])/440;

(%o14) done

(%i15) x_list:listarray(X)$

(%i16) y_list:listarray(Y)$

(%i18) plot2d([rhs(sol4a),[discrete,x_list,y_list]],[x,0,3],

[style,[lines,1],[points,1,2,1]],[legend,"Exact","Numeric"])$

Ðèñ. 13.11: Òî÷íèé ðîçâ'ÿçîê ÇÄÐ òà ÷èñëîâèé çà ïðÿìèì äâîêðîêîâèì ìåòîäîì.
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ßê âèäíî, îá÷èñëåíi òî÷êè ÷óäîâî ñïiâïàäàþòü iç òî÷íèì çíà÷åííÿì çíàéäåíî¨ àíà-
ëiòè÷íî ôóíêöi¨. Ìîæå çäàòèñÿ, ùî öåé ìåòîä íàäà¹ íàéêðàùèé ðåçóëüòàò ïîðiâíÿíî çi
âñiìà, ðîçãëÿíóòèìè ðàíiøå. Öå ïîâ'ÿçàíî, îäíàê, ëèøå ç òèì, ùî òóò âèêîðèñòàíà íàáàãà-
òî áiëüøà êiëüêiñòü âóçëîâèõ òî÷îê. ßêáè òàêà ñàìà êiëüêiñòü ¨õ áóëà îáðàíà ó ïîïåðåäíiõ
âèïàäêàõ, ðåçóëüòàò áóâ áè ïðèáëèçíî ïîäiáíèé. Öÿ ñèòóàöiÿ ïiäêðåñëþ¹ âàæëèâiñòü ïiä-
áîðó ùîíàéìåíøîãî äèñêðåòíîãî ïðîìiæêó ïðè ÷èñëîâîìó iíòåãðóâàííi. Äëÿ ïðèêëàäó,
ÿêáè ó öié çàäà÷i îáðàòè êiëüêiñòü ïðîìiæêiâ 6 (à òî÷îê âiäïîâiäíî 7), òî êàðòèíà áóëà á
îòðèìàíà òàêà, ÿê íà Ðèñ.13.12.

Iç ãðàôiêà ìîæíà âiäìiòèòè õàðàêòåðíi

Ðèñ. 13.12: Òî÷íèé ðîçâ'ÿçîê ÇÄÐ òà ÷è-
ñëîâèé ïðè n = 6.

îñîáëèâîñòi, ùî âëàñòèâi ìåòîäó Åéëåðà: íà
ïðîìiæêàõ, äå ôóíêöiÿ îïóêëà, ÷èñëîâi òî÷êè
çíàõîäÿòüñÿ âèùå íå¨, òîäi ÿê íà ïðîìiæêàõ,
äå ôóíêöiÿ âãíóòà � íèæ÷å. Öå íàñëiäîê çà-
ìiíè ôóíêöi¨ íà iíòåðâàëi äèñêðåòíîñòi ¨¨ äîòè-
÷íîþ. Îá÷èñëåíà íàìè êðèâà ìà¹ ÿê ïðîìiæêè
âãíóòîñòi, òàê i îïóêëîñòi, i öÿ ùàñëèâà îáñòà-
âèíà òðîõè ñêîìïåíñóâàëà ðîçáiæíîñòi. Ïðè ií-
òåãðóâàííi ìîíîòîííèõ ôóíêöié ïîìèëêà âåñü
÷àñ íàáiãà¹, i â ðåçóëüòàòi îá÷èñëåíà êðèâà íà
êiíöåâèõ âiäðiçêàõ äîñèòü äàëåêî âiäõîäèòü âiä
ñïðàâæíüîãî ðîçâ'ÿçêó.

Âòiì, ïîðÿä ç öèìè íåäîëiêàìè ðîçãëÿíó-
òèé äâîêðîêîâèé ìåòîä ìà¹ äîñèòü ñóòò¹âi ïå-

ðåâàãè ïîðiâíÿíî ç iíøèìè: ïî-ïåðøå, òàêèì ÷èíîì ìîæíà ðîçãëÿäàòè íå ëèøå ëiíiéíi ÇÄÐ
äðóãîãî ïîðÿäêó, àëå é íåëiíiéíi, ãîëîâíå ùîá ç äèñêðåòèçîâàíîãî ðiâíÿííÿ ìîæíà áóëî
îêðåìî âèðàçèòè âåëè÷èíó yi+1; ïî-äðóãå, êiëüêiñòü âóçëîâèõ òî÷îê ìîæíà çíà÷íî çáiëü-
øèòè (iç äåñÿòêiâ äî òèñÿ÷), îñêiëüêè äëÿ îá÷èñëþâàëüíîãî çàñòîñóíêó (íå ëèøåMaxima,
à é áóäü-ÿêîãî iíøîãî, äëÿ ïðèêëàäó Maple ÷è Python) íàáàãàòî ëåãøå ìàíiïóëþâàòè
÷èñëîâèì ìàñèâîì iç n çíà÷åíü, àíiæ ðîçâ'ÿçóâàòè ñèñòåìó iç n ðiâíÿíü ç n íåâiäîìèìè.
Òàêi ïåðåâàãè îáóìîâëþþòü øèðîêå âèêîðèñòàííÿ öüîãî ìåòîäó ó âèðiøåííi ðiçíèõ çàäà÷
ìàòåìàòèêè òà ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè.

13.4 Çàâäàííÿ äî Ðîçäiëó 13

ÇÄÐ ïåðøîãî ïîðÿäêó

Ðîçâ'ÿçàòè ÇÄÐ ïåðøîãî ïîðÿäêó ÷èñåëüíî çà ìåòîäàìè Åéëåðà, Åéëåðà-Êîøi òà
Ðóíãå-Êóòòà 4. Çíàéòè àíàëiòè÷íèé ðîçâ'ÿçîê òà çîáðàçèòè âñi êðèâi íà îäíîìó ãðàôiêó.

13.1. 2y′ + 3y cosx = y−1e2x(2 + 3 cosx); y(0) = 1; x ∈ [0; 3].

13.2. y′ =
x− 2y − 3

−2x− 2
; y(0) = 3; x ∈ [0; 4].

13.3. y′ =
x+ 2y − 3

x− 1
; y(2) = 4; x ∈ [2; 5].

13.4. y′ = 2xex
2−y; y(0) = ln 2; x ∈ [1; 4].

13.5. y′ + (2y + 1) ctg x = 0; y(π/2) = 1; x ∈ [0.5; 2.5].

13.6. y ln y + xy′ = 0; y(1) = e; x ∈ [1; 4].
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13.7. y − xy′ = 3(1 + x2y′); y(1) = 1; x ∈ [1; 5].

13.8. xy′ = y − xey/x; y(1) = 0; x ∈ [1; 6].

13.9. xy′ − y = x tg y
x
; y(2/π) = 1; x ∈ [−0.5; 0.5].

13.10. y′ =
5x2 − xy + y2

x2
; y(1) = 1; x ∈ [0; 2].

Ïðÿìèé äâîêðîêîâèé ìåòîä äëÿ ÇÄÐ äðóãîãî ïîðÿäêó

Ðîçâ'ÿçàòè ÇÄÐ äðóãîãî ïîðÿäêó çà äîïîìîãîþ ïðÿìîãî äâîêðîêîâîãî ìåòîäó ç êðî-
êîì h = 0.05 íà ïðîìiæêó [a; b]. Çîáðàçèòè òî÷íèé ðîçâ'ÿçîê òà ÷èñëîâèé íà îäíîìó ãðà-
ôiêó.

13.11. y′′ − y′ + x2 = sinx; y(0) = 1, y′(0) = 4; x ∈ [0; 3].

13.12. y′′ − y′ · x2 = 0; y(0) = 1, y′(0) = 2; x ∈ [−3; 0].

13.13. xy′′ − 0.3y′ + x = 0; y(0) = 2, y′(0) = −2; x ∈ [0; 4].

13.14. y′′ − 0.1y′ + ex + y = 0; y(0) = 4, y′(0) = 1; x ∈ [0; 5].

13.15. y′′ + 3y′ − 4y = e−4x; y(0) = 6, y′(0) = 2; x ∈ [0; 3].

13.16. y′′ + y = x3; y(0) = 4, y′(0) = −1; x ∈ [−1; 3].

13.17. y′′ − y + cosx = x2; y(0) = 1, y′(0) = 3; x ∈ [−1; 2].

13.18. y′′ + y′ + y = sin2 x; y(0) = 0, y′(0) = 6; x ∈ [0; 6].

13.19. y′′ + 5y′ − y = ex; y(0) = 1, y′(0) = 1; x ∈ [0; 4].

13.20. y′′ + (2x+ 3)y′ = 0; y(0) = 2, y′(0) = 1; x ∈ [−2; 1].



Ðîçäië 14

×èñëîâi ìåòîäè äëÿ ÄÐ ó ÷àñòèííèõ

ïîõiäíèõ

Áiëüøiñòü ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé ôiçè÷íèõ ïðîöåñiâ ïîðîäæóþòü ñèñòåìè ëiíiéíèõ
àáî íåëiíiéíèõ ðiâíÿíü ó ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ. Îñêiëüêè àíàëiòè÷íi çàñîáè íå çàâæäè ïðè-
äàòíi äëÿ âèðiøåííÿ öèõ ðiâíÿíü, ¨õ íåîáõiäíî ðîçâ'ÿçóâàòè ÷èñëîâèìè ìåòîäàìè. Òóò
ðîçãëÿäàòèìåìî ìåòîäè ñêií÷åííèõ ðiçíèöü (FDM � Finite Di�erence Method).

14.1 Êëàñèôiêàöiÿ ÄÐ ó ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ

Áóäü-ÿêå ëiíiéíå äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ ó ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ äðóãîãî ïîðÿäêó
ìîæå áóòè ïðåäñòàâëåíå ó âèãëÿäi

A(x)uxx +B(x)uxy + C(x)uyy +D(x)ux + E(x)uy + F (x)u+G(x) = 0.

Â çàëåæíîñòi âiä âèãëÿäó ìíîæíèêiâ A(x), B(x), C(x) äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ ïîäiëÿþ-
òüñÿ íà:

◦ åëiïòè÷íîãî òèïó, ïðè
B2 − 4AC < 0;

◦ ïàðàáîëi÷íîãî òèïó, ïðè
B2 − 4AC = 0;

◦ ãiïåðáîëi÷íîãî òèïó, ïðè
B2 − 4AC > 0.

Äëÿ âèðiøåííÿ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâ-

Ðèñ. 14.1: Îáëàñòü iíòåãðóâàííÿ iç âíóòðiøíiìè
(•) òà ãðàíè÷íèìè (■) âóçëàìè.

íÿíü ìåòîäîì ñêií÷åííèõ ðiçíèöü (ñiòîê)
òà îáëàñòü, íà ÿêié øóêà¹òüñÿ ðîçâ'ÿçîê,
çàìiíþ¹òüñÿ äèñêðåòíîþ ìíîæèíîþ òî÷îê.
Â öüîìó ìåòîäi, ÿê ïðàâèëî, âèêîðèñòîâó-
þòüñÿ ðåãóëÿðíi ñiòêè, êðîê ÿêèõ àáî ñòà-
ëèé, àáî çìiíþ¹òüñÿ çà íåñêëàäíèì çàêî-
íîì.

Íåõàé â ÿêîñòi îáëàñòi çìiíè ôóíêöi¨
çàäàíî ïðÿìîêóòíèê. Îñi Ox òà Oy ðîçáè-
âàþòüñÿ íà âiäðiçêè, ÿêi ¹ êðîêàìè ñiòêè
çà âiäïîâiäíèìè íàïðÿìêàìè. ×åðåç òî÷êè
ïîäiëó ïðîâîäÿòüñÿ ïðÿìi, ïàðàëåëüíi îñÿì
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êîîðäèíàò. Ñóêóïíiñòü òî÷îê ïåðåòèíó (âóçëiâ) öèõ ïðÿìèõ óòâîðþ¹ ñiòêó â çàäàíié äâî-
âèìiðíié îáëàñòi (Ðèñ.14.1). Âóçëè, âiäñòàíi ìiæ ÿêèìè ðiâíi êðîêó ñiòêè ïî îäíié iç îñåé,
íàçèâàþòüñÿ ñóñiäíiìè. Ñïîñiá ïîáóäîâè ñiòêè íå çìiíþ¹òüñÿ i â òîìó âèïàäêó, êîëè çàäà-
íà îáëàñòü äîâiëüíî¨ ôîðìè. Âóçëè ñiòêè, ÿêi ïîòðàïèëè âñåðåäèíó îáëàñòi, íàçèâàþòüñÿ
âíóòðiøíiìè. Òî÷êè ïåðåòèíó ïðÿìèõ, ùî òâîðÿòü ñiòêó, ç ìåæàìè îáëàñòi, íàçèâàþòüñÿ
ãðàíè÷íèìè âóçëàìè.

Íàñòóïíèé êðîê ïîëÿãà¹ ó äèñêðåòèçàöi¨ âèõiäíîãî ðiâíÿííÿ. Íåõàé êðîê ñiòêè ïî îñi
Ox áóäå ðiâíèì h. Ðîçêëàäåìî ôóíêöiþ f(x+ h) ó ðÿä Òåéëîðà ïîáëèçó x:

f(x+ h) = f(x) + f ′(x)h+ f ′′(x)
h2

2!
+ ...

Óòðèìóþ÷è ïåðøi äâà ÷ëåíè ðîçêëàäó, ìîæåìî çàïèñàòè

f ′(x) =
1

h
(f(x+ h)− f(x)).

Öåé âèðàç íàçèâà¹òüñÿ ïðàâîþ ðiçíèöåâîþ ïîõiäíîþ (ç ÿêîþ ìè âæå ìàëè ñïðàâó ðàíiøå
ïðè ðîçãëÿäi ìåòîäó Åéëåðà). Âîíà àïðîêñèìó¹ ïîõiäíó f ′(x) â òî÷öi x.

Çàìiíèâøè â ðîçêëàäi Òåéëîðà h íà −h, îòðèìà¹ìî ëiâó ðiçíèöåâó ïîõiäíó

f ′(x) =
1

h
(f(x)− f(x− h)).

Íàðåøòi, äîäàâøè öi äâi ðiâíîñòi òà ðîçäiëèâøè íà 2, îòðèìà¹ìî öåíòðàëüíó ðiçíè-
öåâó ïîõiäíó

f ′(x) =
1

2h
(f(x+ h)− f(x− h)).

Îñòàííþ âèêîðèñòîâóþòü äëÿ âèçíà÷åííÿ äðóãî¨ ïîõiäíî¨ f ′′(x). Ïiäñòàâèâøè ¨¨ ó
ðÿä Òåéëîðà òà óòðèìàâøè ïåðøi òðè ÷ëåíè ðîçêëàäó, ìà¹ìî

f ′′(x) =
1

h2
(f(x+ h)− 2f(x) + f(x− h)).

Ðîçãëÿíåìî òåïåð ôóíêöiþ âiä äâîõ çìiííèõ u(x, y). Ðîçiá'¹ìî ñiòêîþ âiñüOy ïðÿìèìè
ç êðîêîì s. Ðÿäè Òåéëîðà òàêî¨ ôóíêöi¨ ìàòèìóòü âèãëÿä

u(x+ h, y) = u(x, y) + ux(x, y)h+ uxx(x, y)
h2

2!
+ ...;

u(x− h, y) = u(x, y)− ux(x, y)h+ uxx(x, y)
h2

2!
+ ...;

u(x, y + s) = u(x, y) + uy(x, y)s+ uyy(x, y)
s2

2!
+ ...;

u(x, y − s) = u(x, y)− uy(x, y)s+ uyy(x, y)
s2

2!
+ ....

Çâiäñè ìà¹ìî íàñòóïíi àïðîêñèìàöi¨ ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ:

ux(x, y) =
1

h
(u(x+ h, y)− u(x, y));

uy(x, y) =
1

s
(u(x, y + s)− u(x, y));

uxx(x, y) =
1

h2
(u(x+ h, y)− 2u(x, y) + u(x− h, y));
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uyy(x, y) =
1

s2
(u(x, y + s)− 2u(x, y) + u(x, y − s)).

Ðiçíèöåâi âèðàçè, ùî âiäïîâiäàþòü äèôåðåíöiàëüíîìó ðiâíÿííþ, çàïèñóþòüñÿ äëÿ
âíóòðiøíiõ âóçëiâ ñiòêè, à òàêi, ùî âiäïîâiäàþòü êðàéîâèì óìîâàì, çàïèñóþòüñÿ äëÿ ãðà-
íè÷íèõ âóçëiâ ñiòêè. Â ðåçóëüòàòi îòðèìó¹òüñÿ ñèñòåìà àëãåáðè÷íèõ ðiâíÿíü, êiëüêiñòü
ÿêèõ ðiâíà êiëüêîñòi âóçëiâ. Äëÿ îòðèìàííÿ ÷èñëîâîãî ðîçâ'ÿçêó ¨¨ íåîáõiäíî âèðiøèòè
ÿêèì-íåáóäü ìåòîäîì.

Ðîëü îäíi¹¨ iç çìiííèõ ìîæå âiäiãðàâàòè ÷àñ t, òîäi ÷àñîâèé ïðîìiæîê òåæ äèñêðå-
òèçó¹òüñÿ òà ðîçáèâà¹òüñÿ íà ñêií÷åííó êiëüêiñòü òî÷îê. Îòðèìàíi ðîçâ'ÿçêè áóäóòü âiä-
îáðàæàòè ÷àñîâó åâîëþöiþ ñèñòåìè.

Äîäàòêîâi óìîâè, ùî íàêëàäàþòüñÿ íà ÄÐ, ïîâèííi ïðèçâîäèòè äî îäíîçíà÷íîãî
ðîçâ'ÿçêó. Öå îçíà÷à¹, ùî çàâæäè ¨õíÿ êiëüêiñòü áóäå ðiâíà ñóìàðíié êiëüêîñòi ñòóïåíiâ
ïîõiäíèõ ó ðiâíÿííi. Äëÿ êîæíîãî òèïó ðiâíÿíü, â çàëåæíîñòi âiä éîãî âèãëÿäó i çíà÷åíü
çìiííèõ, äîäàòêîâi óìîâè íîñÿòü íàçâè âiäïîâiäíèõ â÷åíèõ, ùî ¨õ ðîçãëÿäàëè. Çàãàëîì
öÿ ïðîáëåìà â àíãëîìîâíié ëiòåðàòóði iìåíó¹òüñÿ IBVP � Initial Boundary Value Problem,
îñêiëüêè âîíà ¹ êîìáiíàöi¹þ çàäà÷i Êîøi òà êðàéîâî¨ çàäà÷i.

Íåõàé ôóíêöiÿ u(x, y) ïðèéìà¹ çíà÷åííÿ ó âiäïîâiäíèõ âóçëîâèõ òî÷êàõ (xi, yj). Ïiñëÿ
çäiéñíåííÿ îïåðàöi¨ äèñêðåòèçàöi¨ âèðàçè äëÿ ïîõiäíèõ ïåðåòâîðþþòüñÿ íà íàñòóïíi:

u(xi, yj) = ui,j; u(xi + h, yj) = ui+1,j; u(xi − h, yj) = ui−1,j;

u(xi, yj + s) = ui,j+1; u(xi, yj − s) = ui,j−1;

ux(xi, yj) =
1

h
(ui+1,j − ui,j); uy(xi, yj) =

1

s
(ui,j+1 − ui,j);

uxx(xi, yj) =
1

h2
(ui+1,j − 2ui,j + ui−1,j); uyy(xi, yj) =

1

s2
(ui,j+1 − 2ui,j + ui,j−1).

14.2 Ðiâíÿííÿ ïàðàáîëi÷íîãî òèïó

Òàêi ðiâíÿííÿ îïèñóþòü ïðîöåñ òåïëîïðîâiäíîñòi òà ïðîöåñ äèôóçi¨ ó ðå÷îâèíàõ. Çà-
ãàëüíèé âèãëÿä ¨õ íàñòóïíèé:

∂u(r⃗, t)

∂t
= σ∇2u(r⃗, t).

Êîåôiöi¹íò ïðîïîðöiéíîñòi σ äëÿ êîæíî¨ çàäà÷i ìà¹ ñâî¹ ôiçè÷íå çíà÷åííÿ. Íà-
ïðèêëàä, äëÿ ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi u � òåìïåðàòóðà òî÷êè òiëà ó çàäàíèé ÷àñ,
σ = k/(cρ), äå k � êîåôiöi¹íò òåïëîïðîâiäíîñòi, c � ïèòîìà òåïëî¹ìíiñòü, ρ � ãóñòèíà
ìàñè ðå÷îâèíè. Äëÿ ðiâíÿííÿ äèôóçi¨ u � êîíöåíòðàöiÿ ðå÷îâèíè ó ïðîñòîði â çàäàíèé
ìîìåíò ÷àñó, σ = D/c, äå D � êîåôiöi¹íò äèôóçèâíîãî ïîòîêó, c � êîåôiöi¹íò ïîðèñòî-
ñòi òiëà. Çàãàëîì êîæíi ç öèõ âåëè÷èí ìîæóòü áóòè íå ñòàëèìè, à çàëåæàòè âiä òî÷êè
ïðîñòîðó.

14.2.1 Çàäà÷à Äiðiõëå îäíîâèìiðíîãî ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi

Íåõàé ìà¹ìî ñòðèæåíü äîâæèíîþ L, â ÿêîìó âiäáóâàþòüñÿ ïåâíi òåïëîâi ïðîöåñè.
Öå ìîæóòü áóòè ÿê íàãðiâàííÿ ÿêèõîñü ÷àñòèí çîâíiøíiìè äæåðåëàìè, òàê i âíóòðiøí¹
âèäiëåííÿ òåïëà âíàñëiäîê åëåêòðè÷íîãî îïîðó.

Ðîçãëÿíåìî îäíîâèìiðíå ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi

ut(x, t) = σuxx(x, t).
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Ïðèñóòíÿ îäíà ïîõiäíà ïî t òà äâi ïî x, îòæå äëÿ îäíîçíà÷íîãî âèðiøåííÿ íåîáõiäíà îäíà
ïî÷àòêîâà óìîâà � ðîçïîäië òåìïåðàòóðè â íóëüîâèé ìîìåíò ÷àñó, òà äâi êðàéîâi óìîâè.
Iç Ðîçäiëó 13 ìè âæå çíà¹ìî, ùî êðàéîâèõ óìîâ ìîæóòü áóòè òðè âèäè: çàäàíi çíà÷åííÿ
ôóíêöi¨ íà êiíöÿõ âiäðiçêà, çíà÷åííÿ ïîõiäíèõ ôóíêöi¨ íà êiíöÿõ âiäðiçêà, àáî ¨õ ëiíiéíà
êîìáiíàöiÿ. Êðàéîâèì óìîâàì ïåðøîãî ðîäó âiäïîâiäà¹ çàäàííÿ òåìïåðàòóðíî¨ çàëåæíîñòi
âiä ÷àñó íà êiíöÿõ ñòðèæíÿ. Îòæå, ðîçâ'ÿçàííÿ ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi ç óìîâàìè

u(x, 0) = A(x);

u(0, t) = B1(t);

u(L, t) = B2(t)

íàçèâà¹òüñÿ çàäà÷åþ Äiðiõëå.
Ðîçâ'ÿæåìî öþ çàäà÷ó ÷èñëîâî çà äîïîìîãîþ ïðÿìîãî ìåòîäó Åéëåðà. Ðîçiá'¹ìî äîâ-

æèíó ñòðèæíÿ L íà m ÷àñòèí, ïðîìiæîê ÷àñó T íà n ÷àñòèí. Òîäi âóçëîâèõ òî÷îê áóäå
âiäïîâiäíî m + 1 òà n + 1, à äîâæèíà êîæíîãî ïðîìiæêà h = L/m, s = T/n. Çàïèøå-
ìî äèñêðåòèçîâàíå âèõiäíå ðiâíÿííÿ, ïðèéíÿâøè çà i � ïðîñòîðîâèé iíäåêñ, k � ÷àñîâèé
iíäåêñ:

1

s
(ui,k+1 − ui,k) =

σ

h2
(ui+1,k − 2ui,k + ui−1,k).

Ãðàíè÷íi óìîâè òåïåð ìàòèìóòü âèãëÿä

ui,0 = Ai; u0,k = B1;k; um,k = B2;k.

Âèðàçèâøè ç öüîãî ðiâíÿííÿ ui,k+1, ìàòèìåìî

ui,k+1 =
σs

h2
(ui+1,k − 2ui,k + ui−1,k) + ui,k.

Îòðèìàíà ðiâíiñòü âèðàæà¹ ôóíêöiþ u â íàñòóïíèé ìîìåíò ÷àñó k+1 ÷åðåç ¨¨ çíà÷åííÿ â
ïîïåðåäíié ìîìåíò ÷àñó k â ðiçíèõ òî÷êàõ. Çàäàííÿ çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ ïðè k = 0 äîçâîëÿ¹
îáðàõóâàòè ¨¨ äëÿ k = 1, k = 2 i ò.ä., àæ ïîêè ÷àñîâèé iíòåðâàë íå âè÷åðïà¹òüñÿ.

ßê áà÷èìî, â ïðàâié ÷àñòèíi ïðèñóòíié ìíîæíèê σs/h2. Äëÿ òîãî, ùîá ðîçâ'ÿçîê áóâ
ñòiéêèì òà íå ðîçáiãàâñÿ íà íåñêií÷åííiñòü, íåîáõiäíîþ óìîâîþ ¹ ìåíøiñòü öüîãî ìíîæíèêà
çà 1/2, òîìó öþ îáñòàâèíó ïîòðiáíî ïåðåâiðÿòè.

▶ Âèðiøèìî íàñòóïíó çàäà÷ó Äiðiõëå: ðîçâ'ÿçàòè ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi äëÿ
ñòðèæíÿ äîâæèíîþ 1 ì, ÷àñ ñïîñòåðåæåííÿ 0.2 ñ, ïðè σ = 1, ç ãðàíè÷íèìè óìîâàìè

u(x, 0) = x(1− x); u(0, t) = 0; u(1, t) = 0.

Ïåðåâåäåìî öþ çàäà÷ó íà ìîâó Maxima. Ïðèéìåìî äîâæèíó ñòðèæíÿ L = 1, ïðîìi-
æîê ÷àñó T = 0.2 òà σ = 1. Êiëüêiñòü ïðîìiæêiâ îáåðåìî m = 30, n = 600.

(%i3) L:1$ T:0.2$ %sigma:1$

(%i5) m:30$ n:600$

(%i7) h:L/m$ s:T/n$

Ïåðåâiðÿ¹ìî íåîáõiäíó óìîâó ñòiéêîñòi:

(%i8) %sigma*s/h^2,numer;

(%o8) 0.30000000000000004

Çàïèñó¹ìî ãðàíè÷íi óìîâè. Ôóíêöiîíàëüíó çàëåæíiñòü A(x) âiäðàçó ïåðåòâîðþ¹ìî
íà ÷èñëà, îñêiëüêè ÷èñëîâèé ìàñèâ íàáàãàòî ëåãøå îïðàöüîâó¹òüñÿ ñèñòåìîþ:
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(%i9) A(x):=float(x*(1-x))$

(%i11) B1(t):=0$ B2(t):=0$

Ñòâîðþ¹ìî ìàñèâ X òà çàïîâíþ¹ìî éîãî âóçëîâèìè òî÷êàìè x-êîîðäèíàò.

(%i12) for i:1 thru m do

(arraymake(X, [i]), X[0]:0,

X[i]:X[i-1]+h);

(%o12) done

Ñòâîðþ¹ìî ìàñèâ T1 (ñèìâîë T âæå çàéíÿòèé) òà çàïîâíþ¹ìî éîãî âóçëîâèìè òî÷êà-
ìè t-êîîðäèíàò.

(%i13) for k:1 thru n do

(arraymake(T1, [k]), T[0]:0,

T1[k]:T1[k-1]+s);

(%o13) done

Òåïåð çàïèñó¹ìî ó ìàñèâ u ïî÷àòêîâi òà êðàéîâi óìîâè.

(%i14) for i:0 thru m do

u[i,1]:A(X[i]);

(%o14) done

(%i15) for k:0 thru n do

(u[0,k]:B1(T1[k]),

u[m,k]:B2(T1[k]));

(%o15) done

Çàïèñó¹ìî áàçîâå ðiâíÿííÿ äëÿ ui,k+1 òà îá÷èñëþ¹ìî éîãî, ñòâîðèâøè âiäïîâiäíèé
öèêë.

(%i16) for k:1 thru n do

for i:1 thru m-1 do

u[i,k+1]:(%sigma^2·s/h^2)*(u[i+1,k]-2·u[i,k]+u[i-1,k])+u[i,k];

(%o15) done

Ðèñ. 14.2: ×èñëîâèé (à) òà òî÷íèé (á) ðîçðàõóíîê çàäà÷i Äiðiõëå äëÿ îäíîâèìiðíîãî ðiâíÿííÿ
òåïëîïðîâiäíîñòi.

Îòðèìàëè íàáið âiäïîâiäíèõ çíà÷åíü äëÿ u(x, t). Ùîá ïîáóäóâàòè ãðàôiê, íåáõiäíî
ïåðåòâîðèòè ìàñèâ ó ôóíêöiþ. ¾Çìiííèìè¿ åëåìåíòàìè ìàñèâà ¹ öiëi ÷èñëà, òîìó îêðó-
ãëþ¹ìî äî öiëîãî áóäü-ÿêå ÷èñëî x òà t êîìàíäîþ round.
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(%i17) G(x,t):=float(u[round(x),round(t)])$

Íàðåøòi ñòâîðþ¹ìî ãðàôiê îá÷èñëåíîãî ðîçïîäiëó òåìïåðàòóð (Ðèñ.14.2(à)):

(%i18) plot3d(G(x,t),[x,0,m],[t,0,n]);

Ùîá îöiíèòè ïðàâèëüíiñòü îòðèìàíîãî ðîçâ'ÿçêó, ñêîðèñòà¹ìîñü òî÷íèì âèðàçîì äëÿ
u(x, t). Êóðñ ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè äà¹ íàñòóïíèé ðåçóëüòàò:

u(x, t) =
∞∑
1

Dne
−kn2π2t/L2

sin
πnx

L
, äå Dn =

2

L

∫ L

0

A(x) sin
πnx

L
dx.

Çàäàâøè öi ñïiââiäíîøåííÿ ó Maxima òà ïîáóäóâàâøè ãðàôiê (îáìåæèâøèñü N = 3
ó ñóìi ðÿäó), ìà¹ìî Ðèñ.14.2(á).

Áà÷èìî äîñèòü ãàðíèé çáiã îá÷èñëåíèõ äàíèõ òà òî÷íî¨ ïîâåðõíi. Öå ïîÿñíþ¹òüñÿ
¾ãëàäêiñòþ¿ ïî÷àòêîâî¨ ôóíêöi¨ òà âèêîíàííÿì óñiõ íåîáõiäíèõ óìîâ äëÿ ñòiéêîñòi ìîäåëi.
Öÿ îáñòàâèíà âñåëÿ¹ âïåâíåíiñòü ó òîìó, ùî ìîäåëü áóäå äîñòàòíüî òî÷íî îïèñóâàòè i òi
âèïàäêè, êîëè àíàëiòè÷íèé îáðàõóíîê çàòðóäíåíèé.

Ñòâîðèìî òåïåð àíiìàöiþ åâîëþöi¨ ðîçâ'ÿçêó â ÷àñi. Îñêiëüêè ó íàñ ¹ 600 ÷àñîâèõ
âóçëîâèõ òî÷îê, çìåíøó¹ìî êiëüêiñòü êàäðiâ äî 40, îáðàâøè êîæåí 15-èé âóçîë.

(%i19) with_slider(k,makelist(15*i,i,1,n/15),G(x,k),

[x,0,m],[y,0,0.25],[style,[lines,2]]);

Ðèñ. 14.3: Êàäðè àíiìàöi¨ çàëåæíîñòi îáðàõîâàíî¨ òåìïåðàòóðè ñòðèæíÿ âiä ÷àñó.

Äëÿ íàî÷íîñòi ðîçïîäiëó òåìïåðàòóðè ñêîðèñòà¹ìîñü ìîæëèâiñòþ ðîçôàðáîâóâàííÿ
åëåìåíòiâ ìàòðèöi iç ïàêåòó draw. Äëÿ öüîãî ñòâîðèìî ñïî÷àòêó íóëüîâó ìàòðèöþ ðîçìið-
íiñòþ m × n òà çàïîâíèìî ¨¨ åëåìåíòàìè äâîâèìiðíîãî ìàñèâó u. Îòðèìàíà òàêèì ÷èíîì
ìàòðèöÿ ïåðåâîäèòüñÿ â êîëüîðîâå ïðåäñòàâëåííÿ çãiäíî ç ¨¨ ÷èñëîâèìè çíà÷åííÿìè â êî-
æíié êîìiðöi.

Íàéáiëüøå çíà÷åííÿ ÷èñåë ó ìàòðèöi ñòàíîâèòü 0.25, îñêiëüêè öå ìàêñèìóì ôóíêöi¨
A(x) = x(1− x). Ïîñòà¹ ïèòàííÿ, ÿêà æ ðåàëüíà òåìïåðàòóðà áóäå íà ñòðèæíi. Çâåðíåìî-
ñÿ äî ïî÷àòêîâîãî ðîçïîäiëó A(x). Çðîçóìiëî, ùî öÿ âåëè÷èíà ïîâèííà ìàòè ðîçìiðíiñòü
òåìïåðàòóðè, òîáòî ôàêòè÷íî íàâåäåíà ôóíêöiÿ ó ñïðàâæíiõ ðîçðàõóíêàõ ïðèéìàòèìå
âèãëÿä A(x) = A0

x
L

(
1− x

L

)
, äå A0 � ïåâíå çàäàíå õàðàêòåðèñòè÷íå çíà÷åííÿ, x

L
� áåçðîç-

ìiðíà êîîðäèíàòà. Ïðè òàêié ïîñòàíîâöi çàäà÷i îá÷èñëåíå çíà÷åííÿ u áóäå áåçðîçìiðíîþ
òåìïåðàòóðîþ, i äëÿ ïåðåõîäó äî ðåàëüíî¨ ¨¨ íåîáõiäíî äîìíîæèòè íà A0.

Ç'ÿñó¹ìî ùå çíà÷åííÿ êîåôiöi¹íòà σ â ðîçðàõóíêàõ. Äëÿ êîæíîãî ìåòàëó âií ìà¹ ñâîþ
âåëè÷èíó. Íàïðèêëàä, äëÿ çàëiçà:

k = 80.4 Âò/ì·Ê; c = 640.57 Äæ/êã·Ê; ρ = 7874 êã/ì3.
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Çâiäñè σ = 1.6 · 10−5 ì2/c. Ôiçè÷íà ðîëü σ íàñòóïíà: öå ¾òåìïåðàòóðíà ïðîïóñêíà
çäàòíiñòü¿ ñòðèæíÿ, òîáòî âëàñòèâiñòü ìàòåðiàëó çìiíþâàòè ñâîþ òåìïåðàòóðó çà îäèíèöþ
÷àñó. Îáðàíå ìîäåëüíå çíà÷åííÿ σ = 1 ó ðîçãëÿíóòîìó ïðèêëàäi ¹ íàäçâè÷àéíî âåëèêèì.

(%i20) U:zeromatrix(m,n)$

Ðèñ. 14.4: Òåìïåðàòóðíà äiàãðàìà ñòðèæíÿ
ó ÷àñi.

(%i21) for i:1 thru m do

for k:1 thru n do

U[i,k]:u[i,k];

(%o21) done

(%i22) load(draw)$

(%i23) wxdraw2d(image(U,0,0,0.2,1),

font = "Ubuntu Medium",

font_size = 18,

xlabel = "÷àñ, ñ",

ylabel = "äîâæèíà, ì");

(%o23) [gr2d(image)]

Çàäà÷à Äiðiõëå, ÿêó ìè ùîéíî ðîçâ'ÿçàëè, íàçèâà¹òüñÿ çàäà÷åþ ç îäíîðiäíèìè êðà-
éîâèìè óìîâàìè, îñêiëüêè òåìïåðàòóðà íà êiíöÿõ ñòðèæíÿ îäíàêîâà. ßêùî æ öÿ òåìïå-
ðàòóðà áóäå ðiçíîþ, íàïðèêëàä T1 òà T2, óìîâè ñòàþòü íåîäíîðiäíèìè. Òåîðiÿ ïðîöåñiâ
òåïëîïðîâiäíîñòi ó òàêîìó âèïàäêó äà¹ íàñòóïíèé ðåçóëüòàò:

u(x, t) = u1(x) + u2(x, t),

äå u1(x) =

(
T2 − T1
L

)
x+ T1,

u2(x, t) � ðîçâ'ÿçîê îäíîðiäíî¨ çàäà÷i ç óìîâàìè

u2(x, 0) = A(x)− u1(x); u2(0, t) = 0; u2(L, t) = 0.

Ç ôiçè÷íî¨ òî÷êè çîðó ñòàëiñòü òåìïåðàòóðè íà êiíöÿõ ñòðèæíÿ ìîæå çàáåñïå÷óâà-
òèñü ïîìiùåííÿì ¨õ ó ðåçåðâóàðè iç íåñêií÷åííîþ òåïëî¹ìíiñòþ (òåìïåðàòóðà ðåçåðâóàðà
íå çìiíþ¹òüñÿ, ñêiëüêè á òåïëà âií íå ïîãëèíóâ), òà íåñêií÷åííîþ òåïëîïðîâiäíiñòþ (òå-
ïëî ìèòò¹âî çàáèðà¹òüñÿ ç êiíöiâ ñòðèæíÿ). Çâiñíî, òàêi óìîâè ¹ àáñòðàêöi¹þ òà ëèøå
íàáëèæåíî ìîæóòü ðåàëiçóâàòèñü íà ïðàêòèöi. Âçÿòå íàìè âåëèêå çíà÷åííÿ σ ïîÿñíþ¹
ïðàêòè÷íî ìèòò¹âå ñïàäàííÿ çàãàëüíî¨ òåìïåðàòóðè ñòðèæíÿ äî íóëÿ (çà 0.2 ñåêóíäè),
âñå òåïëî ÿêîãî âiäiéøëî ó ðåçåðâóàðè.

14.2.2 Çàäà÷à Íåéìàíà îäíîâèìiðíîãî ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi

Äëÿ êðàéîâèõ óìîâ òðåòüîãî ðîäó ðîçâ'ÿçêó äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ äðóãîãî ïî-
ðÿäêó íåîáõiäíå çàäàííÿ êîìáiíàöi¨ çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ òà çíà÷åííÿ ïîõiäíî¨ ôóíêöi¨ íà
êðàÿõ âiäðiçêà. Îòæå, ðîçâ'ÿçàííÿ ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi ç óìîâàìè

u(x, 0) = A(x);

u(0, t) = B(t);

ux(L, t) = C(t)

íàçèâà¹òüñÿ çàäà÷åþ Íåéìàíà.
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Öÿ çàäà÷à îïèñó¹ ñòðèæåíü, îäèí êiíåöü ÿêîãî ìiíÿ¹ ñâîþ òåìïåðàòóðó çãiäíî ç çàêî-
íîì B(t), ÷åðåç iíøèé êiíåöü âiäáóâà¹òüñÿ òåïëîîáìií ç íàâêîëèøíiì ñåðåäîâèùåì, òîáòî
äî ñòðèæíÿ àáî íàäõîäèòü òåïëî (C(t) > 0), àáî âiäõîäèòü (C(t) < 0). Ôiçè÷íî öå îçíà÷à¹
ïîìiùåííÿ ëiâîãî êiíöÿ â iäåàëüíèé ðåçåðâóàð, òà íàãðiâàííÿ àáî îõîëîäæåííÿ ïðàâîãî
êiíöÿ.

Çäiéñíèìî îïåðàöiþ äèñêðåòèçàöi¨ ñèñòåìè çà ïîïåðåäíiì ñöåíàði¹ì. Áàçîâå ðiâíÿííÿ
ìàòèìå âèãëÿä

1

s
(ui,k+1 − ui,k) =

σ

h2
(ui+1,k − 2ui,k + ui−1,k),

à ãðàíè÷íi óìîâè áóäóòü íàñòóïíi:

ui,0 = Ai; u0,k = Bk;
1

h
(um,k − um−1,k) = Ck.

Íåõàé òåìïåðàòóðà çîâíiøíüîãî ñåðåäîâèùà çìiíþ¹òüñÿ çà çàêîíîì g(t). Â äîñèòü
øèðîêîìó êîëi ÿâèù òåïëîâèé ïîòiê ïðÿìî ïðîïîðöiéíèé ðiçíèöi òåìïåðàòóð ñåðåäîâèùà
òà êiíöÿ ñòðèæíÿ, òîáòî

C(t) = c(g(t)− u(L, t)), àáî äèñêðåòèçîâàíî Ck = c(gk − um,k).

Ïiäñòàâèâøè öå ñïiââiäíîøåííÿ â ãðàíè÷íó óìîâó, ìà¹ìî

1

h
(um,k − um−1,k) = c(gk − um,k), òîäi um,k =

um−1,k + chgk
1 + ch

.

Öåé âèðàç ìè âiçüìåìî äëÿ âèçíà÷åííÿ çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ u(L, t) â íàñòóïíèé ìîìåíò ÷àñó
k + 1. Äèñêðåòèçîâàíà ñèñòåìà â òàêîìó âèïàäêó ñêëàäàòèìåòüñÿ ç äâîõ ðiâíÿíü:ui,k+1 =

σs

h2
(ui+1,k − 2ui,k + ui−1,k) + ui,k, i = 1...m− 1;

um,k+1 =
um−1,k + chgk

1 + ch
, i = m.

▶ Âèðiøèìî íàñòóïíó çàäà÷ó Íåéìàíà: ðîçâ'ÿçàòè ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi äëÿ
ñòðèæíÿ äîâæèíîþ 1 ì, ÷àñ ñïîñòåðåæåííÿ 0.2 ñ, ïðè σ = 1, c = 1 ç ãðàíè÷íèìè óìîâàìè

u(x, 0) = sinπx; u(0, t) = 0; ux(L, t) = c(10t− u(L, t)).

Çàïðîãðàìó¹ìî öþ çàäà÷ó ó Maxima. Ïðèéìåìî äîâæèíó ñòðèæíÿ L = 1, ïðîìiæîê
÷àñó T = 0.2, σ = 1 òà c = 1. Êiëüêiñòü ïðîìiæêiâ îáåðåìî m = 30, n = 600.

(%i4) L:1$ T:0.2$ a:1$ c:1$

(%i6) m:30$ n:600$

(%i8) h:L/m$ s:T/n$

Ïåðåâiðêà óìîâè ñòiéêîñòi:

(%i9) a*s/h^2,numer;

(%o9) 0.3

Çàïèñó¹ìî ãðàíè÷íi óìîâè.

(%i10) A(x):=float(sin(%pi*x))$

(%i12) B(t):=0$ g(t):=10*t$

Ñòâîðþ¹ìî ìàñèâè X1 òà T1 i çàïîâíþ¹ìî éîãî âóçëîâèìè òî÷êàìè x-êîîðäèíàò, t-
êîîðäèíàò.
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(%i13) for i:1 thru m do

(arraymake(X1, [i]), X1[0]:0,

X1[i]:X1[i-1]+h);

(%o13) done

(%i14) for k:1 thru n do

(arraymake(T1, [k]), T1[0]:0,

T1[k]:T1[k-1]+s);

(%o14) done

(%i15) for i:0 thru m do

for k:0 thru n do

(arraymake(u,[i,k]));

(%o15) done

Âíîñèìî ó ìàñèâè ãðàíè÷íi óìîâè.

(%i16) for i:0 thru m do

(u[i,1]:A(X1[i]),u[i,0]:A(X1[i]));

(%o16) done

(%i17) for k:0 thru n do

u[0,k]:B(T1[k]);

(%o17) done

Ðèñ. 14.5: ×èñëîâèé ðîçðàõóíîê çàäà÷i Íåéìàíà, ïîâåðõíÿ ïîäàíà ç ðiçíèõ ðàêóðñiâ.

Çàïèñó¹ìî ñèñòåìó áàçîâèõ ðiâíÿíü.

(%i18) for k:1 thru n do

for i:1 thru m-1 do

(u[i,k+1]:(a^2·s/h^2)*(u[i+1,k]-2·u[i,k]+u[i-1,k])+u[i,k],

u[m,k+1]:(u[m-1,k]+c*h*g(T1[k]))/(c*h+1)

);

(%o18) done

Ïåðåòâîðþ¹ìî îòðèìàíèé ÷èñëîâèé ìàñèâ ó ôóíêöiþ îêðóãëåííÿì çìiííèõ.
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(%i19) G(x,t):=float(u[round(x),round(t)])$

Ñòâîðþ¹ìî ãðàôiê îá÷èñëåíîãî ðîçïîäiëó òåìïåðàòóð (Ðèñ.14.5):

(%i20) plot3d(G(x,t),[x,0,m],[t,0,n])$

Iç ãðàôiêà âèäíî íàñòóïíó îáñòàâèíó: ëiâèé êiíåöü ñòðèæíÿ çàâæäè ìà¹ ôiêñîâàíó
òåìïåðàòóðó, ÿê i âñòàíîâëåíî ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè; ïðàâèé êiíåöü õî÷ íà ïî÷àòêó i ìàâ
íóëüîâó òåìïåðàòóðó, îäíàê ïîñòiéíèé ïîòiê òåïëà ç ÷àñîì ïiäâèùèâ ¨¨ äî ìàêñèìóìó. Ó
êiíöi ñïîñòåðåæåííÿ ìà¹ìî ïðàâäîïîäiáíèé ðiâíîâàæíèé ðîçïîäië òåìïåðàòóðè âiä ëiâîãî
êiíöÿ äî ïðàâîãî ó âèãëÿäi ïðÿìî¨. Çàãàëîì ìîæíà ñòâåðäæóâàòè, ùî ïðè òåïëîîáìiíi ÿêî-
ãîñü ç êiíöiâ ïðè äîñòàòíüî äîâãîìó ÷àñi ñïîñòåðåæåíü ïî÷àòêîâèé ðîçïîäië òåìïåðàòóðè

íå âiäiãðà¹ íiÿêî¨ ðîëi, i ïðè t→ ∞ ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó ñòà¹ ðiâíîþ u(x, t) ≈ g(t)− T1
L

x.

Ðèñ. 14.6: Êàäðè àíiìàöi¨ çàëåæíîñòi îáðàõîâàíî¨ òåìïåðàòóðè ñòðèæíÿ âiä ÷àñó.

Ñôîðìó¹ìî òåïåð àíiìàöiþ åâîëþöi¨ ðîçâ'ÿçêó â ÷àñi (Ðèñ.14.6).

(%i21) with_slider(k,makelist(15*i,i,1,n/15),G(x,k),

[x,0,m],[y,0,0.25],[style,[lines,2]]);

Ñòâîðþ¹ìî òàêîæ òåìïåðàòóðíó äiàãðàìó ñòðèæíÿ.

(%i22) U:zeromatrix(m,n)$

Ðèñ. 14.7: Òåìïåðàòóðíà äiàãðàìà ñòðè-
æíÿ.

(%i23) for i:1 thru m do

for k:1 thru n do

U[i,k]:u[i,k];

(%o23) done

(%i24) load(draw)$

(%i25) wxdraw2d(image(U,0,0,0.2,1),

font = "Ubuntu Medium",

font_size = 18,

xlabel = "÷àñ, ñ",

ylabel = "äîâæèíà, ì");

(%o25) [gr2d(image)]

14.2.3 Äâîâèìiðíå ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi

ßêùî ðîçãëÿäàòè ïîøèðåííÿ òåïëà âçäîâæ äâîâèìiðíî¨ ïðÿìîêóòíî¨ ïëèòè, òî ðiâ-
íÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi áóäå ìàòè íàñòóïíèé âèãëÿä:

ut(x, y, t) = σ(uxx(x, y, t) + uyy(x, y, t)).
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Ôóíêöiÿ u áóäå çàëåæàòè âæå âiä òðüîõ çìiííèõ. Â äàíîìó ðiâíÿííi ñóìàðíà êiëüêiñòü
ïîõiäíèõ ðiâíà 5, òîìó íåîáõiäíî çàäàòè 5 ãðàíè÷íèõ óìîâ äëÿ éîãî îäíîçíà÷íîãî âèði-
øåííÿ. Îäíà ç óìîâ áóäå ïî÷àòêîâîþ � çàäà¹ ðîçïîäië òåìïåðàòóðè íà ïëèòi â íóëüîâèé
ìîìåíò ÷àñó, òà ÷îòèðè êðàéîâi � çàäàþòü çíà÷åííÿ òåìïåðàòóðè íà ÷îòèðüîõ ìåæàõ ïëè-
òè. Íåõàé ïëèòà ìà¹ ëiíiéíi ðîçìiðè L1×L2. Òîäi çàäà÷à Äiðiõëå ðîçâ'ÿçàííÿ äâîâèìiðíîãî
ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi ôîðìóëþ¹òüñÿ òàê:{

u(x, y, 0) = A(x, y); u(0, y, t) = B1(y, t); u(L1, y, t) = B2(y, t);

u(x, 0, t) = C1(x, t); u(x, L2, t) = C2(x, t).

Ðîçiá'¹ìî îñi x, y, t íà ïëèòi ïàðàëåëüíèìè ëiíiÿìè ç êðîêàìè h1, h2 òà s âiäïîâiäíî.
Äèñêðåòèçîâàíà ñèñòåìà ìàòèìå âèãëÿä

1

s
(ui,j,k+1 − ui,j,k) =

σ

h21
(ui+1,j,k − 2ui,j,k + ui−1,j,k) +

σ

h22
(ui,j+1,k − 2ui,j,k + ui,j−1,k).

Âiäïîâiäíi ãðàíè÷íi óìîâè:

ui,j,0 = Ai,j; u0,j,k = B1;j,k; um1,j,k = B2;j,k; ui,0,k = C1;i,k; ui,m2,k = C2;i,k.

Óìîâà ñòiéêîñòi äàíî¨ ñèñòåìè: σs

(
1

h21
+

1

h22

)
<

1

2
. ßê áà÷èìî, ùîá çàäîâiëüíèòè öèì

óìîâàì, íåîáõiäíî àáî çáiëüøóâàòè ðîçìiðè ïëèòè, àáî çìåíøóâàòè ÷àñ ðîçãëÿäó çàäà÷i.

▶ Âèðiøèìî íàñòóïíó çàäà÷ó Äiðiõëå: ðîçâ'ÿçàòè ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi äëÿ ïëè-
òè çi ñòîðîíàìè 1 ì×1 ì, ÷àñ ñïîñòåðåæåííÿ 0.1 ñ, ïðè σ = 1, ç ïî÷àòêîâîþ òåìïåðàòóðîþ
ïëèòè 20 ◦C, ái÷íèìè òåìïåðàòóðàìè 10 ◦C, 10 ◦C ïî ñòîðîíi x òà 60 ◦C, 100 ◦C ïî ñòîðîíi
y, òîáòî ãðàíè÷íèìè óìîâàìè

u(x, y, 0) = 20; u(0, y, t) = 10; u(L1, y, t) = 10; u(x, 0, t) = 60; u(x, L2, t) = 100.

Çàïðîãðàìó¹ìî çàäà÷ó íà ìîâi Maxima. Ïðèéìåìî äîâæèíè ñòîðií ïëèòè L1 = 1,
L2 = 1, ïðîìiæîê ÷àñó T = 0.1 òà σ = 1. Êiëüêiñòü ïðîìiæêiâ îáåðåìî m1 = 30, m2 = 30,
n = 500.

(%i4) L1:1$ L2:1$ S:0.1$ a:1$

(%i7) m1:30$ m2:30$ n:500$

(%i10) h1:L1/m1$ h2:L2/m2$ s:S/n$

Ïåðåâiðÿ¹ìî óìîâó ñòiéêîñòi.

(%i11) a*s/(h1^2)+a*s/(h2^2),numer;

(%o11) 0.36

Âíîñèìî ãðàíè÷íi óìîâè çàäà÷i.

(%i15) B1:10$ B2:10$ C1:60$ C2:100$

Ñòâîðþ¹ìî òðè íåîáõiäíi ìàñèâè X1, Y1, T1 òà çàïîâíþ¹ìî ¨õ âóçëîâèìè òî÷êàìè.

(%i16) for i:1 thru m1 do

(arraymake(X1, [i]), X1[0]:0,

X1[i]:X1[i-1]+h1);

(%o16) done
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(%i17) for j:1 thru m2 do

(arraymake(Y1, [j]), Y1[0]:0,

Y1[j]:Y1[j-1]+h2);

(%o17) done

(%i18) for k:1 thru n do

(arraymake(T1, [k]), T1[0]:0,

T1[k]:T1[k-1]+s);

(%o18) done

Çàïèñó¹ìî ãðàíè÷íi óìîâè: ïî÷àòêîâó òåìïåðàòóðó ïëèòè òà òåìïåðàòóðó íà ¨¨ ìå-
æàõ.

(%i19) for i:0 thru m1 do

for j:0 thru m2 do

u[i,j,1]:20;

(%o19) done

(%i20) for i:0 thru m1 do

for j:0 thru m2 do

for k:0 thru n do

(u[0,j,k]:B1,

u[m1,j,k]:B2,

u[i,0,k]:C1,

u[i,m2,k]:C2);

(%o20) done

Çàïèñó¹ìî öèêë äëÿ áàçîâîãî ðiâíÿííÿ.

(%i21) for k:1 thru n-1 do

for i:1 thru m1-1 do

for j:1 thru m2-1 do

u[i,j,k+1]:((a^2*h2^2*u[i+1,j,k]+a^2*h1^2*u[i,j+1,k]+

(-(2*a^2*h2^2)-2*a^2*h1^2)*u[i,j,k]+

a^2*h1^2*u[i,j-1,k]+a^2*h2^2*u[i-1,j,k])*s+

h1^2*h2^2*u[i,j,k])/(h1^2*h2^2);

(%o21) done

Ðèñ. 14.8: Çíiìêè îá÷èñëåíî¨ ôóíêöi¨ â ðiçíi ìîìåíòè ÷àñó.
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Îá÷èñëåíèé ìàñèâ u ïåðåòâîðþ¹ìî ó ôóíêöiþ òðüîõ çìiííèõ.

(%i22) G(x,y,t):=float(u[round(x),round(y),round(t)]);

Çîáðàçèìî êiëüêà çíiìêiâ ðîçïîäiëó òåìïåðàòóðè äëÿ ìîìåíòiâ ÷àñó k = 100 òà k =
500 (Ðèñ.14.8).

(%i23) plot3d(G(x,y,100),[x,0,m1],[y,0,m2]);

(%i24) plot3d(G(x,y,500),[x,0,m1],[y,0,m2]);

Äëÿ íàî÷íîñòi åâîëþöi¨ ðîçïîäiëó òåìïåðàòóðè íà ïëèòi ñêîðèñòà¹ìîñü àíiìàöi¹þ
òåìïåðàòóðíî¨ äiàãðàìè â ÷àñi. Äëÿ öüîãî ñòâîðèìî n ìàòðèöü ðîçìiðíîñòi m1 × m2 òà
çàïîâíèìî ¨õ âiäïîâiäíèìè åëåìåíòàìè ìàñèâó u, ÿêi ïîâ'ÿçàíi ç ïðîñòîðîâèìè iíäåêñàìè
i, j.

(%i25) U:makelist(zeromatrix(m1,m2),k,1,n)$

Îòðèìàëè ñïèñîê íóëüîâèõ ìàòðèöü U, ÿêèé ìiñòèòü 500 ÷ëåíiâ. Òåïåð çàïîâíþ¹ìî
¨õ åëåìåíòàìè ìàñèâó u.

(%i26) for i:1 thru m1 do

for j:1 thru m2 do

for k:1 thru n do

U[k][i,j]:u[i,j,k];

(%o26) done

Ðèñ. 14.9: Êàäðè åâîëþöi¨ ðîçïîäiëó òåìïåðàòóðè íà ïëèòi ç ÷àñîì.

Íà êîæíó ç öèõ ìàòðèöü çàïðîâàäæó¹ìî êîëüîðîâèé ðîçïîäië êîìàíäîþ image. Ïðè
öüîìó ìè ìiíÿ¹ìî ìiñöÿìè íàçâè îñåé x òà y, îñêiëüêè öå çðîáèòè ëåãøå íiæ òðàíñïîíóâàòè
êîæíó ç 500 ìàòðèöü.
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(%i27) U_list:

makelist(

gr2d(

font = "Ubuntu Medium",

font_size = 14,

xlabel = "y, ì",

ylabel = "x, ì",

cbrange = [0, 110],

image((U[k]),0,0,1,1)

),

k,1,n )$

Íàðåøòi ñòâîðþ¹ìî .gif ôàéë (âií áóäå äîñèòü âåëèêèé), ÿêèé áóäå ìiñòèòèñü ó äè-
ðåêòîði¨, äå çáåðåæåíà ñåñiÿ Maxima, àáî ó äèðåêòîði¨ wxMaxima, ÿêùî öüîãî íå áóëî
çðîáëåíî (Ðèñ.14.9).

(%i28) draw(

file_name = "Heat2D_1",

dimensions = [600, 400],

terminal = animated_gif,

U_list );

Ñêîðèñòà¹ìîñü ùå ìîæëèâiñòþ àíiìàöi¨ áåçïîñåðåäíüîãî ðîçïîäiëó òåìïåðàòóðè çàñî-
áàìè êîìàíäè elevation_grid. Âîíà áóäó¹ ïîâåðõíåâó ñiòêó ç ìàòðèöi U , âèêîðèñòîâóþ÷è
ÿê êîîðäèíàòè íàáið òî÷îê (i, j, Uij). Ñòâîðèìî ïîâåðõíåâó ñiòêó äëÿ êîæíî¨ ç n ìàòðèöü
Uk òà ñôîðìó¹ìî ç íèõ îäèí .gif-ôàéë (Ðèñ.14.10).

Ðèñ. 14.10: Êàäðè åâîëþöi¨ ïîâåðõíi òåìïåðàòóðè ó ÷àñi.

(%i29) U_grid_list:

makelist(

gr3d(

font = "Ubuntu Medium", font_size = 10,

xlabel = "x, ì", ylabel = "y, ì",

color = navy,

elevation_grid((U[k]),0,0,1,1)),

k,1,n)$
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(%i30) draw(

file_name = "Heat2D_grid_1",

dimensions = [600, 600],

terminal = animated_gif,

U_grid_list )$

Íàîñòàíîê çðîáèìî íàñòóïíå çàóâàæåííÿ. Ïðè çíàõîäæåííi ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ òå-
ïëîïðîâiäíîñòi ìè êîðèñòóâàëèñü ïðÿìîþ ñõåìîþ Åéëåðà, â ÿêîìó âèðàç ÷àñîâî¨ åâîëþöi¨
ïîâíiñòþ çàëåæàâ âiä ñòàíó ñèñòåìè â ïîïåðåäíié ìîìåíò ÷àñó. Íåäîëiêîì òàêî¨ ñõåìè ¹ íà-
áiãàííÿ ïîìèëîê ïðè êîæíîìó íàñòóïíîìó êðîöi, ÿêå çà äîñòàòíüî äîâãèé ÷àñ iíòåãðóâàííÿ
ïî÷èíà¹ çðiâíþâàòèñü çà ïîðÿäêîì iç ñàìèì ðîçâ'ÿçêîì; òà îáîâ'ÿçêîâå âèêîíàííÿ óìîâè
ñòiéêîñòi, ÿêà íàêëàäà¹ îáìåæåííÿ íà ãóñòèíó ñiòîê ðîçáèòòÿ. Ìè íå ìîæåìî ÿê çàâãîäíî
äðiáíî äiëèòè ïðîñòîðîâi ïðîìiæêè, îñêiëüêè êiëüêiñòü ÷àñîâèõ âóçëîâèõ òî÷îê ïðè öüîìó
çáiëüøó¹òüñÿ êâàäðàòè÷íî. Òîìó ïðÿìèì ìåòîäîì ìîæíà çíàéòè íàäiéíèé ðîçâ'ÿçîê ëèøå
äëÿ íåâåëèêîãî ÷àñó ñïîñòåðåæåííÿ.

Òàêèõ íåäîëiêiâ ïîçáàâëåíi íåïðÿìi ìåòîäè ðîçâ'ÿçàííÿ, íàïðèêëàä Êðàíêà-
Íiêîëñîíà. Îäíàê ïðè öüîìó âèíèêà¹ íåîáõiäíiñòü ìàòè ñïðàâó ç ìàòðèöÿìè iç m × n
åëåìåíòiâ, ùî ðîáèòü ¨õíþ ñõåìó äóæå ðåñóðñîçàòðàòíîþ ïðè äîñòàòíèõ êiëüêîñòÿõ âó-
çëîâèõ òî÷îê. Ïîáóäîâà ñõåìè Êðàíêà-Íiêîëñîíà ïîâ'ÿçó¹ ìiæ ñîáîþ òðè ÷àñîâèõ êðîêè,
ñòâîðþþ÷è ñèñòåìó áàãàòüîõ ðiâíÿíü, ÿêó ïîòðiáíî ðîçâ'ÿçóâàòè âiäïîâiäíèìè ìåòîäàìè.

14.3 Ðiâíÿííÿ ãiïåðáîëi÷íîãî òèïó

Òàêi ðiâíÿííÿ îïèñóþòü õâèëüîâi òà êîëèâàëüíi ïðîöåñè. Çàãàëüíèé âèãëÿä ¨õ íàñòó-
ïíèé:

∂2u(r⃗, t)

∂t2
=

1

v2p
∇2u(r⃗, t).

Òóò u(r⃗, t) � ïîïåðå÷íå çìiùåííÿ âiäíîñíî íàïðÿìêó ôàçîâî¨ øâèäêîñòi õâèëi, âåëè÷èíà
vp � ôàçîâà øâèäêiñòü õâèëi. Íàäàëi ïîçíà÷àòèìåìî ¨¨ áóêâîþ v.

14.3.1 Êîëèâàííÿ îäíîâèìiðíî¨ ñòðóíè ç çàêðiïëåíèìè êiíöÿìè

Íåõàé ìà¹ìî õâèëüîâèé ïðîöåñ ó ïðóæíîìó ñåðåäîâèùi äîâæèíè L (ÿêå íàçâåìî
ñòðóíîþ) âçäîâæ îäíîãî íàïðÿìêó. Ïðèéíÿâøè öåé íàïðÿì çà âiñü x, ìîæåìî çàïèñàòè

utt(x, t) =
1

v2
uxx(x, t).

Âñüîãî â ðiâíÿííi ïðèñóòíi 4 ïîõiäíi, òîìó íåîáõiäíî çàäàòè 4 ãðàíè÷íi óìîâè: äâi äëÿ
÷àñîâî¨ êîîðäèíàòè òà äâi äëÿ ïðîñòîðîâî¨. Çàçâè÷àé ðîçãëÿäàþòü äâà âèïàäêè: ñòðóíà ç
çàêðiïëåíèìè êiíöÿìè, òà ñòðóíà ç îäíèì âiëüíèì êiíöåì.

Ó ïåðøîìó âèïàäêó çàäàþòüñÿ óìîâè ôiêñîâàíîñòi íà êðàÿõ âiäðiçêà (êðàéîâi óìîâè
ïåðøîãî ðîäó), òà óìîâè ðîçïîäiëó çìiùåíü â êîìáiíàöi¨ ç ðîçïîäiëîì øâèäêîñòåé â ïî÷à-
òêîâèé ìîìåíò ÷àñó (êðàéîâi óìîâè òðåòüîãî ðîäó). Îòæå, çàäà÷à ðîçâ'ÿçàííÿ õâèëüîâîãî
ðiâíÿííÿ ç óìîâàìè {

u(0, t) = 0; u(L, t) = 0;

u(x, 0) = A(x); ut(x, 0) = B(x)

íàçèâà¹òüñÿ çàäà÷åþ ñòðóíè ç çàêðiïëåíèìè êiíöÿìè.



Ðîçäië 14. ×èñëîâi ìåòîäè äëÿ ÄÐ ó ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ 233

Ðîçáèâøè âiñü x íà m iíòåðâàëiâ ç êðîêîì h, òà âiñü t íà n iíòåâàëiâ ç êðîêîì s,
ïåðåõîäèìî äî äèñêðåòèçîâàíîãî ðiâíÿííÿ.

1

s2
(ui,k+1 − 2ui,k + ui,k−1) =

1

v2h2
(ui+1,k − 2ui,k + ui−1,k).

Âèäiëèìî çàëåæíiñòü ôóíêöi¨ â íàñòóïíèé ìîìåíò ÷àñó k + 1 ÷åðåç ïîïåðåäíi.

ui,k+1 =
s2

v2h2
(ui+1,k − 2ui,k + ui−1,k) + 2ui,k − ui,k−1.

Ìîæåìî âæå âiäìiòèòè âiäìiííiñòü öüîãî âèðàçó âiä ðîçãëÿíóòîãî â ðiâíÿííi òåïëîïðîâiä-
íîñòi: ðàíiøå ìîìåíò ÷àñó k + 1 çàëåæàâ ëèøå âiä ïîïåðåäíüîãî ìîìåíòó k, òîäi ÿê çàðàç
âiä äâîõ ïîïåðåäíiõ, k òà k − 1.

Ãðàíè÷íi óìîâè ìàþòü âèãëÿä{
u0,k = 0; um,k = 0;

ui,0 = Ai; (1/s)(ui,1 − ui,0) = Bi.

Óìîâà ñòiéêîñòi ðîçâ'ÿçêó:
s2

v2h2
<

1

2
.

▶ Âèðiøèìî íàñòóïíó çàäà÷ó: ðîçâ'ÿçàòè õâèëüîâå ðiâíÿííÿ äëÿ ñòðóíè ç çàêðiïëå-
íèìè êiíöÿìè äîâæèíè L = 2 ì, ÷àñ ñïîñòåðåæåííÿ T = 2 ñ, ïðè v = 1, ç ïî÷àòêîâèìè
óìîâàìè

u(0, t) = 0; u(L, t) = 0; u(x, 0) = sin(πx); ut(x, 0) = 0.

Ïåðåâåäåìî öþ çàäà÷ó íà ìîâó Maxima. Çàäàìî ïî÷àòêîâi óìîâè òà ïðèéìåìî êiëü-
êiñòü âiäðiçêiâ ðîçáèòòÿ m = 100, n = 800. Äëÿ çðó÷íîñòi áóäåìî ïðîâîäèòè îá÷èñëåííÿ
ïî÷èíàþ÷è ç ïåðøîãî âóçëà, à íå ç íóëüîâîãî.

(%i3) L:2$ T:2$ v:1$

(%i5) m:100$ n:800$

(%i7) h:L/m$ s:T/n$

Ïåðåâiðÿ¹ìî óìîâó ñòiéêîñòi.

(%i8) s^2/(v^2*h^2);

(%o8)
1

64

Ñòâîðþ¹ìî ãðàíè÷íi óìîâè.

(%i9) A(x):=float(sin(%pi*x));

(%o9) A (x) := float (sin (π · x))

(%i10) B(x):=0;

(%o10) B (x) := 0

Ñòâîðþ¹ìî íåîáõiäíi ìàñèâè òà çàïîâíþ¹ìî ¨õ âóçëîâèìè òî÷êàìè.

(%i11) for i:1 thru m do

for k:1 thru n do

(arraymake(u,[i,k]));

(%o11) done
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(%i12) for i:1 thru m do

(arraymake(X1, [i]), X1[0]:0,

X1[i]:X1[i-1]+h);

(%o12) done

(%i13) for k:1 thru n do

(arraymake(T1, [k]), T1[0]:0,

T1[k]:T1[k-1]+s);

(%o13) done

Âíîñèìî ãðàíè÷íi óìîâè ó ìàñèâ u.

(%i14) for i:1 thru m do

(u[i,1]:A(X1[i]), u[i,2]:s*B(X1[i])+u[i,1]);

(%o14) done

(%i15) for k:1 thru n do

(u[1,k]:0, u[m,k]:0);

(%o15) done

Çàïèñó¹ìî áàçîâå ðiâíÿííÿ.

(%i16) for k:2 thru n-1 do

for i:2 thru m-1 do

u[i,k+1]:float((s/(v*h))^2*(u[i+1,k]-2*u[i,k]+

u[i-1,k])+2*u[i,k]-u[i,k-1]);

(%o16) done

Îòðèìàëè ìàñèâ çíà÷åíü êîîðäèíàò çìiùåííÿ. Ïåðåòâîðèìî ìàñèâ ó ôóíêöiþ îêðó-
ãëåííÿì ÷èñåë òà çîáðàçèìî ãðàôiê (Ðèñ.14.11).

Ðèñ. 14.11: Ïîâåðõíÿ ÷èñëîâîãî ðîçðàõóíêó õâèëüîâî¨ çàäà÷i, ïîäàíà ç ðiçíèõ ðàêóðñiâ.

(%i17) G(x,t):=float(u[round(x),round(t)])$

(%i18) plot3d(G(x,t),[x,0,m],[t,0,n]);

Ñòâîðèìî òåïåð àíiìàöiþ åâîëþöi¨ ðîçâ'ÿçêó â ÷àñi. Iç 800 ÷àñîâèõ âóçëîâèõ òî÷îê ìè
çàëèøà¹ìî 40, îáðàâøè êîæåí 20-èé âóçîë (Ðèñ.14.12). ßê áà÷èìî, ìà¹ìî ñòàëi êîëèâàííÿ
ñòîÿ÷î¨ õâèëi.

(%i19) with_slider(k,makelist(20*i,i,1,n/20),G(x,k),

[x,0,m],[y,-1.1,1.1],[style,[lines,2]]);



Ðîçäië 14. ×èñëîâi ìåòîäè äëÿ ÄÐ ó ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ 235

Ðèñ. 14.12: Êàäðè àíiìàöi¨ âiäõèëåííÿ ñòðóíè âiä ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè ó ÷àñi.

14.3.2 Êîëèâàííÿ îäíîâèìiðíî¨ ñòðóíè ç âiëüíèì êiíöåì

Ðîçãëÿíåìî äðóãèé âèïàäîê êîëèâàíü ñòðóíè. Íåõàé ëiâèé êðàé áóäå ôiêñîâàíèé, à
ïðàâèé âiëüíèé, i íà íüîãî äi¹ ïåâíà ñèëà, ùî çìiùó¹ â ïîïåðå÷íîìó íàïðÿìêó (êðàéî-
âi óìîâè òðåòüîãî ðîäó). Äîäàþòñÿ ùå óìîâè ðîçïîäiëó çìiùåíü â êîìáiíàöi¨ ç ðîçïîäi-
ëîì øâèäêîñòåé â ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó (êðàéîâi óìîâè òðåòüîãî ðîäó). Îòæå, çàäà÷à
ðîçâ'ÿçàííÿ õâèëüîâîãî ðiâíÿííÿ ç óìîâàìè{

u(0, t) = 0; ux(L, t) = C(t);

u(x, 0) = A(x); ut(x, 0) = B(x)

íàçèâà¹òüñÿ çàäà÷åþ ñòðóíè ç âiëüíèì êiíöåì.
Ïðîâiâøè ïðîöåäóðó äèñêðåòèçàöi¨, ìà¹ìî âèðàç

ui,k+1 =
s2

v2h2
(ui+1,k − 2ui,k + ui−1,k) + 2ui,k − ui,k−1

iç ãðàíè÷íèìè óìîâàìè {
u0,k = 0; (1/h)(um,k − um−1,k) = Ck;

ui,0 = Ai; (1/s)(ui,1 − ui,0) = Bi.

▶ Âèðiøèìî íàñòóïíó çàäà÷ó: ðîçâ'ÿçàòè õâèëüîâå ðiâíÿííÿ äëÿ ñòðóíè ç çàêðiïëå-
íèì ëiâèì êiíöåì, ïðàâèé êiíåöü âiëüíèé i íà íüîãî äi¹ ïîïåðå÷íà ñèëà F = e−t, äîâæèíà
ñòðóíè L = 2 ì, ÷àñ ñïîñòåðåæåííÿ T = 6 ñ, ïðè v = 1, ç ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè

u(0, t) = 0; ux(L, t) = e−t; u(x, 0) = sin(πx); ut(x, 0) = 0.

Çàïðîãðàìó¹ìî çàäà÷ó óMaxima. Îñêiëüêè ÷àñ ñïîñòåðåæåííÿ çáiëüøèâñÿ ïîðiâíÿíî
ç ïîïåðåäíiì âèïàäêîì, çáiëüøèìî òàêîæ i n. Çàäàìî ïî÷àòêîâi óìîâè òà ïðèéìåìî êiëü-
êiñòü âiäðiçêiâ ðîçáèòòÿ m = 100, n = 1000. Äëÿ çðó÷íîñòi áóäåìî ïðîâîäèòè îá÷èñëåííÿ
ïî÷èíàþ÷è ç ïåðøîãî âóçëà, à íå ç íóëüîâîãî.

Çàäà¹ìî ïî÷àòêîâi äàíi òà ïåðåâiðÿ¹ìî óìîâó ñòiéêîñòi.

(%i3) L:2$ T:6$ v:1$

(%i5) m:100$ n:1000$

(%i7) h:L/m$ s:T/n$

(%i8) v^2*s^2/(h^2);

(%o8)
9

100
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Çàïèñó¹ìî ôóíêöi¨ ãðàíè÷íèõ óìîâ.

(%i9) A(x):=float(sin(%pi*x));

(%i10) B(x):=0;

(%i11) C(t):=float(exp(-t));

Ñòâîðþ¹ìî òðè ìàñèâè u, X1, T1.

(%i12) for i:1 thru m do

for k:1 thru n do

(arraymake(u,[i,k]));

(%o12) done

(%i13) for i:1 thru m do

(arraymake(X1, [i]), X1[0]:0,

X1[i]:X1[i-1]+h);

(%o13) done

(%i14) for k:1 thru n do

(arraymake(T1, [k]), T1[0]:0,

T1[k]:T1[k-1]+s);

(%o14) done

Ðèñ. 14.13: Ïîâåðõíÿ çàäà÷i ç çàêðiïëåíèì ëiâèì êiíöåì, ïîäàíà ç ðiçíèõ ðàêóðñiâ.

Çàïîâíþ¹ìî ìàñèâè âiäïîâiäíèìè ãðàíè÷íèìè óìîâàìè. Óìîâà äëÿ ñèëîâî¨ äi¨ íà
ïðàâèé êiíåöü äîïèñó¹òüñÿ äî áàçîâîãî ðiâíÿííÿ.

(%i15) for i:1 thru m do

(u[i,1]:A(X1[i]), u[i,2]:s*B(X1[i])+u[i,1]);

(%o15) done

(%i16) for k:1 thru n do

(u[1,k]:0);

(%o16) done

(%i17) for k:2 thru n do

for i:2 thru m-1 do

(u[i,k+1]:(s/(v*h))^2*(u[i+1,k]-2*u[i,k]+u[i-1,k])+

2*u[i,k]-u[i,k-1],

u[m,k]:h*C(T1[k])+u[m-1,k]);
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(%o17) done

Îòðèìàíi çíà÷åííÿ ïåðåâîäèìî ó ôóíêöiþ òà áóäó¹ìî ãðàôiê (Ðèñ.14.13).

(%i18) G(x,t):=float(u[round(x),round(t)])$

(%i19) plot3d(G(x,t),[x,0,m],[t,0,n]);

Iç ãðàôiêà âèäíî, ùî ïðàâèé êiíåöü ñòðóíè âiäðàçó çìiùó¹òüñÿ âãîðó, öå ¹ ïðîÿâîì
äi¨ çàäàíî¨ ñèëè. Àëå îñêiëüêè ôóíêöiÿ e−t øâèäêî éäå äî íóëÿ, iç ÷àñîì âîíà ôàêòè÷íî
ïåðåñòà¹ äiÿòè òà ïðàâèé êiíåöü ïî÷èíà¹ êîëèâàòèñü ÿê ïîâíiñòþ âiëüíèé.

Ñôîðìó¹ìî òåïåð àíiìàöiþ ðîçâ'ÿçêó â ÷àñi, îáðàâøè êîæíå 25-òå çíà÷åííÿ ÷àñîâèõ
âóçëîâèõ òî÷îê (Ðèñ.14.14).

(%i20) with_slider(k,makelist(25*i,i,1,n/25),G(x,k),

[x,0,m],[y,-4,4],[style,[lines,2]]);

Ðèñ. 14.14: Êàäðè àíiìàöi¨ êîëèâàíü ñòðóíè iç çàêðiïëåíèì ëiâèì êiíöåì.

14.3.3 Êîëèâàííÿ äâîâèìiðíî¨ ïðÿìîêóòíî¨ ìåìáðàíè

Ðîçãëÿíåìî õâèëüîâå ðiâíÿííÿ ó äâîõ âèìiðàõ, íà ïðÿìîêóòíié ìåìáðàíi ðîçìiðàìè
L1×L2. ×àñòèíêè ìåìáðàíè ìîæóòü âiëüíî çìiùóâàòèñü ó ïîïåðå÷íîìó íàïðÿìêó âçäîâæ
îñi z, âåëè÷èíîþ öüîãî çìiùåííÿ áóäå ôóíêöiÿ u:

utt(x, y, t) =
1

v2
(uxx(x, y, t) + uyy(x, y, t)).

Ñóìàðíà êiëüêiñòü ïîõiäíèõ ðiâíà 6, òîìó íåîáõiäíî çàäàòè 6 ãðàíè÷íèõ óìîâ. Çàçâè÷àé
çàäàþòüñÿ ðîçïîäië êîîðäèíàò òà øâèäêîñòåé òî÷îê ìåìáðàíè ó ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó
òà óìîâè íà ¨¨ ìåæàõ. Çàäà÷à ðîçâ'ÿçàííÿ õâèëüîâîãî ðiâíÿííÿ ç ãðàíè÷íèìè óìîâàìè

u(x, y, 0) = A1(x, y); ut(x, y, 0) = A2(x, y);

u(0, y, t) = B1(y, t); u(L1, y, t) = B2(y, t);

u(x, 0, t) = C1(x, t); u(x, L2, t) = C2(x, t)

íàçèâà¹òüñÿ çàäà÷åþ êîëèâàíü äâîâèìiðíî¨ ìåìáðàíè.
Ïåðåéäåìî äî äèñêðåòèçîâàíî¨ ñèñòåìè, ðîçáèâøè îñi x, y, t íà ìåìáðàíi ïàðàëåëü-

íèìè ëiíiÿìè ç êðîêàìè h1, h2 òà s âiäïîâiäíî.

1

s2
(ui,j,k+1−2ui,j,k+ui,j,k−1) =

1

v2h21
(ui+1,j,k−2ui,j,k+ui−1,j,k)+

1

v2h22
(ui,j+1,k−2ui,j,k+ui,j−1,k).

Ãðàíè÷íi óìîâè:
ui,j,0 = A1;i,j; (1/s)(ui,1 − ui,0) = A2;i,j;
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u0,j,k = B1;j,k; um1,j,k = B2;j,k;

ui,0,k = C1;i,k; ui,m2,k = C2;i,k.

Óìîâà ñòiéêîñòi ðîçâ'ÿçêó:
s2

v2(h21 + h22)
<

1

4
.

▶ Âèðiøèìî íàñòóïíó çàäà÷ó: ðîçâ'ÿçàòè õâèëüîâå ðiâíÿííÿ äëÿ çàêðiïëåíî¨ ìåì-
áðàíè çi ñòîðîíàìè 2 ì×2 ì, ÷àñ ñïîñòåðåæåííÿ 2 ñ, ïðè v = 1, ç ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè

u(x, y, 0) = 2 sin(πx) sin(πy/2); ut(x, y, 0) = 0;

u(0, y, t) = 0; u(L1, y, t) = 0; u(x, 0, t) = 0; u(x, L2, t) = 0.

Çàïðîãðàìó¹ìî Maxima äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i. Âíîñèìî ïî÷àòêîâi äàíi, îáðàâøè
êiëüêiñòü ïðîìiæêiâ ðîçáèòòÿ m1 = 100, m2 = 100, n = 800. Äëÿ çðó÷íîñòi ïåðåâåäåííÿ ó
ìàòðèöi âñi ìàñèâè áóäåìî íóìåðóâàòè iíäåêñàìè, ïî÷èíàþ÷è âiä 1.

(%i4) L1:2$ L2:2$ T:2$ v:1$

(%i7) m1:100$ m2:100$ n:800$

(%i10) h1:L1/m1$ h2:L2/m2$ s:T/n$

Ïåðåâiðÿ¹ìî óìîâó ñòiéêîñòi.

(%i11) s^2/(v^2*(h1^2+h2^2)),numer;

(%o11) 0.013888888888888892

Çàïèñó¹ìî ãðàíè÷íi óìîâè.

(%i12) A1(x,y):=float(2*sin(%pi*x)*sin(%pi*y/2));

(%o12) A1 (x, y) := float
(
2 · sin (π · x) · sin

(π · y
2

))
(%i13) A2(x,y):=0;

(%o13) A2 (x, y) := 0

(%i17) B1:0$ B2:0$ C1:0$ C2:0$

Ñòâîðþ¹ìî òðè ìàñèâè äëÿ çàïîâíåííÿ âóçëîâèìè òî÷êàìè X1, Y1, T1.

(%i18) for i:1 thru m1 do

(arraymake(X1, [i]), X1[1]:0,

X1[i]:X1[i-1]+h1);

(%o18) done

(%i19) for j:1 thru m2 do

(arraymake(Y1, [j]), Y1[1]:0,

Y1[j]:Y1[j-1]+h2);

(%o19) done

(%i20) for k:1 thru n do

(arraymake(T1, [k]), T1[1]:0,

T1[k]:T1[k-1]+s);

(%o20) done

Âíîñèìî ãðàíè÷íi óìîâè ó ìàñèâ u.
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(%i21) for i:1 thru m1 do

for j:1 thru m2 do

(u[i,j,1]:A1(X1[i],Y1[j]),

u[i,j,2]:s*A2(X1[i],Y1[j])+u[i,j,1]);

(%o21) done

(%i22) for i:1 thru m1 do

for j:1 thru m2 do

for k:1 thru n do

(u[1,j,k]:B1,

u[m1,j,k]:B2,

u[i,1,k]:C1,

u[i,m2,k]:C2);

(%o22) done

Ðèñ. 14.15: ×àñîâi çðiçè ïîâåðõíi ðîçâ'ÿçêó äâîâèìiðíîãî õâèëüîâîãî ðiâíÿííÿ.

Çàïèñó¹ìî áàçîâå ðiâíÿííÿ äëÿ îá÷èñëåííÿ åëåìåíòiâ ui,j,k+1.
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(%i23) for k:2 thru n do

for i:2 thru m1-1 do

for j:2 thru m2-1 do

u[i,j,k+1]:(s/(v*h1))^2*(u[i+1,j,k]-2*u[i,j,k]+u[i-1,j,k])+

(s/(v*h2))^2*(u[i,j+1,k]-2*u[i,j,k]+u[i,j-1,k])+

2*u[i,j,k]-u[i,j,k-1];

(%o23) done

Îòðèìàíèé ìàñèâ ïåðåâîäèìî ó ôóíêöiþ îêðóãëåííÿì ÷èñåë äî öiëîãî òà áóäó¹ìî
êiëüêà ïîâåðõîíü ÷àñîâèõ çðiçiâ (Ðèñ.14.15).

(%i24) G(x,y,t):=float(u[round(x),round(y),round(t)])$

(%i25) plot3d(G(x,y,50),[x,0,m1],[y,0,m2],[z,-2.5,2.5])$

(%i26) plot3d(G(x,y,150),[x,0,m1],[y,0,m2],[z,-2.5,2.5])$

Iç ïîáóäîâàíèõ ãðàôiêiâ âèäíî, ùî äîâãîñòðîêîâà ÷àñîâà åâîëþöiÿ ïðèçâîäèòü äî òî-
ãî, ùî õâèëüîâà ïîâåðõíÿ íà îñòàííiõ çðiçàõ ÷àñó ñòà¹ òðîõè äåôîðìîâàíîþ. Öå íàñëiäîê
íàêîïè÷åííÿ ïîìèëîê ïðè îá÷èñëåííÿõ, òàêà ïîâåäiíêà âëàñòèâà äëÿ ïðÿìèõ îäíîêðîêî-
âèõ ìåòîäiâ.

Ñôîðìó¹ìî òåïåð àíiìàöiþ êîëèâàíü ó ïðîñòîði, ñêîðèñòàâøèñü êîìàíäîþ ïîáóäîâè
ìàòðè÷íî¨ ñiòêè. Ïîäiáíî äî òîãî, ÿê öå áóëî ó âèïàäêó äâîâèìiðíîãî ðiâíÿííÿ òåïëîïðî-
âiäíîñòi, ñòâîðèìî n ìàòðèöü, êîæíà ç ÿêèõ ìiñòèòü âiäïîâiäíå çìiùåííÿ íà ïðîñòîðîâèõ
êîîðäèíàòàõ (i, j).

(%i27) load(draw)$

(%i28) U:makelist(zeromatrix(m1,m2),k,1,n)$

(%i29) for i:1 thru m1 do

for j:1 thru m2 do

for k:1 thru n do

U[k][i,j]:u[i,j,k];

(%o29) done

Îáåðåìî êîæåí 10-èé êàäð äëÿ àíiìàöi¨.

(%i30) U_grid_list:

makelist(

gr3d(

font = "Ubuntu Medium", font_size = 10,

xlabel = "x, ì", ylabel = "y, ì",

color = royalblue,

elevation_grid((U[10*k]),0,0,2,2)),

k,1,n/10

)$

(%i31) draw(

file_name = "Wave2D_grid_1",

dimensions = [600, 600],

terminal = animated_gif,

U_grid_list )$
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Ðèñ. 14.16: Êàäðè àíiìàöi¨ êîëèâàíü äâîâèìiðíî¨ ìåìáðàíè.

ßê i ó âèïàäêó ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi, äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ õâèëüîâîãî ðiâíÿííÿ ìî-
æíà âèêîðèñòîâóâàòè íåïðÿìi áàãàòîêðîêîâi ìåòîäè, ùî ïîâ'ÿçóþòü òðè ÷àñîâi êðîêè ïðè
ïåðåõîäi äî äèñêðåòèçàöi¨ ñèñòåìè. Ïðè öîìó àðòåôàêòiâ (äåôîðìàöi¨ ïîâåðõíi) ïiçíüî¨
åâîëþöi¨ íå âèíèêà¹, ùîïðàâäà öiíîþ òàêîãî ìåòîäó ¹ çìåíøåííÿ êiëüêîñòi âóçëîâèõ òî-
÷îê.

14.4 Ðiâíÿííÿ åëiïòè÷íîãî òèïó

Ðiâíÿííÿ öüîãî òèïó îïèñóþòü óñòàëåíèé ðîçïîäië òåìïåðàòóðè â ïåâíié îáëàñòi àáî
ðîçïîäië ïîòåíöiàëó åëåêòðè÷íîãî ïîëÿ çà ïðèñóòíîñòi çàðÿäiâ àáî ¨õ âiäñóòíîñòi. Çàëå-
æíiñòü âiä ÷àñó â òàêèõ ðiâíÿííÿõ çàçâè÷àé íå ðîçãëÿäà¹òüñÿ.

Øèðîêå êîëî òàêèõ ÿâèù îïèñó¹òüñÿ çà äîïîìîãîþ ðiâíÿííÿ Ãåëüìãîëüöà

∇2u(r⃗) + g(r⃗) · u(r⃗) = f(r⃗).

Ïðè g(r⃗) = 0 âîíî ïåðåòâîðþ¹òüñÿ íà ðiâíÿííÿ Ïóàññîíà, à ïðè g(r⃗) = 0 òà f(r⃗) = 0
íà ðiâíÿííÿ Ëàïëàñà.

Ïåðø íiæ ïåðåéòè äî ðåàëiçàöi¨ âèðiøåííÿ êîíêðåòíèõ çàäà÷, ïðîâåäåìî ïðîöåäóðó
äèñêðåòèçàöi¨ âèõiäíîãî ðiâíÿííÿ. Áóäåìî ðîçãëÿäàòè éîãî ó äâîâèìiðíîìó ïðîñòîði:

uxx(x, y) + uyy(x, y) + g(x, y)u(x, y) = f(x, y).

Ðîçäiëèìî îáëàñòü iíòåãðóâàííÿ ñiòêîþ ç êðîêîì h1 ïî îñi Ox òà êðîêîì h2 ïî îñi
Oy. Çàäàìî âiäðàçó ðiçíèöåâå ðiâíÿííÿ ó Maxima òà âèçíà÷èìî âèðàç äëÿ ui,j.

(%i1) eqn1:(1/h1)^2*(u[i+1,j]-2*u[i,j]+u[i-1,j]);

(%o1)
ui+1,j − 2 · ui,j + ui−1,j

h1 2

(%i2) eqn2:(1/h2)^2*(u[i,j+1]-2*u[i,j]+u[i,j-1]);

(%o2)
ui,j+1 − 2 · ui,j + ui,j−1

h2 2



Ðîçäië 14. ×èñëîâi ìåòîäè äëÿ ÄÐ ó ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ 242

Çàïèñó¹ìî ðiâíÿííÿ Ãåëüìãîëüöà.

(%i3) Helm:eqn1+eqn2+g[i,j]*u[i,j]=f[i,j];

(%o3)
ui+1,j − 2 · ui,j + ui−1,j

h1 2 +
ui,j+1 − 2 · ui,j + ui,j−1

h2 2 + gi,j · ui,j = fi,j

(%i4) solve(Helm,u[i,j]);

(%o4) [ui,j = −h2 2 · ui+1,j + h1 2 · ui,j+1 − h1 2 · h2 2 · fi,j + h1 2 · ui,j−1 + h2 2 · ui−1,j

h1 2 · h2 2 · gi,j − 2 · h2 2 − 2 · h1 2 ]

Îòðèìàëè ñïiââiäíîøåííÿ, çà ÿêèì áóäåìî øóêàòè íåâiäîìó ôóíêöiþ u. Çäiéñíèìî
ùå íàñòóïíå ñïðîùåííÿ: ïîêëàäåìî h1 = h2, fi,j = 0, gi,j = 0.

(%i5) ratsimp(%),g[i,j]=0,f[i,j]=0,h1=h2;

(%o5) [ui,j =
ui+1,j + ui,j+1 + ui,j−1 + ui−1,j

4
]

ßê áà÷èìî, ìà¹ìî äîñèòü ïðîñòèé âèðàç, ÿêèé ïîâ'ÿçó¹ çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ ui,j iç ¨¨
çíà÷åííÿìè ó ÷îòèðüîõ ñóñiäíiõ âóçëàõ íà îñÿõ Ox òà Oy. Âií íàçèâà¹òüñÿ ñòàíäàðòíîþ

ï'ÿòèòî÷êîâîþ ôîðìóëîþ.

14.4.1 Äâîâèìiðíå ðiâíÿííÿ Ëàïëàñà

Öå ðiâíÿííÿ îïèñó¹ ñòàëèé ó ÷àñi ðîçïîäië òåìïåðàòóðè áåç äæåðåë òåïëà, àáî ðîçïî-
äië ñêàëÿðíîãî ïîòåíöiàëó áåç äæåðåë åëåêòðè÷íîãî ïîëÿ. Ó äâîâèìiðíîìó ïðîñòîði âîíî
ìà¹ âèãëÿä

uxx(x, y) + uyy(x, y) = 0.

Ó íàñ ïðèñóòíi 4 ïîõiäíèõ, òîìó ïîòðiáíî çàäàòè 4 êðàéîâi óìîâè äëÿ îäíîçíà÷íîãî âè-
ðiøåííÿ. Íåõàé îáëàñòþ iíòåãðóâàííÿ áóäå ïðÿìîêóòíèê çi ñòîðîíàìè L1 × L2. Çàçâè÷àé
çàäàþòüñÿ çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ íà ìåæàõ îáëàñòi iíòåãðóâàííÿ (óìîâè Äiðiõëå):{

u(0, y) = A1(y); u(L1, y) = A2(y);

u(x, 0) = B1(x); u(x, L2) = B2(x).

▶ Âèðiøèìî íàñòóïíó çàäà÷ó: ðîçâ'ÿçàòè ðiâíÿííÿ Ëàïëàñà íà ïðÿìîêóòíèêó 4 ì×4
ì iç êðàéîâèìè óìîâàìè{

u(0, y) = ey − cos y; u(4, y) = ey cos 4− e4 cos y;

u(x, 0) = cos x− ex; u(x, 4) = e4 cosx− ex cos 4.

Âíîñèìî ïî÷àòêîâi äàíi ó Maxima òà ñòâîðþ¹ìî âiäïîâiäíi ìàñèâè ç âóçëîâèìè òî-
÷êàìè. Êîæíó ñòîðîíó ïðÿìîêóòíèêà ðîçiá'¹ìî íà 10 ÷àñòèí, òîäi âñiõ âóçëîâèõ òî÷îê
áóäå 11× 11 = 121.

(%i6) ratprint:false$ fpprintprec:5$

(%i10) L1:4$ L2:4$ m1:10$ m2:10$

(%i12) h1:L1/m1$ h2:L2/m2$

(%i14) g(x,y):=0$ f(x,y):=0$

(%i15) for i:2 thru m1+1 do

(arraymake(X1, [i]), X1[1]:0,

X1[i]:X1[i-1]+h1);

(%o15) done
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(%i16) for j:2 thru m2+1 do

(arraymake(Y1, [j]), Y1[1]:0,

Y1[j]:Y1[j-1]+h2);

(%o16) done

Íàì ïîòðiáíî áóäå ðîçâ'ÿçàòè ñèñòåìó ç 121 ðiâíÿííÿ, òîìó âiäðàçó ôîðìó¹ìî ñïèñîê
ëiâèõ ÷àñòèí öèõ ðiâíÿíü, ÿêèé áóäå ñêëàäàòèñü ç íåâiäîìî¨ ôóíêöi¨ ui,j äëÿ âñiõ ìîæëè-
âèõ êîìáiíàöié i òà j. Ñïèñîê ôîðìó¹òüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì: ñïî÷àòêó âèïèñó¹òüñÿ u1,j
äëÿ âïîðÿäêîâàíîãî j, ïîòiì u2,j, i ò.ä., ïîêè iíäåêñ i íå âè÷åðïà¹òñÿ. Öÿ ïîñëiäîâíiñòü
âïîðÿäêóâàííÿ áóäå âàæëèâîþ íàì â ïîäàëüøîìó.

(%i17) u_list:flatten(makelist(makelist(u[i,j],i,1,m1+1),j,1,m2+1))$

Ñòâîðþ¹ìî çàäàíi êðàéîâi ôóíêöi¨ òà çàïîâíþ¹ìî ìàñèâ u âóçëîâèìè òî÷êàìè íà
ìåæàõ îáëàñòi.

(%i19) A1(y):=float(exp(y) - cos(y))$

A2(y):=float(exp(y)*cos(4) - exp(4)*cos(y))$

(%i20) for j:1 thru m2+1 do

(u[1,j]:A1(Y1[j]),

u[m1+1,j]:A2(Y1[j]));

(%o20) done

(%i22) B1(x):=float(cos(x) - exp(x))$

B2(x):=float(exp(4)*cos(x) - exp(x)*cos(4))$

(%i23) for i:1 thru m1+1 do

(u[i,1]:B1(X1[i]),

u[i,m2+1]:B2(X1[i]));

(%o23) done

Ïîãëÿíåìî íà çàïîâíåíèé ìàñèâ, ÷è âñå ïðàâèëüíî çàäàëîñÿ.

(%i24) for i:1 thru m1+1 do

for j:1 thru m2+1 do

display(u[i,j]);

u1,1 = 0.0;u1,2 = 0.57076;u1,3 = 1.5288; ... u1,10 = 37.495;u1,11 = 55.252
u2,1 = −0.57076;u2,2 = u2,2;u2,3 = u2,3; ... u2,10 = u2,10;u2,11 = 51.263
u3,1 = −1.5288;u3,2 = u3,2;u3,3 = u3,3; ... u3,10 = u3,10;u3,11 = 39.494
u4,1 = −2.9578;u4,2 = u4,2;u4,3 = u4,3; ... u4,10 = u4,10;u4,11 = 21.954
u5,1 = −4.9822;u5,2 = u5,2;u5,3 = u5,3; ... u5,10 = u5,10;u5,11 = 1.6433
u6,1 = −7.8052;u6,2 = u6,2;u6,3 = u6,3; ... u6,10 = u6,10;u6,11 = −17.891
u7,1 = −11.761;u7,2 = u7,2;u7,3 = u7,3; ... u7,10 = u7,10;u7,11 = −33.055
u8,1 = −17.387;u8,2 = u8,2;u8,3 = u8,3; ... u8,10 = u8,10;u8,11 = −40.695
u9,1 = −25.531;u9,2 = u9,2;u9,3 = u9,3; ... u9,10 = u9,10;u9,11 = −38.47
u10,1 = −37.495;u10,2 = u10,2;u10,3 = u10,3; ... u10,10 = u10,10;u10,11 = −25.039
u11,1 = −55.252;u11,2 = −51.263;u11,3 = −39.494; ... u11,10 = 25.039;u11,11 = 0.0

(%o24) done

ßê áà÷èìî, óñi äàíi âíåñåíi âiðíî: ìàñèâ ìà¹ çàäàíi ÷èñëîâi çíà÷åííÿ íà âñiõ ñâî¨õ
ìåæàõ, òîáòî ëiâèé, ïðàâèé, âåðõíié òà íèæíié ðÿäêè çàïîâíåíi. Íåâèçíà÷åíèìè çàëèøè-
ëèñü âíóòðiøíi âóçëè ñiòêè, ¨õíÿ êiëüêiñòü áóäå 9× 9 = 81. Îòîæ íåîáõiäíî ðîçâ'ÿçàòè 81
ðiâíÿííÿ ç òàêîþ æ êiëüêiñòþ íåâiäîìèõ. Çàäà¹ìî áàçîâå ðiâíÿííÿ íà ui,j.
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(%i25) for i:2 thru m1 do

for j:2 thru m2 do

u[i,j]:-((h2^2·u[i+1,j]+h1^2·u[i,j+1]-

h1^2·h2^2·f(X1[i],Y1[j])+h1^2·u[i,j-1]+

h2^2·u[i-1,j])/(h1^2·h2^2·g(X1[i],Y1[j])-

2·h2^2-2·h1^2));

(%o25) done

Öå ñïiââiäíîøåííÿ ïîâ'ÿçàëî êîæåí iç âíóòðiøíiõ âóçëiâ çi ñâî¨ìè ñóñiäàìè çà äîïî-
ìîãîþ ïåâíîãî ðiâíÿííÿ. Ùîá ñêëàñòè ñèñòåìó ðiâíÿíü, ïåðåòâîðèìî ìàñèâ u ó ñïèñîê.

(%i26) U:listarray(u)$

Ïîãëÿíóâøè íà ñòðóêòóðó öüîãî ñïèñêó, ìîæíà áà÷èòè, ùî âií iäå ïîðÿäêîâî: ñïî-
÷àòêó âèðàçè äëÿ u1,j äëÿ âñiõ j, ïîòiì u2,j i ò.ä. Òîáòî ñïèñîê U òî÷íî âiäïîâiäà¹ ñïèñêó
u_list, ÿêèé ìè ñòâîðèëè ðàíiøå. Îòîæ ñòâîðþ¹ìî ñèñòåìó ðiâíÿíü ïðèðiâíÿâøè ¨õ, òà
ðîçâ'ÿçó¹ìî ¨¨.

(%i27) sys2:makelist(u_list[k]=U[k],k,1,(m1+1)*(m2+1))$

(%i28) sol2:linsolve(sys2,u_list)$

Ðèñ. 14.17: Ïîâåðõíÿ ÷èñëîâîãî ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ Ëàïëàñà, ïîäàíà ç ðiçíèõ ðàêóðñiâ.

Ñïèñîê sol2 äà¹ íàì âñi íåâiäîìi ÷èñëîâi çíà÷åííÿ ìàñèâó u. Ùîá ïîáóäóâàòè ïî-
âåðõíþ ðîçâ'ÿçêó, íåîáõiäíî ñôîðìóâàòè ìàòðèöþ, äå íà ïåðåòèíi âóçëà (i, j) ñòîÿòèìå
çíà÷åííÿ ui,j. Âïîðÿäêóâàííÿ ñïèñêó sol2 îáóìîâëþ¹ âèãëÿä åëåìåíòiâ ìàòðèöi M .

(%i29) M:zeromatrix(m1+1,m2+1)$

(%i30) for i:1 thru m1+1 do

for j:1 thru m2+1 do

M[j,i]:rhs(sol2[j+(i-1)*m1+i-1])$

Íàðåøòi ñòâîðþ¹ìî ïîâåðõíþ ðîçâ'ÿçêó êîìàíäîþ ïîáóäîâè ïîâåðõíåâî¨ ñiòêè
(Ðèñ.14.17). Îñêiëüêè â ìàòðèöi M çìiíåíi ìiñöÿìè iíäåêñè i òà j, îñi Ox òà Oy òåæ
íåîáõiäíî ïåðåéìåíóâàòè.

(%i31) load(draw)$
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(%i32) draw3d(

color = navy,

line_width = 2,

surface_hide = true,

xlabel = "y, m",

ylabel = "x, m",

elevation_grid(M,0,0,4,4)

);

(%o32) [gr3d (elevation_grid)]

Iç çäiéñíåíîãî ðîçâ'ÿçêó ìîæíà îäðàçó âiäìiòèòè, ùî ãóñòèíà îáðàíî¨ ñiòêè òóò ¹
íàáàãàòî ìåíøîþ, àíiæ ó ïîïåðåäíiõ âèïàäêàõ. ßêùî ðàíiøå âîíà áóëà ïðèáëèçíî 30 ×
600, òî çàðàç ñòàëà 10× 10. Êiëüêiñòü âóçëîâèõ òî÷îê êàðäèíàëüíî çìåíøèëàñü, îñêiëüêè
ðîçâ'ÿçàòè ñèñòåìó ç (m1−1)×(m2−1) = 81 ðiâíÿííÿ çîâñiì íåïðîñòî, öå âèìàãà¹ çíà÷íèõ
îá÷èñëþâàëüíèõ ðåñóðñiâ.

14.4.2 Äâîâèìiðíå ðiâíÿííÿ Ïóàññîíà

Ðiâíÿííÿ öüîãî òèïó îïèñó¹ ðîçïîäië ñêàëÿðíîãî ïîòåíöiàëó φ(r⃗) ó ïðèñóòíîñòi ãó-
ñòèíè çàðÿäó ρ(r⃗). Ó äâîâèìiðíîìó âèïàäêó âîíî íàáóâà¹ âèãëÿäó

uxx(x, y) + uyy(x, y) = f(x, y).

Ïðîöåäóðà äèñêðåòèçàöi¨ ïðèçâîäèòü äî âæå íàâåäåíîãî áàçîâîãî ðiâíÿííÿ, ó ÿêîìó â
ïðàâié ÷àñòèíi ïðèñóòíÿ íåíóëüîâà ôóíêöiÿ fi,j. Òîìó õiä ðîçâ'ÿçêó ôàêòè÷íî áóäå òàêèì
æå.

▶ Âèðiøèìî íàñòóïíó çàäà÷ó: ðîçâ'ÿçàòè ðiâíÿííÿ Ïóàññîíà íà ïðÿìîêóòíèêó 1 ì×1
ì iç ôóíêöi¹þ ãóñòèíè çàðÿäó f(x, y) = 100(x2 + y2) òà êðàéîâèìè óìîâàìè{

u(0, y) = 2 sin(2πy); u(4, y) = 2 sin(2πy);

u(x, 0) = sin(2πx); u(x, 4) = sin(2πx).

Çàïèøåìî ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i áåç êîìåíòàðiâ, âií áóäå àíàëîãi÷íèé äî ïîïåðåäíüîãî.

(%i2) ratprint:false$ fpprintprec:5$

(%i6) L1:1$ L2:1$ m1:10$ m2:10$

(%i8) h1:L1/m1$ h2:L2/m2$

(%i10) g(x,y):=0$ f(x,y):=float(100*(x^2+y^2))$

(%i11) for i:2 thru m1+1 do

(arraymake(X1, [i]), X1[1]:0,

X1[i]:X1[i-1]+h1);

(%o11) done

(%i12) for j:2 thru m2+1 do

(arraymake(Y1, [j]), Y1[1]:0,

Y1[j]:Y1[j-1]+h2);

(%o12) done

(%i13) u_list:flatten(makelist(makelist(u[i,j],i,1,m1+1),j,1,m2+1))$



Ðîçäië 14. ×èñëîâi ìåòîäè äëÿ ÄÐ ó ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ 246

(%i15) A1(y):=float(2*sin(2*%pi*y))$ A2(y):=float(2*sin(2*%pi*y))$

(%i16) for j:1 thru m2+1 do

(u[1,j]:A1(Y1[j]),

u[m1+1,j]:A2(Y1[j]));

(%o16) done

(%i18) B1(x):=float(sin(2*%pi*x))$ B2(x):=float(sin(2*%pi*x))$

(%i19) for i:1 thru m1+1 do

(u[i,1]:B1(X1[i]),

u[i,m2+1]:B2(X1[i]));

(%o19) done

(%i20) for i:2 thru m1 do

for j:2 thru m2 do

u[i,j]:-((h2^2·u[i+1,j]+h1^2·u[i,j+1]-

h1^2·h2^2·f(X1[i],Y1[j])+h1^2·u[i,j-1]+

h2^2·u[i-1,j])/(h1^2·h2^2·g(X1[i],Y1[j])-

2·h2^2-2·h1^2));

(%o20) done

(%i21) U:listarray(u)$

(%i22) sys2:makelist(u_list[k]=U[k],k,1,(m1+1)*(m2+1))$

(%i23) sol2:linsolve(sys2,u_list)$

(%i24) M:zeromatrix(m1+1,m2+1)$

Ðèñ. 14.18: Ïîâåðõíÿ ÷èñëîâîãî ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ Ïóàññîíà, ïîäàíà ç ðiçíèõ ðàêóðñiâ.

(%i25) for i:1 thru m1+1 do

for j:1 thru m2+1 do

M[j,i]:rhs(sol2[j+(i-1)*m1+i-1]);

(%o25) done

(%i26) load(draw)$
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(%i27) draw3d(

color = navy,

line_width = 2,

surface_hide = true,

enhanced3d = false,

xlabel = "y, m",

ylabel = "x, m",

elevation_grid(M,0,0,4,4)

);

(%o27) [gr3d (elevation_grid)]

Ïîáóäîâàíà ïîâåðõíÿ � íà Ðèñ.14.18.

14.5 Çàâäàííÿ äî Ðîçäiëó 14

Çàäà÷i òåïëîïðîâiäíîñòi

Ðîçâ'ÿçàòè çàäà÷ó Äiðiõëå äëÿ îäíîâèìiðíîãî ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi ç ïî÷àòêî-
âîþ óìîâîþ u(x, 0) = A(x) òà êðàéîâèìè óìîâàìè u(0, t) = B1(t), u(L, t) = B2(t). Ñòðèæåíü
ìà¹ äîâæèíó 0.5 ì, ÷àñ ñïîñòåðåæåííÿ 0.3 ñ, σ = 1. Êiëüêiñòü ïðîìiæêiâ ðîçáèòòÿ îáðàòè
òàêèì ÷èíîì, ùîá âèêîíóâàëàñü óìîâà ñòiéêîñòi. Çîáðàçèòè ðåçóëüòóþ÷ó ïîâåðõíþ çìiíè
òåìïåðàòóðè ó ÷àñi, àíiìàöiþ çìiíè òåìïåðàòóðè, òåìïåðàòóðíó äiàãðàìó.

14.1. A(x) = cos 2x; B1(t) = 1− 6t; B2(t) = 0.4.

14.2. A(x) = x(x+ 1); B1(t) = 0; B2(t) = 2t+ 1.

14.3. A(x) = 3x(2− x); B1(t) = 0.1t; B2(t) = 1.

14.4. A(x) = 1− ln(x+ 0.4); B1(t) = 1.4; B2(t) = t+ 1.

14.5. A(x) = sin(0.55x+ 0.1); B1(t) = 3t+ 1; B2(t) = 0.5.

14.6. A(x) = 2x(1− x); B1(t) = 0.2; B2(t) = t+ 0.68.

14.7. A(x) = x(x+ 4) + 0.3; B1(t) = 0.3; B2(t) = 6t+ 0.9.

14.8. A(x) = cos(2x+ 0.19); B1(t) = 0.9; B2(t) = 0.18.

14.9. A(x) = (x− 0.2)(x+ 1) + 0.2; B1(t) = 6t; B2(t) = 0.84.

14.10. A(x) = sin(πx/2); B1(t) = t; B2(t) = 0.8.

Ðîçâ'ÿçàòè çàäà÷ó Íåéìàíà äëÿ îäíîâèìiðíîãî ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi ç ïî÷à-
òêîâîþ óìîâîþ u(x, 0) = A(x), êðàéîâîþ óìîâîþ u(0, t) = B(t), ôóíêöi¹þ òåïëîîáìiíó
ux(L, t) = C(t) = c(g(t)− u(L, t)). Ñòðèæåíü ìà¹ äîâæèíó 1.2 ì, ÷àñ ñïîñòåðåæåííÿ 0.3 ñ,
σ = 0.8, c = 0.5. Êiëüêiñòü ïðîìiæêiâ ðîçáèòòÿ îáðàòè òàêèì ÷èíîì, ùîá âèêîíóâàëàñü
óìîâà ñòiéêîñòi. Çîáðàçèòè ðåçóëüòóþ÷ó ïîâåðõíþ çìiíè òåìïåðàòóðè ó ÷àñi, àíiìàöiþ
çìiíè òåìïåðàòóðè, òåìïåðàòóðíó äiàãðàìó.

14.11. A(x) = x(2x+ 0.3); B(t) = 0; g(t) = 2t− 1.

14.12. A(x) = sin(x+ 0.6); B(t) = 0.45t; g(t) = −t.
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14.13. A(x) = cos(x+ 0.5); B(t) = 6t+ 0.9; g(t) = 3.

14.14. A(x) = 1.5− x(1− x); B(t) = 3(0.5− t); g(t) = 1.26t.

14.15. A(x) = ln(2.42 + x); B(t) = 0.38; g(t) = 6(0.1− t).

14.16. A(x) = 1.4 + ln(x+ 0.2); B(t) = t+ 0.6; g(t) = 1.

14.17. A(x) = x(1.2− x) + 0.4; B(t) = 0; g(t) = t+ 0.2.

14.18. A(x) = sin x+ cosx; B(t) = 2(t+ 0.1); g(t) = 0.6− 2t.

14.19. A(x) = tg(x− 0.1); B(t) = 0.1; g(t) = 0.2t.

14.20. A(x) = 2(2x− 1); B(t) = 0.2t; g(t) = −t− 6.

Õâèëüîâi çàäà÷i

Çíàéòè ÷èñëîâèé ðîçâ'ÿçîê îäíîâèìiðíîãî õâèëüîâîãî ðiâíÿííÿ äëÿ ñòðóíè iç çàêði-
ïëåíèìè êiíöÿìè, ç ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè u(x, 0) = A(x), ut(x, 0) = B(x), äîâæèíà ñòðóíè
L = 0.5 ì, ÷àñ ñïîñòåðåæåííÿ T = 2 ñ, øâèäêiñòü v = 1.5. Êiëüêiñòü ïðîìiæêiâ ðîçáèòòÿ
îáðàòè òàêèì ÷èíîì, ùîá âèêîíóâàëàñü óìîâà ñòiéêîñòi. Çîáðàçèòè ðåçóëüòóþ÷ó ïîâåðõíþ
çìiùåííÿ åëåìåíòiâ ñòðóíè ó ÷àñi, àíiìàöiþ êîëèâàíü.

14.21. A(x) = 2x(2x− 1); B(x) = 0.

14.22. A(x) = x(0.5− x); B(x) = 0.

14.23. A(x) = sin 2πx; B(x) = 0.

14.24. A(x) = 1− cos 4πx; B(x) = 0.

14.25. A(x) = x2(0.5− x); B(x) = 0.

14.26. A(x) = 0; B(x) = 1
3
sin 5πx

2
.

14.27. A(x) = 0; B(x) = cos π
2
(x− 1).

14.28. A(x) = 0; B(x) = 1
2
sin 3πx

2
.

14.29. A(x) = x(0.5− x); B(x) = cos x.

14.30. A(x) = tg x(0.5−x); B(x) = x+0.1.

Çíàéòè ÷èñëîâèé ðîçâ'ÿçîê îäíîâèìiðíîãî õâèëüîâîãî ðiâíÿííÿ äëÿ ñòðóíè iç âiëüíèì
êiíöåì, ç ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè u(x, 0) = A(x), ut(x, 0) = B(x), ux(L, t) = C(t), äîâæèíà
ñòðóíè L = 1 ì, ÷àñ ñïîñòåðåæåííÿ T = 5 ñ, øâèäêiñòü v = 0.5. Êiëüêiñòü ïðîìiæêiâ
ðîçáèòòÿ îáðàòè òàêèì ÷èíîì, ùîá âèêîíóâàëàñü óìîâà ñòiéêîñòi. Çîáðàçèòè ðåçóëüòóþ÷ó
ïîâåðõíþ çìiùåííÿ åëåìåíòiâ ñòðóíè ó ÷àñi, àíiìàöiþ êîëèâàíü.

14.31. A(x) = x sin πx; B(x) = 0; C(t) = cos t.

14.32. A(x) = 1− cos πx; B(x) = 0; C(t) = exp(−2t).

14.33. A(x) = π/4− 2x; B(x) = 0; C(t) = sin t.

14.34. A(x) = (x− 1) sinπx; B(x) = 0; C(t) = 0.34t.

14.35. A(x) = 1− cos(x/2); B(x) = 0; C(t) = t2 − 1.

14.36. A(x) = 2− arctg x; B(x) = 0; C(t) = exp(0.1t).

14.37. A(x) = (2− x)/2; B(x) = 0; C(t) = t(1− t).

14.38. A(x) = x(2− x); B(x) = 0; C(t) = 0.3 + 0.2t.

14.39. A(x) = π − x; B(x) = 0; C(t) = tg t.

14.40. A(x) = exp(−x); B(x) = 0; C(t) = ln(3 + t).
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Ðiâíÿííÿ Ëàïëàñà òà Ïóàññîíà

Çíàéòè ÷èñëîâèé ðîçâ'ÿçîê äâîâèìiðíîãî ðiâíÿííÿ Ëàïëàñà iç êðàéîâèìè óìîâàìè
u(0, y) = A1(y), u(L1, y) = A2(y), u(x, 0) = B1(x), u(x, L2) = B2(x). Ðîçìið îáëàñòi 1 ì×1 ì,
êiëüêiñòü ïðîìiæêiâ ðîçáèòòÿ îáðàòè m1 = 10, m2 = 10. Îòðèìàíèé ðîçâ'ÿçîê çîáðàçèòè
ó âèãëÿäi ïîâåðõíi.

14.41. A1(y) = y − sin y; A2(y) = y3 − cos y; B1(x) = cos x− x3; B2(x) = sinx− x.

14.42. A1(y) = e2y; A2(y) = y2; B1(x) = x2; B2(x) = e−2x.

14.43. A1(y) = tg y; A2(y) = −ey; B1(x) = ex; B2(x) = e−x.

14.44. A1(y) = y/(1 + y); A2(y) = tg y; B1(x) = arctg x; B2(x) = x/(1 + x).

14.45. A1(y) = cos(y − 1); A2(y) = e2y; B1(x) = e−2x; B2(x) = sin(1− x).

14.46. A1(y) = 2 sin 4πy; A2(y) = 4 sin 2πy; B1(x) = cos 3πx; B2(x) =
1
3
cos πx.

14.47. A1(y) = 10e−y2 ; A2(y) =
1
4
tg 4πy; B1(x) = e1−x2

; B2(x) = 10e−x2
.

14.48. A1(y) = y(y2 + 1); A2(y) = −ey+1; B1(x) = −ex+1; B2(x) = x(x2 + 1).

14.49. A1(y) = y cos y; A2(y) = sin y + y2; B1(x) = x2 + cosx; B2(x) = x cosx.

14.50. A1(y) = − cos(y2 + 1); A2(y) = − sin(y2 − 1); B1(x) = sin(x2); B2(x) = cos(x2).

Çíàéòè ÷èñëîâèé ðîçâ'ÿçîê äâîâèìiðíîãî ðiâíÿííÿ Ïóàññîíà iç êðàéîâèìè óìîâàìè
u(0, y) = A1(y), u(L1, y) = A2(y), u(x, 0) = B1(x), u(x, L2) = B2(x) òà çàäàíîþ ïðàâîþ
÷àñòèíîþ f(x, y). Ðîçìið îáëàñòi 1 ì×1 ì, êiëüêiñòü ïðîìiæêiâ ðîçáèòòÿ îáðàòè m1 = 10,
m2 = 10. Âåëè÷èíè A1(y), A2(y), B1(x), B2(x) âçÿòè iç âiäïîâiäíîãî íîìåðà ïîïåðåäíüî¨
çàäà÷i (ðiâíÿííÿ Ëàïëàñà). Îòðèìàíèé ðîçâ'ÿçîê çîáðàçèòè ó âèãëÿäi ïîâåðõíi.

14.51. f(x, y) = 100ex
2+y2 .

14.52. f(x, y) = 50 tg(x− y).

14.53. f(x, y) = 40 arctg(x+ y).

14.54. f(x, y) = 60(x+ y).

14.55. f(x, y) = 80xy.

14.56. f(x, y) = 50x− 10y2.

14.57. f(x, y) = 10x2 + 50y2.

14.58. f(x, y) = 100 ln(x+ y + 1).

14.59. f(x, y) = 70 sinx− 20 cos y.

14.60. f(x, y) = 90(x2 − y2).
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