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НАЙКРАЩI БIЛIНIЙНI НАБЛИЖЕННЯ КЛАСIВ
BΩ

p,θПЕРIОДИЧНИХ ФУНКЦIЙ БАГАТЬОХ ЗМIННИХ

We obtain the exact-order estimates of the bilinear approximations of classes
B Ω

p, θ of periodic functions of 2d variables in the space Lq by the linear combi-
nations of products of functions of d variables.

Одержано точнi за порядком оцiнки найкращих бiлiнiйних наближень
класiв B Ω

p, θ перiодичних функцiй 2d змiнних у просторi Lq лiнiйними
комбiнацiями добуткiв функцiй d змiнних.

Вступ. В роботi розглядається найкраще бiлiнiйне наближення
класiв BΩ

p,θ, якi є узагальненням (за гладкiсним) параметром вiдомих
класiв Нiкольського–Бєсова Br

p,θ. Одержано точнi за порядком
оцiнки наближення вiдповiдних апроксимативних характеристик
у просторi Lq(π2d) при рiзних спiввiдношеннях мiж параметрами
p i q. Робота складається з трьох частин. У вступi дається
означення класiв BΩ

p,θ, а також вводиться поняття найкращого
бiлiнiйного наближення. Друга частина роботи вiдводиться для
викладу iсторiї питання i додаткових позначень та допомiжних
тверджень, якi будуть потрiбнi для отримання результату. Третя
частина є основною. Саме тут подаються основнi результати —
формулюється i доводиться теорема, а також робляться певнi
зауваження щодо одержаних оцiнок.

Наведемо спочатку необхiднi означення та позначення для
класiв, що розглядаються, а також дослiджуваних апроксимативних
характеристик.

Нехай R d, d ≥ 1, означає d-вимiрний евклiдiв простiр з

елементами x = (x1, . . . , xd), i Lp(πd), πd =
d∏

j=1

[−π;π),— простiр

2π-перiодичних по кожнiй змiннiй i сумовних у степенi p,
1 ≤ p <∞, (вiдповiдно суттєво обмежених при p = ∞) функцiй
f(x) = f(x1, . . . , xd).
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Норма в цьому просторi визначається наступним чином:

||f ||p =
(

(2π)−d

∫
πd

|f(x) |pdx
)1/p

, 1 ≤ p <∞,

||f ||∞ = ess sup
x∈πd

|f(x)|.

Означимо простори BΩ
p,θ ⊂ Lp(πd), властивостi яких

визначаються за допомогою: Ω(t), t ∈ R+, — мажорантної функцiї
для модуля неперервностi l –го порядку (l ∈ N) функцiї f ∈ Lp(πd);
числових параметрiв p i θ, 1 ≤ p, θ ≤ ∞.

Для довiльної функцiї f ∈ Lp(πd) покладемо

Ωl(f, t)p = sup
|h|≤t

‖ ∆l
hf(·) ‖p

— модуль неперервностi порядку l (l ∈ N) функцiї f , де
∆l

hf(x) = ∆h∆l−1
h f(x), h = (h1, ..., hd) ∈ Rd, — кратна l-та рiзниця з

кроком hj за змiнною xj , j = 1, d, яку можна записати i в такий
спосiб:

∆l
hf(x) =

l∑
n=0

(−1)l+nC n
l f(x+ nh).

Вважаємо також, що ∆0
hf(x) = f(x).

Нехай далi Ω(t) — задана функцiя типу модуля неперервностi
порядку l, визначена на [0;∞), яка задовольняє умови:

1) Ω(t) > 0, t > 0; Ω(t) = 0, t = 0;
2) Ω(t) неперервна;
3) Ω(t) не спадає на [0;∞);
3) для всiх n ∈ Z+ Ω(nt) ≤ CnlΩ(t), де C > 0 не залежить нi вiд

n, нi вiд t.
Множину таких функцiй Ω позначимо через Ψl. Зауважимо, що

якщо f ∈ Lp(πd), то Ωl(f, ·) ∈ Ψl.
Пiдпорядкуємо функцiї Ω ∈ Ψl додатковим умовам, якi опишемо

в термiнах двох понять, введених С.Н. Бернштейном [1]:
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а) невiд’ємна функцiя ϕ(τ), τ ∈ [0;∞), майже зростає, якщо
iснує стала C1 > 0 така, що ϕ(τ1) ≤ C1ϕ(τ2) для будь-яких τ1, τ2,
0 ≤ τ1 < τ2;

б) додатна функцiя ϕ(τ), τ ∈ (0;∞), майже спадає, якщо iснує
стала C2 > 0 така, що ϕ(τ1) ≥ C2ϕ(τ2) для будь-яких τ1, τ2,
0 < τ1 < τ2.

Будемо вважати, що Ω(t) належить множинам Sα i Sl. Умови
належностi до цих множин часто в лiтературi називають умовами
Барi – Стєчкiна [2]. Це означає таке:

i) Ω ∈ Sα (α > 0), якщо функцiя Ω(τ)
τα майже зростає при τ > 0;

ii) Ω ∈ Sl, якщо iснує γ, 0 < γ < l, таке, що функцiя Ω(τ)
τγ майже

спадає при τ > 0.
Покладемо також Φα,l = Ψl ∩ Sα ∩ Sl.
Варто зазначити, що функцiї Ω ∈ Φα,l можуть мати, наприклад,

такий вигляд

Ω(t) =

 tr
(

log+

(
1
t

))β

, t > 0,

0 , t = 0,

де log+(t) = max{1, log(t)}, 0 < r < l, a β — фiксоване дiйсне число.
Для 1 ≤ p, θ ≤ ∞ i заданої функцiї Ω(t) типу модуля

неперервностi порядку l, яка задовольняє умови 1 − 4, простiр BΩ
p,θ

визначається наступним чином:

BΩ
p,θ = {f ∈ Lp(πd) : ‖f‖BΩ

p,θ
:= ‖f‖p + |f |bΩp,θ

≤ ∞},

де напiвнорма |f |BΩ
p,θ

визначається спiввiдношенням

|f |bΩp,θ
=


(

+∞∫
0

(
Ωl(f,t)p

Ω(t)

)θ
dt
t

)1/θ

, 1 ≤ θ <∞,

sup
t>0

Ωl(f,t)p

Ω(t) , θ = ∞.
(1)

Означимо норму в просторi BΩ
p,θ в такий спосiб:

‖f‖BΩ
p,θ

:= ‖f‖p + |f |BΩ
p,θ
, 1 ≤ p, θ ≤ ∞.
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Зауважимо, що зi збiльшенням параметра θ простори BΩ
p,θ

розширюються, тобто при 1 ≤ θ ≤ θ′ ≤ ∞ мають мiсце вкладення

B Ω
p, 1 ⊂ B Ω

p, θ ⊂ B Ω
p, θ′ ⊂ B Ω

p,∞ = HΩ
p . (2)

Якщо покласти Ω(t) = tr, то простори BΩ
p,θ спiвпадають з

просторами О.В. Бєсова Br
p,θ [3] i, зокрема, при θ = ∞ Br

p,∞ = Hr
p ,

де Hr
p — простори, введенi С.М. Нiкольським [4]. Таким чином,

простори BΩ
p,θ є узагальненням (за гладкiсним параметром) вiдомих

просторiв Нiкольського – Бєсова. З точки зору теорем вкладення, цi
простори розглядалися в роботах М.Л. Гольдмана [5] i Г.А. Калябiна
[6]. Пiзнiше їх апроксимативнi характеристики дослiджувались в
роботах Li Yongping та Xu Guiqiao [7], Xu Guiqiao [8], С.А. Стасюка
[9], С.П. Войтенкa [10, 11] та iнших.

Що стосується початкового означення норм в просторах BΩ
p,θ,

то зауважимо, що має мiсце еквiвалентне (в поданому нижче сенсi)
означення з використанням розкладiв функцiй iз BΩ

p,θ в ряд Фур’є
за тригонометричною системою.

Позначимо через Vm(t), m ∈ N, t ∈ R, ядро Валле Пуссена
вигляду

Vm(t) = 1 + 2
m∑

k=1

cos kt+ 2
2m∑

k=m+1

(
2m− k

m

)
cos kt

(приm = 1 другу суму покладаємо рiвною нулю). Тодi багатовимiрне
ядро Vm(x), m ∈ N, x ∈ Rd, означимо за формулою

Vm(x) =
d∏

j=1

Vm(xj).

Нехай Vm : Lp(πd) −→ L1(πd) — оператор, який задає згортку
функцiй f ∈ Lp(πd) з багатовимiрним ядром Vm(x):

Vmf(x) = (2π)−d

∫
πd

f(y)Vm(y − x)dy.
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Таким чином, за допомогою оператора Vm визначаються кратнi
середнi Валле Пуссена функцiї f ∈ Lp(πd), а саме:

Vm(f, x) : df=Vmf(x),

якi можна записати i у виглядi тригонометричного полiнома, що
утворюється iз розкладу функцiї f в ряд Фур’є за тригонометричною
системою.

Далi, для f ∈ Lp(πd) покладемо

Φ0(f, x) = V1(f, x), Φs(f, x) = V2s(f, x)− V2s−1(f, x), s ∈ N,

i

‖f‖′
BΩ

p,θ
=

( ∞∑
s=0

(
‖Φs(f,·)‖p

Ω(2−s)

)θ)1/θ

<∞, 1 ≤ θ <∞,

‖f‖′BΩ
p,∞

= sup
s

‖Φs(f,·)‖p

Ω(2−s) <∞.
(3)

Тодi ∀ f ∈ BΩ
p,θ: ‖f‖BΩ

p,θ
� ‖f‖′

BΩ
p,θ

, i простори BΩ
p,θ, 1 ≤ p ≤ ∞,

можна означити наступним чином (див., наприклад, [8]):

BΩ
p,θ = {f ∈ Lp(πd) : ‖f‖′BΩ

p,θ
<∞}, 1 ≤ θ ≤ ∞.

Надалi, для одиничної кулi в просторi BΩ
p,θ будемо

використовувати те ж позначення, що i для самого простору
BΩ

p,θ, тобто
BΩ

p,θ := {f ∈ BΩ
p,θ : ‖f‖BΩ

p,θ
≤ 1}.

В подальших мiркуваннях будемо користуватись порядковими
спiввiдношеннями. Запис A � B означає двосторонню нерiвнiсть
мiж виразами A i B, тобто C3B ≤ A ≤ C4B, де C3, C4 > 0 —
сталi, i їх значення можуть бути рiзними в рiзних мiсцях. Також,
якщо A ≤ C5B, C5 > 0, чи A ≥ C6B, C6 > 0, то будемо писати
A� B або A� B вiдповiдно. Iз контексту буде зрозумiло, вiд яких
параметрiв цi сталi не залежать. Ми не будемо акцентувати на цьому
увагу щоразу при використаннi символiв ” � ”, ” � ”, ” � ”.

Перейдемо тепер безпосередньо до означення апроксимативної
характеристики, що буде дослiджуватись.
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Нехай Lq1,q2(π2d) — множина функцiй f(x, y), x, y ∈ πd, зi
скiнченною мiшаною нормою

‖f(x, y)‖q1,q2 := ‖ ‖f(·, y)‖q1‖q2 ,

де норма функцiї f обчислюється спочатку в просторi Lq1(πd) по
змiннiй x ∈ πd, а потiм вiд результату — по змiннiй y ∈ πd в просторi
Lq2(πd).

Для f ∈ Lq1,q2(π2d) oзначимо величину найкращого бiлiнiйного
наближення порядку M , (M ∈ N):

τM (f)q1,q2 := inf
uj(x),vj(y)

‖f(x, y)−
M∑

j=1

uj(x)vj(y)‖q1,q2 ,

де uj ∈ Lq1(πd), vj ∈ Lq2(πd), j = 1, d. Також зауважимо, що
τ0(f(x, y))q1,q2 := ‖f(x, y)‖q1,q2 .

Якщо F ⊂ Lq1,q2(π2d) — клас функцiй, то покладемо

τM (F )q1,q2 := sup
f∈F

τM (f)q1,q2 . (4)

Мета даної роботи — отримати точнi за порядком оцiнки величин
τM (BΩ

p,θ)q1,q2 при умовi q1 = q2 = q. В цьому випадку ми будемо
писати τM (BΩ

p,θ)q.

1. Iсторiя питання. У цьому пунктi дамо коротку
iсторичну довiдку щодо дослiдження бiлiнiйних наближень та їх
застосувань, а також сформулюємо допомiжнi твердження, якi
будуть використовуватись при доведеннi отриманих оцiнок.

Питання наближення функцiй багатьох змiнних комбiнацiями
функцiй вiд меншої кiлькостi змiнних мають як самостiйний iнтерес,
так i важливi застосування.

У 1907 р. E. Schmidt [12] довiв теорему про наближення
перiодичних функцiй двох змiнних f(x, y) в L2 бiлiнiйними формами

n∑
k=1

ϕk(x)ψk(y), де, зокрема, вказав спосiб побудови найкращих

бiлiнiйних форм.
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C.A. Micchelli та A. Pinkus [13] в 1977–1978 рр. дослiджуючи
бiлiнiйнi наближення деяких функцiй двох змiнних, заданих
на квадратi [0, 1] × [0, 1], застосували отриманi результати до
знаходження точних значень поперечникiв класiв диференцiйовних
функцiй.

М.–Б.А. Бабаєв [14, 15] розглянув питання бiлiнiйних наближень
неперiодичних функцiй.

Поведiнка величини τM (P )2,2 для функцiй P з класiв,
аналогiчних до класiв Соболєва, вивчались в роботi М.В. Мiрошина
i В.В. Хромова [16].

Пiзнiше Р.С. Iсмагiлов [17] встановив зв’язок мiж найкращими
бiлiнiйними наближеннями функцiй вигляду f(x − y), f(x) ∈ F , i
поперечниками за Колмогоровим класiв F .

Дослiдженню бiлiнiйних наближень функцiй з класiв W r
p,α i

Hr
p , якi є аналогами класiв С.Л. Соболєва та С.М. Нiкольського,

присвячено цикл робiт В.М.Темлякова [18–21].
Також вiдзначимо роботи А.С. Романюка [22, 23] i

А.С. Романюка, В.С. Романюка [24, 25], якi присвяченi дослiдженню
бiлiнiйних наближень функцiй з класiв О.В. Бєсова та їх аналогiв.
В згаданих роботах можна ознайомитись з бiльш детальною
бiблiографiєю з цього напряму.

2. Основнi результати. Для формулювання допомiжних
тверджень введемо такi позначення.

Нехай

Cd(N) =
{
k = (k1, ..., kd), |kj | ≤ N, kj ∈ Z, j = 1, d

}
.

Позначимо через T (Cd(N))q пiдмножину функцiй з

T (Cd(N)) =
{
f : f(x) =

∑
k∈Cd(N)

cke
i(k,x)

}
,

якi задовольняють умову ‖f‖q ≤ 1, 1 ≤ q ≤ ∞.
Теорема А [4]. Нехай t ∈ T (Cd(2n)). Тодi при 1 ≤ q < p ≤ ∞ має

мiсце спiввiдношення

‖t‖p ≤ 2d · 2
1
q−

1
p ‖t‖q. (5)
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Нерiвнiсть (5) було встановлено С.М. Нiкольським i вона
отримала назву "нерiвностi рiзних метрик". У випадку d = 1 i p = ∞
вiдповiдну нерiвнiсть довiв Джексон [26].

В роботi [25] було доведено таке допомiжне твердження.
Лема 1. Нехай f ∈ T (C2d(2n+1)). Тодi

τM (f)∞ �M−12nd log
(

1 +
2nd

M

)
‖f‖2. (6)

Основний результат роботи складає наступне твердження.
Теорема 1. Нехай 1 ≤ θ ≤ ∞ i Ω(t) ∈ Φα,l, α > α(p, q), де

α(p, q) =


2d( 1

p −
1
q )+,

1 ≤ p ≤ q ≤ 2 або
2 ≤ q ≤ p ≤ ∞;

max{ 2d
p ; d}, 2 ≤ p ≤ q ≤ ∞ або

1 ≤ p < 2 < q ≤ ∞.

Тодi для M ∈ N справедливi порядковi спiввiдношення

τM (BΩ
p,θ)q �



Ω(M− 1
d )M

1
p−

1
q , 1 ≤ p ≤ q ≤ 2,

Ω(M− 1
d ),

2 ≤ p ≤ q ≤ ∞ або
2 ≤ q ≤ p ≤ ∞,

Ω(M− 1
d )M

1
p−

1
2 , 1 ≤ p < 2 < q ≤ ∞.

(7)

Зауваження. У випадку Ω(t) = tr, коли параметр r > 0
пiдпорядкований умовам належностi функцiї Ω до множини Φα,l,
α > α(p, q), теорема 1 доведена в роботi [25].

Доведення теореми 1. Спочатку отримаємо в
спiввiдношеннях (7) оцiнки зверху. Для цього, при виконаннi
умов для вкладень (2), нам достатньо розглянути лише випадок
θ = ∞, щоб отримати шуканi оцiнки для величин τM (HΩ

p )q.
Нехай задана функцiя f(t), t = (t1, . . . , t2d) ∈ R2d, i f ∈ HΩ

p .
Покладемо

An(f ; z) = f(t) ∗ (V2n(t)− V2n−1(t)), n = 1, 2, . . . ,
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A0(f ; z) = f(t) ∗ V1(t).

Вiдмiтимо, що внаслiдок збiжностi при n −→ ∞ середнiх Валле
Пуссена до f в просторi Lp(π2d) функцiю f з класу HΩ

p можна
представити у виглядi

f(z) =
∞∑

n=0

An(f ; z), (8)

в розумiннi збiжностi ряду в Lp(π2d).
При цьому справедлива порядкова нерiвнiсть

‖An(f ; ·)‖p � Ω(2−n), 1 ≤ p ≤ ∞. (9)

Розглянемо спочатку випадки 1 ≤ p = q ≤ 2 та 2 ≤ q ≤ p ≤ ∞.
Нехай задане число m ∈ N. За наближаючий агрегат для f вiзьмемо
функцiю

g1(z) = f(t) ∗ V2m−1(t) =
m−1∑
n=0

An(f ; z). (10)

Зауважимо, що згiдно з означенням багатовимiрного ядра Валле
Пуссена V2m−1(t) функцiю g1 можна подати у виглядi

g1(z) = g1(x, y) =
∑

k∈Cd(2m−1)

ck(y)ei(k,x) =
M1∑
j=0

uj(x)vj(y), (11)

де x = (z1, . . . , zd), y = (zd+1, . . . , z2d), M1 = (2m+1 − 1)d � 2md i
ck(y) ∈ Lq(πd), uj , vj ∈ Lq(πd).

Далi з (11), приймаючи до уваги (8) та (10) i користуючись
оцiнкою (9), за умови Ω ∈ Φα,l отримаємо

τM1(f)q ≤ ‖f − g1‖q =
∥∥∥∥ ∞∑

n=m

An(f ; ·)
∥∥∥∥

q

≤
∞∑

n=m

‖An(f ; ·)‖q �

�
∞∑

n=m

Ω(2−n) � Ω(2−m) � Ω(M− 1
d

1 ),
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звiдки, очевидно, маємо оцiнку

τM (f)q � Ω(M− 1
d )

при довiльному M ∈ N, з якої випливає оцiнка зверху величини
τM (BΩ

p,θ)q в теоремi в зазначених вище випадках 1 ≤ p = q ≤ 2
та 2 ≤ q ≤ p ≤ ∞.

При встановленнi оцiнок зверху в iнших випадках спiввiдношень
мiж параметрами p, q за початковi вiзьмемо спiввiдношення (8) та
(10), з яких отримуємо зображення довiльної функцiї f ∈ Lq(π2d),
1 ≤ q ≤ ∞, у виглядi

f(z) = g1(z) +
∞∑

n=m

An(f ; z) (12)

при довiльних m = 2, 3, . . ..
Тодi, якщо M ∈ N — довiльне задане (M > 2(m+1)d)

i послiдовнiсть {Mn}∞n=2 натуральних чисел така, що

M1 +
∞∑

n=m
Mn ≤M , то

τM (f)q ≤
∞∑

n=m

τMn
(An(f ; ·))q. (13)

Приймаючи до уваги спiввiдношення (13), за заданою
послiдовнiстю {Mn}∞n=2 побудуємо спочатку функцiї вигляду

gn(z) = gn(x, y) =
Mn∑
j=1

un
j (x)vn

j (y), n = 2, 3, . . . , (14)

де un
j ∈ Lq(πd), vn

j ∈ Lq(πd), j = 1,Mn, — певним чином наближаючi
в Lq(π2d) функцiї An(f ; ·), f ∈ Lq(π2d) при 1 ≤ p ≤ q ≤ ∞.

Нехай n ≥ 2 — задано. Запишемо полiном An(f ; z) у виглядi

An(f ; z) = 2−2d(n+3)
∑
µ,ν

An(f, xµ, yν)V2n+1(x− xµ, y − yν),

де
µ = (µ1, . . . , µd), ν = (ν1, . . . , νd),
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xµ
j =

µjπ

2n+2
, µj = 0, 1, . . . , 2n+3 − 1, j = 1, d,

yν
j =

νjπ

2n+2
, νj = 0, 1, . . . , 2n+3 − 1, j = 1, d.

Позначимо через Gn множину, яка складається з Mn точок
(xµ, yν) з найбiльшими числами |An(f, xµ, yν)|. Тодi вiзьмемо

gn(x, y) = 2−2d(n+3)
∑

µ,ν:(xµ,yν)∈Gn

An(f, xµ, yν)V2n+1(x− xµ, y − yν). (15)

Функцiї, що визначаються рiвностями (15), зображуються, як i
сама функцiя g1(x, y), у виглядi (14) i згiдно оцiнки, що отримана
в роботi [18, C. 106], можемо записати, що для довiльної функцiї
f ∈ Lq(π2d) при будь-яких 1 ≤ p, q ≤ ∞ i n ≥ 2

‖An(f ; ·)− gn(·)‖q�min{M−β
n , 1}22ndβ‖An(f ; ·)‖p, (16)

де β = 1
p −

1
q .

Перейдемо до розгляду випадку 2 ≤ p ≤ q ≤ ∞. При цьому нам
буде достатньо розглянути лише p = 2 i θ = ∞, тобто знайти оцiнки
зверху для величини τM (HΩ

2 )q.
Нехай f ∈ HΩ

2 i m ∈ N — довiльне задане число. Приймаючи до
уваги спiввiдношення (13), покладемо

M1 = (2m+1 − 1)d � 2md,

Mn = [M12−κ(n−m)], n ≥ m,

де κ > 0 — число, що буде вибране пiзнiше, [a] — цiла частина числа
a ∈ R. Нехай M = C(κ)2md, де C(κ) > 0 — достатньо велике число.

Тодi M0 := M1 +
∞∑

n=m
Mn < M i M0 � 2md, причому iснує

n0 = n0(κ) ≥ m таке, що Mn ≥ 1 при m ≤ n ≤ n0 i Mn = 0 при
n > n0.

Використовуючи лему 1, можна записати

τMn
(An(f ; ·))∞ �M−1

n 2nd log
(

1 +
2nd

Mn

)
‖An(f, x, y)‖2, n ≤ n0,
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звiдки з врахуванням нерiвностi (9) отримаємо

τMn(An(f ; ·))∞ �M−1
n 2ndΩ(2−n) log

(
1 +

2nd

Mn

)
i

τM (f)q ≤ τM (f)∞ ≤
∞∑

n=m

τMn
(An(f ; ·))∞ �

�M−1
1

n0∑
n=m

2κ(n−m)Ω(2−n)2nd log
(

1 +
2nd

Mn

)
+

∞∑
n=n0+1

Ω(2−n) =

= M−12−κm
n0∑

n=m

Ω(2−n)
2−αn

2−n(α−d−κ)×

× log(1 + 2(n+1)d+κ(n−m)+1M−1) +
∞∑

n=n0+1

Ω(2−n). (17)

Вибравши κ > 0 так, щоб виконувалась нерiвнiсть α− d− κ > 0,
iз (17), приймаючи до уваги умову Ω ∈ Φα,l, будемо мати

τM (f)∞ �M−12−κmΩ(2−m)2n(d+κ) + Ω(2−n0) �

� Ω(2−m) � Ω(M− 1
d ).

Далi, з врахуванням попередньо зроблених зауважень,
приходимо до висновку, що

τM (BΩ
p,θ)q � Ω(M− 1

d )

при 2 ≤ p ≤ ∞, 1 ≤ θ ≤ ∞.
У випадку 1 ≤ p < q ≤ 2, α > 2d

(
1
p −

1
q

)
зi спiввiдношення (13),

враховуючи (16), для f ∈ HΩ
p при заданих вище n, n0, m i {Mn}∞n=1

отримаємо

τM (f)q ≤
n0∑

n=m

‖An(f ; ·)− gn(·)‖q +
∞∑

n=n0+1

‖An(f ; ·)‖q �
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�
n0∑

n=m

M−β
n 22ndβ‖An(f ; ·)‖q +

∞∑
n=n0+1

‖An(f ; ·)‖q �

�
n0∑

n=m

M−β
n 22ndβΩ(2−n) +

∞∑
n=n0+1

Ω(2−n) �

�M−β
1 2−κβm

n0∑
n=m

Ω(2−n)2nβ(2d+κ) +
∞∑

n=n0+1

Ω(2−n) =

= M−β
1 2−κβm

n0∑
n=m

Ω(2−n)
2αn

2−n(α−β(2d+κ)) +
∞∑

n=n0+1

Ω(2−n).

Далi, вибираючи κ > 0 так, щоб виконувалась нерiвнiсть
α− β(2d+ κ) > 0, з попереднього порядкового спiввiдношення
знаходимо

τM (f)q �M−β
1 2−κβm Ω(2−m)

2αm
2−m(α−β(2d+κ)) + Ω(2−n0) �

� Ω(2−m)2mdβ + Ω(2−m) � Ω(M− 1
d )M

1
p−

1
q .

Звiдси отримаємо

τM (BΩ
p,θ)q � Ω(M− 1

d )M
1
p−

1
q .

Залишилося записати оцiнку зверху для випадку
1 ≤ p < 2 < q ≤ ∞. Будемо користуватись мiркуваннями,
аналогiчними попереднiм, при цьому досить обмежитись двома
значеннями параметрiв θ = ∞ i q = ∞.

Для оцiнки зверху величини τM (HΩ
p )∞, 1 ≤ p < 2, використаємо

(13) зi значеннями m, M , {Mn}∞n=1, якi встановленi в попереднiх
випадках.

Нехай f ∈ HΩ
p i gn(z) = g(x, y) — функцiї, що визначенi за

формулою (15). Згiдно з лемою 1

τMn
(An(f ; ·)− gn(·))∞ �M−1

n 2nd log
(

1 +
2nd

Mn

)
×

×‖An(f ; ·)− gn(·)‖2, (18)
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i внаслiдок нерiвностi (16), з врахуванням (9),

‖An(f ; ·)− gn(·)‖2 �M−γ
n 2ndγ‖An(f, x, y)‖p �

�M−γ
n Ω(2−n)2ndγ , (19)

де γ = 1
p −

1
2 .

Iз порядкових нерiвностей (18) i (19) будемо мати

τ2Mn(An(f ; ·)) �M−1−γ
n Ω(2−n)2n(2dγ+d) · log

(
1 +

2nd

Mn

)
. (20)

Така ж оцiнка, очевидно, зберiгається i для τMn
(An(f ; ·))∞.

Враховуючи це, пiдставляючи праву частину (20) в (13) замiсть
τMn(An(f ; ·))∞, будемо мати

τM (f)∞ �
n0∑

n=m

M−1−γ
n Ω(2−n)2n(d+2dγ) log

(
1 +

2nd

Mn

)
+

+
∞∑

n=n0+1

Ω(2−n) �M− 1
2−

1
p 2−κm( 1

2+ 1
p )×

×
n0∑

n=m

Ω(2−n)2κn( 1
2+ 1

p )+nd+2ndγ log
(

1 +
2nd

Mn

)
+

+
∞∑

n=n0+1

Ω(2−n) �M− 1
2−

1
p 2−κm( 1

2+ 1
p )×

×
∞∑

n=m

Ω(2−n)
2−nα

2−n(α− 2d
p −κ( 1

2+ 1
p )) log

(
1 +

2nd

Mn

)
+

∞∑
n=n0+1

Ω(2−n). (21)

Пiдiбравши κ > 0 так, щоб виконувалась нерiвнiсть
α− 2d

p − κ( 1
2 + 1

p ) > 0, iз спiввiдношення (21) одержуємо

τM (f)∞ �M− 1
2−

1
p 2−κm( 1

2+ 1
p )Ω(2−m)2m( 2d

p +κ( 1
2+ 1

p ))+

+Ω(2−m) �M− 1
2−

1
p Ω(2−m)2

2md
p + Ω(2−m) �
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� Ω(M− 1
d )M

1
p−

1
2 . (22)

Iз спiввiдношення (22) отримаємо оцiнку

τM (BΩ
p,θ)q � Ω(M− 1

d )M
1
p−

1
2

при 1 ≤ p < 2 < q ≤ ∞, 1 ≤ θ ≤ ∞.
Отже, оцiнки зверху в теоремi доведено.
Для того, щоб записати оцiнки знизу, достатньо їх записати для

функцiй 2d змiнних g(x, y) вигляду g(x, y) = f(x − y), де f ∈ BΩ
p,θ.
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