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ЛIНIЙНI ПОПЕРЕЧНИКИ КЛАСIВ BΩ
p,θ ПЕРIОДИЧНИХ

ФУНКЦIЙ БАГАТЬОХ ЗМIННИХ

Одержано точнi за порядком оцiнки лiнiйних поперечни-
кiв класiв BΩ

p,θ в метрицi простору Lq для деяких значень
параметрiв p та q.

Нехай Rd — евклiдiв простiр з елементами x = (x1, ..., xd),
Lp(πd), 1 ≤ p < ∞, — простiр 2π-перiодичних на кубi

πd =
d∏

j=1
[−π;π] функцiй f(x) = f(x1, ..., xd) зi скiнченною нор-

мою, яка визначається рiвнiстю

||f ||Lp(πd) = ||f ||p =
(

(2π)−d
∫
πd

|f(x)|pdx
) 1

p
.

Всюди далi будемо вважати, що функцiї f(x) належать пiд-
простору

L0
p(πd) =

{
f : f ∈ Lp(πd),

∫ π

−π
f(x)dxj = 0 , j = 1, d

}
.

За допомогою рiвностi

∆l
hj

f(x) =
l∑

n=0

(−1)l−nCn
l f(x1, . . . , xj−1, xj + nhj , xj+1, . . . , xd)

означимо l-ту рiзницю функцiї f(x) з кроком hj за змiнною
xj .

Для f(x) = f(x1, . . . , xd) i h = (h1, . . . , hd) введемо мiшану
l-ту рiзницю
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∆l
hf(x) = ∆l

hd
. . .∆l

h1
f(x) = ∆l

hd
(. . . (∆l

h1
f(x))).

Означимо для f ∈ L0
p(πd) мiшаний модуль неперервностi

порядку l
Ωl(f, t)p = sup

|hj |≤tj ,j=1,d

||∆l
hf(·)||p .

Нехай Ω(t) = Ω(t1, . . . , td)— задана функцiя типу мiшаного
модуля неперервностi порядку l, яка задовольняє такi умови:

1) Ω(t) > 0, tj > 0, j = 1, d ; Ω(t) = 0 ,
d∏

j=1
tj = 0 ;

2) Ω(t) зростає по кожнiй змiннiй;

3) Ω(m1t1, . . . ,mdtd) ≤
( d∏

j=1
mj

)l
Ω(t) , mj ∈ N , j = 1, d ;

4) Ω(t) неперервна при tj ≥ 0 , j = 1, d .
Будемо вважати, що Ω(t) задовольняє умови (S) , (Sl) ,

якi називають умовами Барi–Стєчкiна [1]. Це означає наступне.
Функцiя однiєї змiнної ϕ(τ) задовольняє умову (S), якщо

ϕ(τ)/τα майже зростає при деякому α > 0, тобто iснує така не
залежна вiд τ1 i τ2 стала C1 > 0, що

ϕ(τ1)
τα
1

≤ C1
ϕ(τ2)
τα
2

, 0 < τ1 ≤ τ2 ≤ 1.

Функцiя ϕ(τ) задовольняє умову (Sl), якщо ϕ(τ)/τγ майже
спадає при деякому 0 < γ < l, тобто iснує така не залежна вiд
τ1 i τ2 стала C2 > 0, що

ϕ(τ1)
τγ
1

≥ C2
ϕ(τ2)
τγ
2

, 0 < τ1 ≤ τ2 ≤ 1.

Будемо говорити, що Ω(t) задовольняє умови (S) i (Sl), як-
що Ω(t) задовольняє цi умови по кожнiй змiннiй tj при фiксо-
ваних ti, i 6= j.
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Зазначимо , що функцiї , якi задовольняють сформульованi
вище умови 1) – 4), (S) та (Sl) , можуть мати вигляд

Ω(t) = tr1
1 · ... · trd

d ·
(

log
1
t1

)m1

· ... ·
(

log
1
td

)md

,

де 0 < rj < l , j = 1, d , a mj , j = 1, d, — фiксованi дiйснi
числа.

Означимо деякi порядковi спiввiдношення , якi будуть ви-
користовуватись далi.

Функцiї µ(n) i ν(n) називаємо функцiями однакового поряд-
ку i писати µ(n) � ν(n) , якщо iснує n0, таке, що для будь–якого
n > n0 виконується нерiвнiсть C3µ(n) ≤ ν(n) ≤ C4µ(n), де сталi
C3, C4 > 0 можуть залежати тiльки вiд параметрiв, якi вхо-
дять в означення класу, метрики, в якiй вимiрюється похиб-
ка наближення, та вiд розмiрностi d простору Rd. Якщо ж
µ(n) ≤ C5ν(n) або µ(n) ≥ C6ν(n), то позначимо µ(n) � ν(n) i
µ(n) � ν(n) вiдповiдно.

Нехай 1 < p < ∞ , 1 ≤ θ ≤ ∞ i Ω(t) — задана функцiя типу
мiшаного модуля неперервностi, що задовольняє умови 1) – 4),
(S) i (Sl). Тодi клас BΩ

p,θ означається в наступний спосiб:

BΩ
p,θ :=

{
f ∈ L0

p(πd) : ||f ||BΩ
p,θ
≤ 1

}
,

де

||f ||BΩ
p,θ

=
{ ∫

πd

(Ωl(f, t)p

Ω(t)

)θ
d∏

j=1

dtj
tj

} 1
θ

, 1 ≤ θ < ∞ , (1)

||f ||BΩ
p,∞

= sup
t>0

Ωl(f, t)p

Ω(t)
. (2)

У [2] встановлено iнше зображення норм (1), (2). Нехай
s = (s1, . . . , sd), sj ∈ N , k = (k1, . . . , kd), kj ∈ Z, j = 1, d.
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Позначимо

ρ(s) =
{

k : 2sj−1 ≤ |kj | < 2sj , j = 1, d
}

,

δs(f, x) =
∑

k∈ρ(s)

f̂(k)ei(k,x),

де

f̂(k) = (2π)−d

∫
πd

f(t)e−i(k,t)dt

— коефiцiєнти Фур’є функцiї f(x) , (k, x) = k1x1 + . . . + kdxd .
Тодi

||f ||BΩ
p,θ
�

{∑
s

||δs(f, ·)||θp Ω(2−s)−θ
} 1

θ
, 1 ≤ θ < ∞ , (3)

||f ||BΩ
p,∞

� sup
s

||δs(f, ·)||p
Ω(2−s)

, (4)

де Ω(2−s) = Ω(2−s1 , ..., 2−sd).
Зазначимо, що класи функцiй BΩ

p,θ були введенi в роботi [2].

У випадку Ω(t) =
d∏

j=1
t
rj

j норма класу BΩ
p,θ спiвпадає з означе-

ною в [3] нормою класу Br
p,θ . При θ = ∞ клас BΩ

p,θ спiвпадає
iз класом HΩ

p [4].
Зауважимо, що при Ω(t) = tr1

1 · ... · t
rd
d iз (3), (4) випливають

зображення

||f ||Br
p,θ
�

{∑
s

2(r,s)θ||δs(f, ·)||θp
} 1

θ
, 1 ≤ θ < ∞,

||f ||Br
p,∞ � sup

s
2(r,s)||δs(f, ·)||p ,

якi встановленi в [3].
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В данiй роботi встановимо точнi за порядком оцiнки лiнiй-
них поперечникiв класiв BΩ

p,θ в просторi Lq(πd) для деяких зна-
чень параметрiв p та q. Нагадаємо, що поняття лiнiйного попе-
речника ввiв В.М.Тихомиров [5]. Перейдемо до означення.

Нехай W — множина в банаховому просторi X. Тодi лiнiй-
ний поперечник множини W в просторi X (позначається
λM (W,X)) визначається за формулою

λM (W,X) = inf
A

sup
f∈W

||f −Af ||X , (5)

де нижня межа береться по всiх дiючих в X лiнiйних операто-
рах A, розмiрнiсть областi значень яких не перевищує M.

Зазначимо, що лiнiйний поперечник λM (W,X) пов’язаний
iз поперечником dM (W,X), введеним А.М.Колмогоровим [6],
нерiвнiстю

dM (W,X) ≤ λM (W,X). (6)

У зв’язку з цим цiкаво з’ясувати, в яких випадках (для кон-
кретних множин W i просторiв X) поперечники dM (W,X) i
λM (W,X) спiвпадають, а в яких випадках в (6) має мiсце стро-
га нерiвнiсть.

В даний час є велика кiлькiсть робiт, присвячених до-
слiдженню лiнiйних поперечникiв тих чи iнших класiв функ-
цiй однiєї та багатьох змiнних. Тут згадаємо лише робо-
ти Е.М.Галєєва [7 , 8], де дослiджуються величини (5) для
класiв функцiй багатьох змiнних W r

p i Hr
p , а також роботи

А.С.Романюка [9 , 10], в яких встановлено порядковi оцiнки
лiнiйних поперечникiв класiв функцiй багатьох змiнних Br

p,θ.
В названих роботах мiститься досить детальна бiблiографiя.

Наведемо тепер кiлька тверджень, якi будемо використову-
вати далi.
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Нехай lmp означає простiр Rm, в якому введена норма

||x||lmp =


( m∑

i=1
|xi|p

) 1
p
, 1 ≤ p < ∞,

max
1≤i≤m

|xi|, p = ∞,

i Bm
p — одинична куля в lmp .
Має мiсце така теорема.
Теорема А [11]. Нехай M < m , 1 ≤ p < 2 ≤ q < ∞,

1
p + 1

q ≥ 1 . Тодi

λM (Bm
p , lmq ) � max

{
m

1
q
− 1

p ,min
{

1,m
1
q M− 1

2

}√
1− M

m

}
.

Зауважимо, що у випадку p = 1, q > 2 вiдповiдний резуль-
тат випливає з твердження, встановленого Б.С.Кашиним [12].

Теорема Б (Лiттлвуда - Пелi, див., наприклад [13, с.65]).
Нехай p ∈ (1,∞). Тодi iснують додатнi числа C7, C8 такi, що
для кожної функцiї f(x) ∈ L0

p(πd) виконується спiввiдношення

C7||f ||p ≤
∥∥∥∥( ∑

s

|δs(f ; ·)|2
) 1

2

∥∥∥∥
p

≤ C8||f ||p .

Позначимо через T (ρ(s)), де s ∈ Nd , множину функцiй
вигляду

f(x) =
∑

k∈ρ(s)

cke
i(k,x).

Лема [7]. Нехай s ∈ Nd i f(·) ∈ T (ρ(s)), Ms ∈ Z+,
Ms ≤ 2(s,1). Якщо 1 < p , q < ∞, то iснує лiнiйний оператор
ΛMs : T (ρ(s)) → T (ρ(s)), розмiрнiсть областi значень якого не
перевищує Ms i такий, що

‖f(·)− ΛMsf(·)‖q � ΛMs(B
2(s,1)

p , l2
(s,1)

q )2(s,1)( 1
p
− 1

q
)‖f(·)‖p . (7)
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Перш нiж перейти до викладу основних результатiв, зазна-
чимо, що ми будемо розглядати класи BΩ

p,θ , якi визначаються
функцiєю типу мiшаного модуля неперервностi порядку l дея-
кого спецiального вигляду:

Ω(t) = ω
( d∏

j=1

tj

)
, (8)

де ω(τ) — задана функцiя однiєї змiнної типу модуля непере-
рвностi порядку l, яка задовольняє умови (S) i (Sl). Легко пе-
реконатися, що для Ω(t) вигляду (8) виконуються властивостi
1) – 4) функцiї типу мiшаного модуля неперервностi порядку
l, а також умови (S) i (Sl). Тому при такiй функцiї типу мi-
шаного модуля неперервностi Ω(t), за якою визначається клас
BΩ

p,θ, 1 < p < ∞ , 1 ≤ θ ≤ ∞, зберiгаються зображення (3), (4)
норм функцiй iз цього класу.

Теорема 1. Нехай 1 < p ≤ 2 ≤ q ≤ p′, 1 ≤ θ ≤ ∞,
Ω(t) = ω(t1 · ... · td), де ω(τ) задовольняє умову (S) з деяким
α > 1

p та умову (Sl). Тодi для будь-яких натуральних M та n,
якi задовольняють умову M � 2nnd−1, має мiсце спiввiдношен-
ня

λM (BΩ
p,θ, Lq) � ω(2−n)2n( 1

p
− 1

2
)
n(d−1)( 1

2
− 1

θ
)+ , (9)

де a+ = max{a, 0}, 1
p + 1

p′ = 1.
Доведення. Встановимо спочатку в (9) оцiнку зверху. Нехай

f(x) — довiльна функцiя iз класу BΩ
p,θ i задано достатньо велике

число M . Пiдберемо n iз спiввiдношення M � 2nnd−1 i кожному
вектору s поставимо у вiдповiднiсть числа

Ms =

{
2(s,1), (s, 1) ≤ n,[

2n+ν(n−(s,1))
]
, (s, 1) > n,

(10)

де ν > 0 — деяке число, яке ми пiдберемо пiзнiше, [a] — цiла
частина числа a.
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Оцiнимо
∑
s

Ms. Для цього скористаємось тим, що

∑
(s,1)≤n

2(s,1) =
n∑

j=d

∑
(s,1)=j

2(s,1) =
n∑

j=d

2j
∑

(s,1)=j

1 �

�
n∑

j=d

2jjd−1 � 2nnd−1, (11)

∑
(s,1)>n

2−ν(s,1) =
∞∑

j=n+1

∑
(s,1)=j

2−ν(s,1) =
∞∑

j=n+1

2−νj
∑

(s,1)=j

1 �

�
∞∑

j=n+1

2−νjjd−1 � 2−νnnd−1, (12)

при ν > 0.
Iз врахуванням (11) i (12) будемо мати∑
s

Ms ≤
∑

(s,1)≤n

2(s,1) +
∑

(s,1)>n

2n+ν(n−(s,1)) � 2nnd−1 � M.

Для функцiї f(x) ∈ BΩ
p,θ розглянемо лiнiйний оператор,

який дiє за формулою

ΛMf(x) =
∑

s

ΛMsδs(f, x),

де оператори ΛMs побудованi у вiдповiдностi до леми,
тобто вони задовольняють спiввiдношення (7). Оцiнимо
‖f(x)− ΛMf(x)‖q.

Використовуючи послiдовно теорему Лiттлвуда—Пелi,
нерiвнiсть Мiнковського i спiввiдношення (7), отримаємо

‖f(x)− ΛMf(x)‖q �
∥∥∥∥( ∑

(s,1)>n

|δs(f, x)− ΛMsδs(f, x)|2
) 1

2

∥∥∥∥
q

=
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=
∥∥∥∥ ∑

(s,1)>n

|δs(f, x)− ΛMsδs(f, x)|2
∥∥∥∥ 1

2

q
2

≤

≤
( ∑

(s,1)>n

∥∥∥|δs(f, x)− ΛMsδs(f, x)|2
∥∥∥

q
2

) 1
2 =

=
( ∑

(s,1)>n

‖δs(f, x)− ΛMsδs(f, x)‖2q
) 1

2 �

�
( ∑

(s,1)>n

Λ2
Ms

(B2(s,1)

p , l2
(s,1)

q )22(s,1)( 1
p
− 1

q
)‖δs(f, x)‖2p

) 1
2 = I1. (13)

Згiдно з теоремою А

ΛMs(B
2(s,1)

p , l2
(s,1)

q ) � 2(s,1) 1
q M

− 1
2

s , (14)

тому з (13) i (14) матимемо

I1 �
( ∑

(s,1)>n

2(s,1) 2
q M−1

s 22(s,1)( 1
p
− 1

q
)‖δs(f, x)‖2p

) 1
2 =

=
( ∑

(s,1)>n

2(s,1) 2
p M−1

s ‖δs(f, x)‖2p
) 1

2
. (15)

Пiдставляючи в (15) замiсть Ms вiдповiднi значення iз (10),
одержимо

I1 �
( ∑

(s,1)>n

2(s,1) 2
p 2−n−ν(n−(s,1))‖δs(f, x)‖2p

) 1
2 =

= 2−
n
2
− νn

2

( ∑
(s,1)>n

2(s,1)( 2
p
+ν)‖δs(f, x)‖2p

) 1
2 =
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= 2−
n
2
− νn

2 I2.

Оскiльки Ω(t) = ω(t1 · ... · td) задовольняє умову (S) при
α > 1

p , то
ω(2−(s,1))
2−α(s,1)

� ω(2−n)
2−αn

, (16)

при (s, 1) ≥ n.
Враховуючи (16), оцiнимо I2.

I2 =
( ∑

(s,1)>n

2(s,1)( 2
p
+ν)

ω2(2−(s,1))ω−2(2−(s,1))‖δs(f, x)‖2p
) 1

2 =

=
( ∑

(s,1)>n

2(s,1)( 2
p
+ν−2α) ω

2(2−(s,1))
2−2α(s,1)

ω−2(2−(s,1))‖δs(f, x)‖2p
) 1

2 �

�
( ∑

(s,1)>n

2(s,1)( 2
p
+ν−2α) ω

2(2−n)
2−2αn

ω−2(2−(s,1))‖δs(f, x)‖2p
) 1

2 =

= 2αnω(2−n)
( ∑

(s,1)>n

22(s,1)( 1
p
+ ν

2
−α)

ω−2(2−(s,1))‖δs(f, x)‖2p
) 1

2
.

Отже ,
2−

n
2
− νn

2 I2 � 2−
n
2
− νn

2
+αnω(2−n)×

×
( ∑

(s,1)>n

22(s,1)( 1
p
+ ν

2
−α)

ω−2(2−(s,1))‖δs(f, x)‖2p
) 1

2 = I3.

Пiдберемо ν з умови

1
p

+
ν

2
− α < 0. (17)

Тепер, щоб оцiнити I3, розглянемо кiлька випадкiв.
а) Нехай 2 < θ < ∞.
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Застосуємо до I3 нерiвнiсть Гельдера з показником θ
2 i ви-

користаємо спiввiдношення (12)

I3 ≤ 2−
n
2
− νn

2
+αnω(2−n)

( ∑
(s,1)>n

ω−θ(2−(s,1))‖δs(f, x)‖θ
p

) 1
θ×

×
( ∑

(s,1)>n

2(s,1)( 1
p
+ ν

2
−α) 2θ

θ−2

) θ−2
2θ �

� 2−
n
2
− νn

2
+αnω(2−n)‖f‖BΩ

p,θ

( ∑
(s,1)>n

2(s,1)( 1
p
+ ν

2
−α) 2θ

θ−2

) θ−2
2θ �

� 2−
n
2
− νn

2
+αnω(2−n)2n( 1

p
+ ν

2
−α)

n(d−1) θ−2
2θ =

= ω(2−n)2n( 1
p
− 1

2
)
n(d−1)( 1

2
− 1

θ
).

б) 1 ≤ θ ≤ 2.
Скориставшись нерiвнiстю [14]( ∑

k

am1
k

) 1
m1 ≤

( ∑
k

am2
k

) 1
m2 , ak ≥ 0 , 1 ≤ m2 ≤ m1 < ∞,

отримаємо

I3 ≤ 2−
n
2
− νn

2
+αnω(2−n)2n( 1

p
+ ν

2
−α)×

×
( ∑

(s,1)>n

ω−2(2−(s,1))‖δs(f, x)‖2p
) 1

2 ≤

≤ ω(2−n)2n( 1
p
− 1

2
)
( ∑

(s,1)>n

ω−θ(2−(s,1))‖δs(f, x)‖θ
p

) 1
θ ≤

≤ ω(2−n)2n( 1
p
− 1

2
)‖f‖BΩ

p,θ
≤ ω(2−n)2n( 1

p
− 1

2
)
.
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в) θ = ∞.
Використаємо нерiвнiсть (17) i спiввiдношення (12)

I3 ≤ 2−
n
2
− νn

2
+αnω(2−n) sup

s

‖δs(f, x)‖p

ω(2−(s,1))

( ∑
(s,1)>n

22(s,1)( 1
p
+ ν

2
−α)

) 1
2 ≤

≤ 2−
n
2
− νn

2
+αnω(2−n)‖f‖BΩ

p,∞

( ∑
(s,1)>n

22(s,1)( 1
p
+ ν

2
−α)

) 1
2 �

� 2−
n
2
− νn

2
+αnω(2−n)2n( 1

p
+ ν

2
−α)

n
d−1
2 =

= ω(2−n)2n( 1
p
− 1

2
)
n

d−1
2 .

Таким чином, з проведених мiркувань випливає оцiнка
зверху в спiввiдношеннi (9).

Оцiнку знизу в (9) отримуємо iз вiдповiдної оцiнки колмо-
горовського поперечника dM (BΩ

p,θ, Lq) на основi нерiвностi (6).
Теорема доведена.

Зауваження 1. Якщо Ω(t) = Πd
j=1t

r1
j , 1 < p ≤ 2 ≤ q ≤ p′ ,

1 ≤ θ ≤ ∞ i α = r1 > 1
p , то виконується спiввiдношення

λM (BΩ
p,θ, Lq) �

(
M−1 logd−1 M

)r1− 1
p
+ 1

2
(

logd−1 M
)( 1

2
− 1

θ
)+

,

яке встановлене А.С. Романюком [9].
Зауваження 2. При виконаннi умов теореми 1 для θ = ∞

має мiсце порядкова рiвнiсть

λM (HΩ
p , Lq) � ω(2−n)2n( 1

p
− 1

2
)
n

d−1
2 ,

де M � 2nnd−1.
Сформулюємо також ще одну теорему, результат якої є на-

слiдком вiдомих оцiнок деяких апроксимативних характери-
стик.
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Теорема 2. Нехай 1 < p ≤ q ≤ 2 , 1 ≤ θ ≤ ∞,
Ω(t) = ω(t1 · ... · td), де ω(τ) задовольняє умову (S) з деяким
α > 1

p −
1
q i умову (Sl). Тодi для будь-яких натуральних M та

n, якi задовольняють умову M � 2nnd−1, має мiсце спiввiдно-
шення

λM (BΩ
p,θ, Lq) � ω(2−n)2n( 1

p
− 1

q
)
n

(d−1)( 1
q
− 1

θ
)+ . (18)

Доведення. Оцiнка зверху у (18) випливає iз вiдповiдної
оцiнки наближення класу BΩ

p,θ схiдчасто-гiперболiчними сума-
ми Фур’є, а знизу— iз оцiнок колмогоровських поперечникiв
[2].

Зауваження 3. При θ = ∞ iз теореми 2 випливає оцiнка

λM (HΩ
p , Lq) � ω(2−n)2n( 1

p
− 1

q
)
n

d−1
q ,

де M � 2nnd−1.
На завершення зазначимо, що при виконаннi умов теорем

1 i 2 має мiсце порядкова рiвнiсть

dM (BΩ
p,θ, Lq) � λM (BΩ

p,θ, Lq) .
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