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I. Позначення i допомiжнi твердження.

Нехай Rd— евклiдiв простiр з елементами x = (x1, ..., xd) i

πd =
d∏

j=1
[−π; π]. Позначимо через Lp(πd), 1 ≤ p ≤ ∞, — простiр

2π-перiодичних по кожнiй змiннiй функцiй f(x) = f(x1, ..., xd) зi

скiнченною нормою, яка визначається наступним чином

||f ||Lp(πd) = ||f ||p =
(

(2π)−d

∫
πd

|f(x)|pdx
) 1

p

, 1 ≤ p < ∞,

i

‖f‖L∞(πd) = ||f ||∞ = ess sup |f(x)|.

Всюди далi будемо вважати, що для функцiiй f(x) ∈ Lp(πd) вико-

нується додаткова умова∫ π

−π

f(x)dxj = 0 , j = 1, d.

Для f ∈ Lp(πd) через

S[f ] =
∑

k

f̂(k)ei(k,x)

позначимо її ряд Фур’є, де f̂(k) = (2π)−d
∫
πd

f(t)e−i(k,t)dt — коефiцiєнти

Фур’є, k = (k1, . . . , kd), kj ∈ Z , j = 1, d, i (k, x) = k1x1 + . . . + kdxd.

Кожному вектору s ∈ Nd поставимо у вiдповiднiсть множину

ρ(s) =
{

k : 2sj−1 ≤ |kj| < 2sj , j = 1, d
}

i для f(x) позначимо

δs(f, x) =
∑

k∈ρ(s)

f̂(k)ei(k,x).

Тодi ряд Фур’є функцiї f можна записати у виглядi

S[f ] =
∑

s

δs(f, x).
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За допомогою рiвностi

∆l
hj

f(x) =
l∑

n=0

(−1)l−nCn
l f(x1, . . . , xj−1, xj + nhj, xj+1, . . . , xd)

означимо l-ту рiзницю функцiї f(x) з кроком hj за змiнною xj.

Для f(x) = f(x1, . . . , xd) i h = (h1, . . . , hd) введемо мiшану l-ту

рiзницю

∆l
hf(x) = ∆l

hd
. . . ∆l

h1
f(x) = ∆l

hd
(. . . (∆l

h1
f(x))).

Означимо для f ∈ Lp(πd) мiшаний модуль неперервностi порядку l

Ωl(f, t)p = sup
|hj |≤tj ,j=1,d

||∆l
hf(·)||p .

Нехай Ω(t) = Ω(t1, . . . , td)— задана функцiя типу мiшаного модуля

неперервностi порядку l, яка задовольняє наступнi умови:

1) Ω(t) > 0, tj > 0, j = 1, d ; Ω(t) = 0 ,
d∏

j=1
tj = 0 ;

2) Ω(t) зростає по кожнiй змiннiй;

3) Ω(m1t1, . . . ,mdtd) ≤ (
d∏

j=1
mj)

l
Ω(t) , mj ∈ N , j = 1, d ;

4) Ω(t) неперервна при tj ≥ 0 , j = 1, d .

Будемо вважати, що Ω(t) задовольняє умови (S), (Sl), якi називають

умовами Барi–Стєчкiна [1]. Це означає наступне.

Функцiя однiєї змiнної ϕ(τ) ≥ 0 задовольняє умову (S), якщо ϕ(τ)/τα

майже зростає при деякому α > 0, тобто iснує така не залежна вiд τ1 i

τ2 стала C1 > 0, що
ϕ(τ1)

τα
1

≤ C1
ϕ(τ2)

τα
2

, 0 < τ1 ≤ τ2 ≤ 1.

Функцiя ϕ(τ) ≥ 0 задовольняє умову (Sl), якщо ϕ(τ)/τ γ майже спа-

дає при деякому 0 < γ < l, тобто iснує така не залежна вiд τ1 i τ2 стала

C2 > 0, що
ϕ(τ1)

τ γ
1

≥ C2
ϕ(τ2)

τ γ
2

, 0 < τ1 ≤ τ2 ≤ 1.
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Будемо говорити, що Ω(t) задовольняє умови (S) i (Sl), якщо Ω(t)

задовольняє цi умови по кожнiй змiннiй tj при фiксованих ti, i 6= j .

Зазначимо, що функцiї, якi задовольняють сформульованi вище умови

1) – 4), (S) та (Sl), можуть мати вигляд

Ω(t) = tr1
1 · ... · t

rd

d ·
(

log
1

t1

)m1

· ... ·
(

log
1

td

)md

,

де 0 < rj < l , j = 1, d , a mj , j = 1, d,– фiксованi дiйснi числа.

Означимо деякi порядковi спiввiдношення, якi будуть використовува-

тись далi.

Функцiї µ(n) i ν(n) будемо називати функцiями однакового порядку i

писати µ(n) � ν(n), якщо iснує n0, таке, що для будь– якого n > n0 вико-

нується нерiвнiсть C3µ(n) ≤ ν(n) ≤ C4µ(n), де сталi C3, C4 > 0 можуть

залежати тiльки вiд параметрiв, що входять в означення класу, метрики,

в якiй вимiрюється похибка наближення, та розмiрностi d простору Rd.

Якщо ж µ(n) ≤ C5ν(n) або µ(n) ≥ C6ν(n), то позначимо µ(n) � ν(n) i

µ(n) � ν(n) вiдповiдно.

В подальшому в формулюваннi отриманих результатiв буде присутнє

порядкове спiввiдношення M � 2nnd−1, M, n ∈ N, яке розумiється таким

чином, що iснують сталi 0 < C7 < C8 такi, що виконуються нерiвностi

C72
nnd−1 ≤ M ≤ C82

nnd−1.

Для 1 ≤ p ≤ ∞ , 1 ≤ θ ≤ ∞ i заданої функцiї типу мiшаного модуля

неперервностi Ω(t), яка задовольняє умови 1) – 4), (S) i (Sl), клас BΩ
p,θ

визначається наступним чином:

BΩ
p,θ :=

{
f ∈ Lp(πd) : ||f ||BΩ

p,θ
≤ 1

}
,

||f ||BΩ
p,θ

=
{∫

πd

(Ωl(f, t)p

Ω(t)

)θ d∏
j=1

dtj
tj

} 1
θ

, 1 ≤ θ < ∞ ,
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||f ||BΩ
p,∞

= sup
t>0

Ωl(f, t)p

Ω(t)
.

В [2] для 1 < p < ∞ доведено, що

||f ||BΩ
p,θ
�

{∑
s

||δs(f, ·)||θp Ω(2−s)−θ
} 1

θ

, 1 ≤ θ < ∞ , (1)

||f ||BΩ
p,∞
� sup

s

||δs(f, ·)||p
Ω(2−s)

, (2)

де Ω(2−s) = Ω(2−s1, ..., 2−sd), sj ∈ N, j = 1, d.

Зазначимо, що класи функцiй BΩ
p,θ були введенi в роботi [2]. У випадку

Ω(t) =
∏d

j=1 t
rj

j з (1), (2) випливають зображення

||f ||Br
p,θ
�

{∑
s

2(r,s)θ||δs(f, ·)||θp
} 1

θ

, 1 ≤ θ < ∞,

||f ||Br
p,∞ � sup

s
2(r,s)||δs(f, ·)||p ,

якi були встановленi в [3]. При θ = ∞ клас BΩ
p,θ спiвпадає iз введеним в

[4] класом HΩ
p .

B данiй роботi будемо розглядати класи BΩ
p,θ, якi визначаються функ-

цiєю типу мiшаного модуля неперервностi порядку l деякого спецiально-

го вигляду:

Ω(t) = ω
( d∏

j=1

tj

)
, (3)

де ω(τ)— задана функцiя (однiєї змiнної) типу модуля неперервностi по-

рядку l, яка задовольняє умови (S) i (Sl). Легко переконатися, що для

Ω(t) вигляду (3) виконуються властивостi 1) – 4) функцiї типу мiшаного

модуля неперервностi порядку l, а також умови (S) i (Sl). Тому при такiй

функцiї типу мiшаного модуля неперервностi Ω(t), за якою визначається

клас BΩ
p,θ, 1 < p < ∞ , 1 ≤ θ ≤ ∞, зберiгаються зображення (1), (2) для

норм функцiй цього класу.



6

Метою роботи є встановлення точних за порядком оцiнок лiнiйних

поперечникiв класiв BΩ
p,θ в просторi Lq(πd) для деяких значень парамет-

рiв p та q. Зазначимо, що поняття лiнiйного поперечника було введено

В.М.Тихомировим [5]. Сформулюємо тепер це означення.

Нехай W— множина в банаховому просторi X. Тодi лiнiйний попереч-

ник множини W в просторi X (позначається λM(W, X)) визначається за

формулою

λM(W, X) = inf
A

sup
f∈W

||f − Af ||X , (4)

де нижня межа береться по всiх дiючих в X лiнiйних операторах A,

розмiрнiсть областi значень яких не перевищує M.

Колмогоровським поперечником центрально-симетричної множини

W в просторi X (позначається dM(W, X)) називається величина

dM(W, X) = inf
LM

sup
f∈W

inf
h∈LM

||f − h||X ,

де LM пiдпростiр в X, розмiрнiсть якого не перевищує M.

Нагадаємо, що лiнiйний поперечник λM(W, X) пов’язаний iз попереч-

ником Колмогорова dM(W, X) нерiвнiстю

dM(W, X) ≤ λM(W, X). (5)

У зв’язку з цим цiкаво з’ясувати, в яких випадках (для конкретних

множин W i просторiв X) поперечники dM(W, X) i λM(W, X) рiвнi за

порядком, а в яких випадках має мiсце порядкова нерiвнiсть

dM(W, X) � λM(W, X).

На даний час є велика кiлькiсть робiт, в яких дослiджувались лiнiйнi

поперечники тих чи iнших класiв функцiй, або скiнченновимiрних мно-

жин [6,7]. Тут згадаємо лише роботи [8–10], в яких вивчались величини
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(4) для класiв функцiй багатьох змiнних W r
p , Hr

p i Br
p,θ, а також добре

вiдомi книги [11–13], в яких мiститься досить детальна бiблiографiя.

При викладi результатiв нам будуть необхiднi деякi вiдомi тверджен-

ня.

Нехай lmp означає простiр Rm, в якому введена норма

||x||lmp =

{
(

m∑
i=1
|xi|p)

1
p , 1 ≤ p < ∞,

max
1≤i≤m

|xi|, p = ∞,

i Bm
p — одинична куля в lmp .

Має мiсце наступна теорема.

Теорема А [6]. Нехай M < m , 1 ≤ p < 2 ≤ q < ∞, 1
p + 1

q ≥ 1 . Тодi

λM(Bm
p , lmq ) � max

{
m

1
q−

1
p , min{1, m

1
q M− 1

2}
√

1− M

m

}
.

Зауважимо, що у випадку p = 1 , q > 2 вiдповiдний результат випли-

ває з твердження, встановленого Б.С.Кашиним [7].

Нехай s ∈ Nd i T (ρ(s)) означає множину функцiй виду

f(x) =
∑

k∈ρ(s)

cke
i(k,x).

Теорема Б [14]. Мiж простором тригонометричних полiномiв

T (ρ(s)) i простором R2(s,1) iснує iзоморфiзм, який ставить у вiдповiд-

нiсть функцiї f(·) вектор δsf
j = {fn(τj)} ∈ R2(s,1)

,

fn(t) =
∑

sgnkl=sgnnl

cke
i(k,t), l = 1, d, n = (±1, . . . ,±1) ∈ Rd,

τj = (π22−s1j1, . . . , π22−sdjd), ji = 1, 2, . . . , 2si−1, i = 1, d, i при цьому

мають мiсце спiввiдношення

‖δs(f, x)‖p �
(
2−(s,1)

2(s,1)∑
j=1

|δsf
j|p

) 1
p

, p ∈ (1,∞).

Для функцiй однiєї змiнної вiдповiдна теорема наведена в [15,

т.2, с.46].
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Теорема В (Лiттлвуда - Пелi, див., наприклад, [16, с.65]). Нехай

p ∈ (1,∞). Тодi iснують додатнi числа C9, C10 такi, що для кожної

функцiї f(x) ∈ Lp(πd) виконується спiввiдношення

C9||f ||p ≤
∥∥∥( ∑

s

|δs(f, ·)|2
) 1

2
∥∥∥

p
≤ C10||f ||p .

Теорема В є узагальненням на багатовимiрний випадок вiдомої теоре-

ми Лiттлвуда - Пелi (див. [15, т.2, гл.15 ]).

Лема 1 [8]. Нехай s ∈ Nd i f(·) ∈ T (ρ(s)), Ms ∈ Z+, Ms ≤ 2(s,1). Як-

що 1 < p, q < ∞, то iснує лiнiйний оператор ΛMs
: T (ρ(s)) → T (ρ(s)),

розмiрнiсть областi значень якого не перевищує Ms такий, що

‖f(·)− ΛMs
f(·)‖q � ΛMs

(B2(s,1)

p , l2
(s,1)

q )2(s,1)( 1
p−

1
q )‖f(·)‖p . (6)

Лема 2 [17, с.25]. Нехай 1 ≤ p < q < ∞ i f ∈ Lp(πd). Тодi має мiсце

спiввiдношення

‖f‖q
q �

∑
s

(
‖δs(f, ·)‖p 2( 1

p−
1
q )
)q

. (7)

Лема 3 [6]. Нехай M < n. Тодi при 1 ≤ p < 2 ≤ q < ∞ виконується

dM(Bn
p , lnq ) � max

{
n

1
q−

1
p , min

{
1, n

1
q M− 1

2

}√
1− M

n

}
. (8)

Лема 4 ( див., наприклад, [17, с.16]). Нехай Tn1,...,nd
– триго-

нометричний полiном степеня nj за змiнною xj, j = 1, d. Тодi при

1 ≤ q < p ≤ ∞ має мiсце нерiвнiсть

||Tn1,...,nd
||p ≤ 2d

( d∏
j=1

nj

) 1
q−

1
p ||Tn1,...,nd

||q . (9)

Спiввiдношення (9) вiдоме пiд назвою "нерiвнiсть Нiкольського рiзних

метрик".



9

II. Основнi результати.

Теорема 1. Нехай 1 < p ≤ 2, p′ < q < ∞, 2 ≤ θ ≤ q i

Ω(t) = ω(t1 · ... · td), де ω(τ) задовольняє умову (S) з деяким α > 1− 1
q

та умову (Sl). Тодi для будь-яких натуральних M та n таких, що

M � 2nnd−1, має мiсце спiввiдношення

λM(BΩ
p,θ, Lq) � ω(2−n)2n( 1

2−
1
q ), (10)

де 1
p + 1

p′ = 1.

Доведення. Встановимо спочатку в (10) оцiнку зверху. Нехай f(x)—

довiльна функцiя iз класу BΩ
p,θ i задано достатньо велике число M . Пiд-

беремо n iз спiввiдношення M � 2nnd−1 i кожному вектору s ∈ Nd по-

ставимо у вiдповiднiсть числа

Ms =

{
2(s,1), (s, 1) ≤ n,

[2n+ν(n−(s,1))], (s, 1) > n,
(11)

де ν > 0— деяке число, яке ми пiдберемо пiзнiше, [a]— цiла частина числа

a. Оцiнимо
∑
s

Ms. Для цього скористаємось тим, що

∑
(s,1)≤n

2(s,1) =
n∑

j=d

∑
(s,1)=j

2(s,1) =
n∑

j=d

2j
∑

(s,1)=j

1 �

�
n∑

j=d

2jjd−1 � 2nnd−1 (12)

i ∑
(s,1)>n

2−ν(s,1) =
∞∑

j=n+1

∑
(s,1)=j

2−ν(s,1) =
∞∑

j=n+1

2−νj
∑

(s,1)=j

1 �

�
∞∑

j=n+1

2−νjjd−1 � 2−νnnd−1, (13)

при ν > 0.
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Враховуючи (12) i (13), будемо мати∑
s

Ms ≤
∑

(s,1)≤n

2(s,1) +
∑

(s,1)>n

2n+ν(n−(s,1)) � 2nnd−1 � M.

Розглянемо лiнiйний оператор, який дiє на функцiю f(x) за форму-

лою

ΛMf(x) =
∑

s

ΛMs
δs(f, x),

де оператори ΛMs
побудованi згiдно з лемою 1, тобто вони задовольняють

спiввiдношення (6). Оцiнимо ‖f(x)−ΛMf(x)‖q. Використаємо для цього

лему 2.

Оскiльки за умовою теореми 2 ≤ p′ < q < ∞, то виконавши у формулi

(7) замiну iндекса p на p′ матимемо

‖f‖q
q �

∑
s

(
‖δs(f, ·)‖p′2

( 1
p′−

1
q )
)q

.

Взявши до уваги все вище сказане, можемо записати

‖f(x)− ΛMf(x)‖q �
∥∥∥ ∑

(s,1)>n

(δs(f, x)− ΛMs
δs(f, x))

∥∥∥
q
�

�
( ∑

(s,1)>n

(2(s,1)( 1
p′−

1
q )‖δs(f, x)− ΛMs

δs(f, x)‖p′)
q
) 1

q

. (14)

Далi, використовуючи спiввiдношення (6), iз (14) отримаємо

‖f(x)− ΛMf(x)‖q �

�
( ∑

(s,1)>n

(2(s,1)( 1
p′−

1
q )ΛMs

(B2(s,1)

p , l2
(s,1)

p′ )2(s,1)( 1
p−

1
p′ )‖δs(f, x)‖p)

q
) 1

q

=

=
( ∑

(s,1)>n

(2(s,1)( 1
p−

1
q )ΛMs

(B2(s,1)

p , l2
(s,1)

p′ )‖δs(f, x)‖p)
q
) 1

q

, (15)

i враховуючи те, що згiдно з теоремою А

ΛMs
(B2(s,1)

p , l2
(s,1)

p′ ) � 2(s,1) 1
p′M

− 1
2

s ,
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iз (15) маємо

‖f(x)− ΛMf(x)‖q �
( ∑

(s,1)>n

(2(s,1)( 1
p−

1
q )2(s,1) 1

p′M
− 1

2
s ‖δs(f, x)‖p)

q
) 1

q

=

=
( ∑

(s,1)>n

(2(s,1)(1− 1
q )M

− 1
2

s ‖δs(f, x)‖p)
q
) 1

q

. (16)

Пiдставляючи тепер в (16) замiсть Ms вiдповiднi значення iз (11), про-

довжимо оцiнку

‖f(x)− ΛMf(x)‖q �
( ∑

(s,1)>n

(2(s,1)(1− 1
q )2−

n
2−

ν
2 (n−(s,1))‖δs(f, x)‖p)

q
) 1

q

=

= 2−
n
2−

νn
2

( ∑
(s,1)>n

(2(s,1)(1− 1
q +ν

2 )‖δs(f, x)‖p)
q
) 1

q

=

=2−
n
2−

νn
2

( ∑
(s,1)>n

(2(s,1)(1− 1
q +ν

2 )ω(2−(s,1))

2−α(s,1) 2−α(s,1)ω−1(2−(s,1))‖δs(f, x)‖p)
q
) 1

q

=I.

Оскiльки Ω(t) = ω(t1 · . . . · td) задовольняє умову (S) iз α > 1− 1
q , то

ω(2−(s,1))

2−α(s,1) � ω(2−n)

2−αn
, (17)

при (s, 1) ≥ n.

Пiдберемо ν з умови

1− 1

q
+

ν

2
− α < 0. (18)

Тодi, внаслiдок (17) i (18), одержуємо

I � 2−
n
2−

νn
2

( ∑
(s,1)>n

(2(s,1)(1− 1
q +ν

2−α)ω(2−n)

2−αn
ω−1(2−(s,1))‖δs(f, x)‖p)

q
) 1

q

=

= 2−
n
2−

νn
2 +αnω(2−n)

( ∑
(s,1)>n

(2(s,1)(1− 1
q +ν

2−α)ω−1(2−(s,1))‖δs(f, x)‖p)
q
) 1

q

�
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� 2−
n
2−

νn
2 +αnω(2−n)2n(1− 1

q +ν
2−α)

( ∑
(s,1)>n

ω−q(2−(s,1))‖δs(f, x)‖q
p

) 1
q

=

= 2n( 1
2−

1
q )ω(2−n)

( ∑
(s,1)>n

ω−q(2−(s,1))‖δs(f, x)‖q
p

) 1
q

.

Так як 2 ≤ θ ≤ q, то використовуючи нерiвнiсть [18]( ∑
k

am1

k

) 1
m1 ≤

( ∑
k

am2

k

) 1
m2

, ak ≥ 0 , 1 ≤ m2 ≤ m1 < ∞, (19)

матимемо

I � 2n( 1
2−

1
q )ω(2−n)

( ∑
(s,1)>n

ω−θ(2−(s,1))‖δs(f, x)‖θ
p

) 1
θ

�

� 2n( 1
2−

1
q )ω(2−n)‖f‖BΩ

p,θ
≤ ω(2−n)2n( 1

2−
1
q ).

Таким чином, згiдно з означенням лiнiйного поперечника, ми отрима-

ли в (10) оцiнку зверху.

Перейдемо до встановлення вiдповiдної оцiнки знизу.

Оскiльки 1 < p ≤ 2, то BΩ
p,θ ⊃ BΩ

2,θ i при θ ≥ 2 виконується BΩ
2,θ ⊃ BΩ

2,2.

Тому для того, щоб отримати оцiнку знизу поперечника λM(BΩ
p,θ, Lq),

достатньо оцiнити знизу поперечник λM(BΩ
2,2, Lq).

Задамо M i виберемо число l iз умови M � 2lld−1, 2lld−1 ≥ 2M . Покла-

демо S = {s : (s, 1) = l}, |S|- кiлькiсть елементiв множини S, i позначимо

Tl множину тригонометричних полiномiв з номерами гармонiк iз
⋃
s∈S

ρ(s).

Тодi за означенням лiнiйного поперечника

λM(BΩ
2,2, Lq) ≥ λM(BΩ

2,2 ∩ Tl, Lq) . (20)

Якщо Pl— оператор ортогонального проектування на Tl, то для f ∈ Lq

i t ∈ Tl виконується спiввiдношення

‖f − t‖q � ‖Plf − t‖q . (21)
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Тому з (20) i (21) отримуємо

λM(BΩ
2,2, Lq) ≥ λM(BΩ

2,2 ∩ Tl, Lq ∩ Tl) . (22)

Нехай тепер f ∈ L2 ∩ Tl. Згiдно з теоремою Б будемо мати

‖f‖BΩ
2,θ
�

( ∑
(s,1)=l

‖δs(f, x)‖2
2ω

−2(2−(s,1))
) 1

2

=

= ω−1(2−l)
( ∑

(s,1)=l

‖δs(f, x)‖2
2

) 1
2

�

� ω−1(2−l)
( ∑

(s,1)=l

2−(s,1)
2(s,1)∑
j=1

|δsf
j|2

) 1
2

�

� ω−1(2−l)2−
l
2

( ∑
(s,1)=l

2(s,1)∑
j=1

|δsf
j|2

) 1
2

. (23)

Iз (23) робимо висновок, що, якщо f ∈ L2 ∩ Tl i( ∑
(s,1)=l

2(s,1)∑
j=1

|δsf
j|2

) 1
2

≤ ω(2−l)2
l
2 , (24)

то C11f ∈ BΩ
2,2 ∩ Tl , C11 > 0.

Iншими словами, довiльнiй кулi C11ω(2−l)2
l
2B

2l|S|
2 радiуса C11ω(2−l)2

l
2

з простору l
2l|S|
2 ставиться у вiдповiднiсть одинична куля iз BΩ

2,2∩Tl. Крiм

того, якщо g ∈ Lq ∩ Tl , q ≥ 2, то внаслiдок теореми Лiттлвуда-Пелi,

нерiвностi (19) i теореми Б одержимо

‖g‖q �
∥∥∥( ∑

s∈S

|δs(g, x)|2
) 1

2
∥∥∥

q
=

∥∥∥( ∑
(s,1)=l

|δs(g, x)|2
) q

2
∥∥∥1

q

1
≥

≥
∥∥∥ ∑

(s,1)=l

|δs(g, x)|q
∥∥∥1

q

1
=

( ∑
(s,1)=l

‖δs(g, x)‖q
q

) 1
q

�

�
( ∑

(s,1)=l

2−(s,1)
2(s,1)∑
j=1

|δsf
j|q

) 1
q

� 2−
l
q

( ∑
(s,1)=l

2(s,1)∑
j=1

|δsf
j|q

) 1
q

. (25)
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Таким чином, iз (22)– (25) отримуємо оцiнку

λM(BΩ
2,2, Lq) � ω(2−l)2l( 1

2−
1
q )λM(B

2l|S|
2 , l2

l|S|
q ) .

Далi, взявши до уваги вiдоме спiввiдношення [13]

λM(B
2l|S|
2 , l2

l|S|
q ) = λM(B

2l|S|
q′ , l

2l|S|
2 ) ,

1

q
+

1

q′
= 1,

а потiм нерiвнiсть (5), матимемо

λM(BΩ
2,2, Lq) � ω(2−l)2l( 1

2−
1
q )dM(B

2l|S|
q′ , l

2l|S|
2 ) . (26)

Скориставшись тепер спiввiдношенням (8), одержимо

dM(B
2l|S|
q′ , l

2l|S|
2 )�min

{
1, (2lld−1)

1
2 (C122

lld−1)−
1
2

}√
1− M

2lld−1≥C13>0.

(27)

Iз (26) i (27) отримуємо шукану оцiнку знизу

λM(BΩ
p,θ, Lq) � ω(2−n)2n( 1

2−
1
q ) .

Таким чином, оцiнка знизу, а разом з нею i теорема, доведенi.

Зауваження 1. Якщо Ω(t) = Πd
j=1t

r1

j , 1 < p ≤ 2, p′ ≤ q < ∞,

2 ≤ θ ≤ q i α = r1 > 1− 1
q , то виконується спiввiдношення

λM(BΩ
p,θ, Lq) � (M−1 logd−1 M)

r1− 1
2+ 1

q ,

яке встановлене А.С. Романюком [10].

Зауваження 2. При порiвняннi результату теореми 1 iз вiдповiд-

ною оцiнкою колмогоровського поперечника [2] робимо висновок, що для

1 < p ≤ 2, p′ < q < ∞, 2 ≤ θ ≤ q , α > 1− 1
q має мiсце порядкова рiвнiсть

λM(BΩ
p,θ, Lq) � 2n( 1

p′−
1
q )n(d−1)( 1

θ−
1
2 )dM(BΩ

p,θ, Lq),

де M � 2nnd−1.
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Теорема 2. Нехай 2 ≤ p < q < ∞, 2 ≤ θ ≤ q, Ω(t) = ω(t1 · ... · td), де

ω(τ) задовольняє умову (S) з деяким α > 1
p −

1
q та умову (Sl). Тодi для

будь - яких натуральних M та n таких, що M � 2nnd−1, має мiсце

спiввiдношення

λM(BΩ
p,θ, Lq) � ω(2−n)2n( 1

p−
1
q ) . (28)

Доведення. Оцiнка зверху в (28) випливає з вiдповiдної оцiнки наб-

лиження класу BΩ
p,θ схiдчасто- гiперболiчними сумами Фур’є SQn

(f) [2].

Встановимо оцiнку знизу. Нехай f(x)— довiльна функцiя iз класу BΩ
p,θ.

Використавши для "блокiв" δs(f, x) лему 4 i поклавши в нерiвностi (9)

q = 2, одержимо

‖δs(f, x)‖p � 2(s,1)( 1
2−

1
p )‖δs(f, x)‖2 .

З останнього спiввiдношення випливає, що

‖f‖BΩ
p,θ
�

( ∑
s

ω−θ(2−(s,1))‖δs(f, x)‖θ
p

) 1
θ

�

�
( ∑

s

ω−θ(2−(s,1))2θ(s,1)( 1
2−

1
p )‖δs(f, x)‖θ

2

) 1
θ

=

=
( ∑

s

ω−θ
1 (2−(s,1))‖δs(f, x)‖θ

2

) 1
θ

� ‖f‖
B

Ω1
2,θ

,

де Ω1(t) = ω1(t1 · . . . · td) , ω1(τ) = ω(τ)τ
1
2−

1
p .

Очевидно, що функцiя ω1(τ) є функцiєю типу мiшаного модуля

неперервностi порядку l + 1, яка задовольняє умову (S) з деяким

α1 = α + 1
2 −

1
p > 1

2 −
1
q i умову (Sl+1).

З проведених вище мiркувань робимо висновок, що виконується вклю-

чення BΩ1

2,θ ⊂ BΩ
p,θ, тому λM(BΩ1

2,θ, Lq) ≤ λM(BΩ
p,θ, Lq). Щоб отримати оцiн-

ку λM(BΩ1

2,θ, Lq) знизу, скористаємось результатом теореми 1.

λM(BΩ1

2,θ, Lq) � ω1(2
−n)2n( 1

2−
1
q ) =
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= ω(2−n)2−n( 1
2−

1
p )2n( 1

2−
1
q ) = ω(2−n)2n( 1

p−
1
q ).

Таким чином, оцiнка знизу в (28) доведена.

Зауваження 3. Якщо Ω(t) = Πd
j=1t

r1

j , 2 ≤ p < q < ∞ , 2 ≤ θ ≤ q i

α = r1 > 1
p −

1
q , то виконується порядкова рiвнiсть [10]

λM(BΩ
p,θ, Lq) � (M−1 logd−1 M)

r1− 1
p+ 1

q .

Зауваження 4. Iз теореми 2 i оцiнок dM(BΩ
p,θ, Lq) [2] при

2 ≤ p < q < ∞, 2 ≤ θ ≤ q , α > 1
2 випливає спiввiдношення

λM(BΩ
p,θ, Lq) � 2n( 1

p−
1
q )n(d−1)( 1

θ−
1
2 )dM(BΩ

p,θ, Lq),

де M � 2nnd−1.

Наведемо ще оцiнки лiнiйних поперечникiв, якi є наслiдками вiдомих

оцiнок iнших апроксимативних характеристик.

Теорема 3. Нехай Ω(t) = ω(t1 · ... · td), де ω(τ) задовольняє умову

(S) з деяким α > 0 та умову (Sl). Тодi для будь- яких натуральних M

та n таких, що M � 2nnd−1, виконується:

а) якщо 1 < q ≤ 2 ≤ p < ∞ , 2 ≤ θ ≤ ∞ , то

λM(BΩ
p,θ, Lq) � ω(2−n)n(d−1)( 1

2−
1
θ );

б) якщо 2 < q ≤ p < ∞ , 1 ≤ θ ≤ ∞ , то

λM(BΩ
p,θ, Lq) � ω(2−n)n(d−1)( 1

2−
1
θ )+ ,

де a+ = max{a, 0}.
В теоремi 3 оцiнки зверху в обох випадках випливають iз вiдповiдних

оцiнок наближення класiв BΩ
p,θ схiдчасто-гiперболiчними сумами Фур’є

[19], а знизу— iз оцiнок колмогоровських поперечникiв [19].

Таким чином, при виконаннi умов теореми 3 має мiсце спiввiдношення

dM(BΩ
p,θ, Lq) � λM(BΩ

p,θ, Lq).
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Наслiдок. При θ = ∞ iз теореми 3 у випадку 1 < q ≤ p < ∞, p ≥ 2

отримуємо оцiнку

λM(HΩ
p , Lq) � ω(2−n)n

d−1
2 .
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