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ОЦIНКИ АПРОКСИМАТИВНИХ ХАРАКТЕРИС-
ТИК КЛАСIВ BΩ

p,θ ПЕРIОДИЧНИХ ФУНКЦIЙ
БАГАТЬОХ ЗМIННИХ В ПРОСТОРI Lq

Одержано точнi за порядком оцiнки наближення класiв BΩ
p,θ

перiодичних функцiй багатьох змiнних у просторi Lq за допомогою
операторiв ортогонального проектування, а також лiнiйних опе-
раторiв, якi пiдпорядкованi деяким умовам.

Нехай Lp(πd), 1 ≤ p ≤ ∞, — простiр 2π-перiодичних по

кожнiй змiннiй i сумовних у степенi p на кубi πd =
d∏

j=1
[0; 2π]

функцiй f(x) = f(x1, ..., xd), у якому норма визначається рiв-
ностями

||f ||Lp(πd) = ||f ||p =

(
(2π)−d

∫
πd

|f(x)|pdx

) 1
p

, 1 ≤ p < ∞,

‖f‖L∞(πd) = ||f ||∞ = ess sup
x∈πd

|f(x)|.

Всюди далi будемо вважати, що функцiї f належать пiд-
простору

L0
p(πd) =

{
f : f ∈ Lp(πd),

2π∫
0

f(x)dxj = 0, j = 1, d
}

.

За допомогою рiвностi
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∆l
hj

f(x) =
l∑

n=0

(−1)l−nCn
l f(x1, . . . , xj−1, xj + nhj , xj+1, . . . , xd)

означимо l-ту рiзницю функцiї f з кроком hj за змiнною xj .
Для f(x) = f(x1, . . . , xd) i h = (h1, . . . , hd) введемо мiшану

l-ту рiзницю

∆l
hf(x) = ∆l

hd
. . .∆l

h1
f(x) = ∆l

hd
(. . . (∆l

h1
f(x))).

Означимо для f ∈ L0
p(πd) мiшаний модуль неперервностi

порядку l:
Ωl(f, t)p = sup

|hj |≤tj ,

j=1,d

||∆l
hf(x)||p .

Нехай Ω(t) = Ω(t1, . . . , td) — задана функцiя типу мiшаного
модуля неперервностi порядку l, яка задовольняє такi умови:

1) Ω(t) > 0, tj > 0, j = 1, d; Ω(t) = 0,
d∏

j=1
tj = 0;

2) Ω(t) зростає по кожнiй змiннiй;

3) Ω(m1t1, . . . ,mdtd) ≤
( d∏

j=1
mj

)l
Ω(t), mj ∈ N, j = 1, d;

4) Ω(t) неперервна при tj ≥ 0, j = 1, d .
Нехай також Ω(t) задовольняє умови (S), (Sl), якi назива-

ють умовами Барi–Стєчкiна [1]. Це означає наступне.
Функцiя однiєї змiнної ϕ(τ) ≥ 0 задовольняє умову (S), як-

що ϕ(τ)/τα майже зростає при деякому α > 0, тобто iснує така
незалежна вiд τ1 i τ2 стала C1 > 0, що

ϕ(τ1)
τα
1

≤ C1
ϕ(τ2)
τα
2

, 0 < τ1 ≤ τ2 ≤ 1.
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Функцiя ϕ(τ) ≥ 0 задовольняє умову (Sl), якщо ϕ(τ)/τγ

майже спадає при деякому 0 < γ < l, тобто iснує така неза-
лежна вiд τ1 i τ2 стала C2 > 0, що

ϕ(τ1)
τγ
1

≥ C2
ϕ(τ2)
τγ
2

, 0 < τ1 ≤ τ2 ≤ 1.

Будемо говорити, що Ω(t) задовольняє умови (S) i (Sl), як-
що Ω(t) задовольняє цi умови по кожнiй змiннiй tj при фiксо-
ваних ti, i 6= j .

Означимо деякi порядковi спiввiдношення, якi будуть вико-
ристовуватись далi.

Функцiї µ(n) i ν(n) будемо називати функцiями однакового
порядку i писати µ(n) � ν(n), якщо для будь-якого n ∈ N вико-
нується нерiвнiсть C3µ(n) ≤ ν(n) ≤ C4µ(n), де сталi C3, C4 > 0
можуть залежати тiльки вiд параметрiв, що входять в озна-
чення класу, метрики, в якiй вимiрюється похибка наближен-
ня, та розмiрностi d простору Rd. Якщо ж µ(n) ≤ C5ν(n) або
µ(n) ≥ C6ν(n), то позначимо µ(n) � ν(n) або µ(n) � ν(n)
вiдповiдно.

В подальшому в формулюваннi отриманих результатiв буде
присутнє порядкове спiввiдношення M � 2nnd−1, M, n ∈ N, яке
будемо розумiти таким чином: iснують сталi 0 < C7 < C8 такi,
що виконуються нерiвностi

C72nnd−1 ≤ M ≤ C82nnd−1.

Означимо тепер класи функцiй BΩ
p,θ, якi були розглянутi в

роботi [2].
Нехай s = (s1, . . . , sd), sj ∈ N, k = (k1, . . . , kd), kj ∈ Z,

j = 1, d. Позначимо

ρ(s) =
{

k : 2sj−1 ≤ |kj | < 2sj , j = 1, d
}

,
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δs(f, x) =
∑

k∈ρ(s)

f̂(k)ei(k,x),

де f̂(k) = (2π)−d
∫
πd

f(t)e−i(k,t)dt — коефiцiєнти Фур’є функцiї

f , (k, x) = k1x1 + . . . + kdxd.
Для 1 ≤ p ≤ ∞, 1 ≤ θ ≤ ∞ i заданої функцiї Ω(t) ти-

пу мiшаного модуля неперервностi порядку l, яка задовольняє
умови 1 – 4, клас BΩ

p,θ визначається наступним чином

BΩ
p,θ :=

{
f ∈ L0

p(πd) : ||f ||BΩ
p,θ
≤ 1
}

,

де

||f ||BΩ
p,θ

=

{∫
πd

(
Ωl(f, t)p

Ω(t)

)θ d∏
j=1

dtj
tj

} 1
θ

, 1 ≤ θ < ∞,

||f ||BΩ
p,∞

= sup
t>0

Ωl(f, t)p

Ω(t)
.

В [2] для 1 < p < ∞ i заданої функцiї Ω(t) типу мiшаного
модуля неперервностi порядку l, яка задовольняє умови 1 – 4,
(S) i (Sl) доведено, що

||f ||BΩ
p,θ
�

{∑
s

||δs(f, x)||θp Ω(2−s)−θ

} 1
θ

, 1 ≤ θ < ∞ , (1)

||f ||BΩ
p,∞

� sup
s

||δs(f, x)||p
Ω(2−s)

, (2)

де Ω(2−s) = Ω(2−s1 , ..., 2−sd), sj ∈ N, j = 1, d.
Для норм функцiй iз класу BΩ

p,θ можна записати представ-
лення, аналогiчнi (1) i (2) у випадках p = 1 i p = ∞, дещо
змiнивши при цьому "блоки" δs(f, x).
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Нехай Vn(t) означає ядро Валле Пуссена порядку 2n − 1,
тобто

Vn(t) = 1 + 2
n∑

k=1

cos kt + 2
2n−1∑

k=n+1

(
1− k − n

n

)
cos kt.

Кожному вектору s = (s1, . . . , sd), sj ∈ N, j = 1, d, поставимо у
вiдповiднiсть полiном

As(x) =
d∏

j=1

(
V2sj (xj)− V

2sj−1(xj)
)

i для f ∈ L0
p(πd), 1 ≤ p ≤ ∞, через As(f, x) позначимо згортку

As(f, x) = f(x) ∗As(x).

Тодi, як встановлено в [3], для кожного 1 ≤ p ≤ ∞

||f ||BΩ
p,θ
�

{∑
s

‖As(f, x)‖θ
p Ω(2−s)−θ

} 1
θ

, 1 ≤ θ < ∞, (3)

||f ||BΩ
p,∞

� sup
s

‖As(f, x)‖p

Ω(2−s)
. (4)

Зауважимо, що при θ = ∞ класи BΩ
p,θ спiвпадають iз роз-

глянутими в [4] класами HΩ
p . У випадку Ω(t) =

d∏
j=1

t
rj

j норми

функцiй з класiв BΩ
p,θ спiвпадають з нормами функцiй з класiв

Br
p,θ, якi означенi в [5].

Зазначимо, що в роботi будуть розглядатись класи BΩ
p,θ, якi

визначаються функцiєю типу мiшаного модуля неперервностi
порядку l деякого спецiального вигляду:

Ω(t) = ω
( d∏

j=1

tj

)
, (5)
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де ω(τ) — задана функцiя (однiєї змiнної) типу модуля непе-
рервностi порядку l, яка задовольняє умови (S) i (Sl). Легко
переконатися, що для Ω(t) вигляду (5) виконуються властиво-
стi 1 – 4 функцiї типу мiшаного модуля неперервностi порядку
l, а також умови (S) i (Sl), тому зберiгаються наведенi вище
(1) — (4) зображення норм функцiй з класiв BΩ

p,θ.
В данiй роботi встановлюються точнi за порядком оцiнки

ортопроекцiйних поперечникiв класiв BΩ
p,θ в просторi Lq для

деяких значень параметрiв p i q. Як вiдомо, поняття ортопро-
екцiйного поперечника ввiв В. М. Темляков [6]. Щоб навести
означення цього поняття, введемо деякi позначення.

Нехай {ui}M
i=1 — ортонормована система функцiй

ui(x) ∈ L∞(πd). Кожнiй функцiї f ∈ Lq(πd), 1 ≤ q ≤ ∞,
поставимо у вiдповiднiсть апарат наближення вигляду
M∑
i=1

(f, ui)ui, тобто ортогональну проекцiю функцiї f на пiд-

простiр, породжений системою функцiй {ui}M
i=1. Тодi для

функцiонального класу F ⊂ Lq(πd) величина

d⊥M (F,Lq) = inf
{ui}M

i=1

sup
f∈F

∥∥∥∥f(x)−
M∑
i=1

(f, ui)ui(x)
∥∥∥∥

q

(6)

називається ортопроекцiйним поперечником цього класу в про-
сторi Lq(πd).

В роботi, крiм ортопроекцiйних поперечникiв, будемо до-
слiджувати величини dB

M (F,Lq), введенi В. М. Темляковим [6],
якi визначаються таким чином:

dB
M (F,Lq) = inf

G∈LM (B)q

sup
f∈F∩D(G)

‖f(x)−Gf(x)‖q . (7)

Через LM (B)q тут позначено множину лiнiйних операторiв, якi
задовольняють умови:
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а) область визначення D(G) цих операторiв мiстить всi три-
гонометричнi полiноми, а їх область значень мiститься в пiд-
просторi розмiрностi M простору Lq(πd);

б) iснує число B ≥ 1 таке, що для всiх векторiв
k = (k1, . . . , kd), kj ∈ Z, виконується нерiвнiсть

∥∥Gei(k,x)
∥∥

2
≤ B.

Зазначимо, що до LM (1)2 належать оператори ортогональ-
ного проектування на простори розмiрностi M , а також опе-
ратори, якi задаються на ортонормованiй системi функцiй за
допомогою мультиплiкатора, який визначається послiдовнiстю
{λm} такою, що |λm| ≤ 1 для всiх m. Iз (6) i (7) легко бачити
також, що величини d⊥M (F,Lq) i dB

M (F,Lq) пов’язанi мiж собою
нерiвнiстю

dB
M (F,Lq) ≤ d⊥M (F,Lq). (8)

Сьогоднi вiдомо багато робiт, присвячених дослiдженню ор-
топроекцiйних поперечникiв тих чи iнших класiв функцiй. Тут
згадаємо роботи [7— 10], в яких вивчались величини (6), (7)
для класiв функцiй багатьох змiнних W r

p,α, Hr
p та Br

p,θ, i в яких
можна ознайомитись з бiльш широкою бiблiографiєю.

При встановленнi оцiнок зверху в теоремах 1 i 2 за агрегати
наближення будемо брати частиннi суми ряду Фур’є з "номе-
рами" гармонiк iз множини Qn

SQn(f, x) =
∑

(s,1)<n

δs(f, x),

де Qn =
⋃

(s,1)<n

ρ(s) — "схiдчастий гiперболiчний хрест", i роз-

глядати величини

EQn(BΩ
p,θ)q = sup

f∈BΩ
p,θ

‖f(x)− SQn(f, x)‖q.

Зазначимо, що величини d⊥M (BΩ
p,θ, Lq) i EQn(BΩ

p,θ)q, де
M � 2nnd−1, пов’язанi мiж собою нерiвнiстю

d⊥M (BΩ
p,θ, Lq) � EQn(BΩ

p,θ)q. (9)
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Перейдемо до викладу отриманих результатiв.
Теорема 1. Нехай 1 ≤ p < q < ∞ i Ω(t) = ω(t1 · ... · td), де

ω(τ) задовольняє умову (S) з деяким α > 1
p −

1
q та умову (Sl).

Тодi при 1 ≤ θ ≤ ∞ має мiсце порядкова рiвнiсть

d⊥M (BΩ
p,θ, Lq)�dB

M (BΩ
p,θ, Lq)�ω(2−n)2n( 1

p
− 1

q
)
n

(d−1)( 1
q
− 1

θ
)+ , (10)

де M � 2nnd−1, a+ = max{a, 0}.
Доведення. У випадку 1 < p < q < ∞ оцiнка зверху в

(10) випливає iз оцiнок наближення класiв BΩ
p,θ за допомогою

схiдчасто-гiперболiчних сум Фур’є SQn(f, x) у метрицi Lq [2]
за умови, що M та n пов’язанi спiввiдношенням M � 2nnd−1.
При p = 1, 1 < q < ∞ одержимо вiдповiдну оцiнку зверху для
величини EQn(BΩ

1,θ)q, де M � 2nnd−1.
Нехай q0 — довiльне число, що задовольняє умову 1 < q0 <

q.
Лема 1[8, c. 25 ]. Нехай 1 ≤ q < p < ∞, f ∈ L0

q(πd). Тодi

||f ||pp �
∑

s

(
||δs(f, x)||q2(s,1)( 1

q
− 1

p
)
)p

.

Використавши лему 1, а також спiввiдношення

||δs(f, x)||p � ||As(f, x)||p, 1 < p < ∞, (11)

для f ∈ BΩ
1,θ будемо мати

||f(x)− SQn(f, x)||q =
∥∥∥∥ ∑

(s,1)≥n

δs(f, x)
∥∥∥∥

q

�

�
( ∑

(s,1)≥n

||δs(f, x)||qq0
2(s,1)( 1

q0
− 1

q
)q
) 1

q

�
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�
( ∑

(s,1)≥n

||As(f, x)||qq0
2(s,1)( 1

q0
− 1

q
)q
) 1

q

.

Далi, використаємо вiдоме твердження.
Лема 2 ( див., наприклад, [8, с.16]). Нехай Tn1,...,nd

—
тригонометричний полiном степеня nj за змiнною xj,
j = 1, d. Тодi при 1 ≤ q < p ≤ ∞ має мiсце нерiвнiсть

||Tn1,...,nd
||p ≤ 2d

( d∏
j=1

nj

) 1
q
− 1

p

||Tn1,...,nd
||q . (12)

Спiввiдношення (12) вiдоме пiд назвою "нерiвнiсть рiзних
метрик Нiкольського".

Застосуємо до As(f, x) нерiвнiсть (12), i продовжимо

�
( ∑

(s,1)≥n

||As(f, x)||q12
(s,1)(1− 1

q0
)q2(s,1)( 1

q0
− 1

q
)q
) 1

q

=

=
( ∑

(s,1)≥n

||As(f, x)||q12
(s,1)(1− 1

q
)q
) 1

q

=

=
( ∑

(s,1)≥n

ω−q(2−(s,1))||As(f, x)||q1
ωq(2−(s,1))
2−α(s,1)q

2(s,1)(1− 1
q
−α)q

) 1
q

=I1.

Щоб оцiнити I1, розглянемо окремо три випадки.
Нехай 1 ≤ θ ≤ q. Використовуючи нерiвнiсть [11, c. 43](∑

k

|ak|µ2

) 1
µ2

≤
(∑

k

|ak|µ1

) 1
µ1

, 1 ≤ µ1 ≤ µ2 < ∞,

а також той факт, що Ω(t) = ω(t1 · ... · td) задовольняє умову
(S) iз α > 1− 1

q , тобто

ω(2−(s,1))
2−α(s,1)

� ω(2−n)
2−αn

, (13)
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при (s, 1) ≥ n, будемо мати

I1 ≤
( ∑

(s,1)≥n

ω−θ(2−(s,1))||As(f, x)||θ1
ωθ(2−(s,1))
2−α(s,1)θ

2(s,1)(1− 1
q
−α)θ

) 1
θ

�

� ω(2−n)
2−αn

( ∑
(s,1)≥n

ω−θ(2−(s,1))||As(f, x)||θ12
(s,1)(1− 1

q
−α)θ

) 1
θ

≤

≤ ω(2−n)2αn2n(1− 1
q
−α)
(∑

s

ω−θ(2−(s,1))||As(f, x)||θ1
) 1

θ

�

� ω(2−n)2n(1− 1
q
)||f ||BΩ

1,θ
� ω(2−n)2n(1− 1

q
)
.

Нехай тепер q < θ < ∞. Застосувавши до I1 нерiвнiсть
Гельдера з показником θ

q , а також використавши (13) i вiдоме
спiввiдношення [8, c. 11]∑

(s,1)≥n

2−ν(s,1) � 2−νnnd−1, ν > 0, (14)

одержимо

I1 ≤
( ∑

(s,1)≥n

ω−θ(2−(s,1))||As(f, x)||θ1
) 1

θ

×

×
( ∑

(s,1)≥n

ω
qθ

θ−q (2−(s,1))

2−α(s,1) qθ
θ−q

2(s,1)(1− 1
q
−α) qθ

θ−q

) 1
q
− 1

θ

�

� ||f ||BΩ
1,θ

( ∑
(s,1)≥n

ω
qθ

θ−q (2−(s,1))

2−α(s,1) qθ
θ−q

2(s,1)(1− 1
q
−α) qθ

θ−q

) 1
q
− 1

θ

�
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�ω(2−n)
2−αn

( ∑
(s,1)≥n

2(s,1)(1− 1
q
−α) qθ

θ−q

) 1
q
− 1

θ

�ω(2−n)2αn2n(1− 1
q
−α)×

×n
(d−1)( 1

q
− 1

θ
) = ω(2−n)2n(1− 1

q
)
n

(d−1)( 1
q
− 1

θ
)
.

Нехай θ = ∞. В цьому випадку також використаємо спiввiд-
ношення (13) i (14)

I1 ≤ sup
s

||As(f, x)||1
ω(2−(s,1))

( ∑
(s,1)≥n

ωq(2−(s,1))
2−α(s,1)q

2(s,1)(1− 1
q
−α)q

) 1
q

�

� ||f ||BΩ
1,∞

( ∑
(s,1)≥n

ωq(2−(s,1))
2−α(s,1)q

2(s,1)(1− 1
q
−α)q

) 1
q

�

� ω(2−n)
2−αn

( ∑
(s,1)≥n

2(s,1)(1− 1
q
−α)q

) 1
q

�

� ω(2−n)2αn2n(1− 1
q
−α)

n
d−1

q = ω(2−n)2n(1− 1
q
)
n

d−1
q .

Встановимо тепер в (10) оцiнку знизу. Її достатньо отри-
мати для величини dB

M (BΩ
p,θ, Lq). При цьому розглянемо три

випадки.
Нехай q ≤ θ < ∞. Розглянемо функцiю

ϕ(x) =
∑
s∈Sn

Ks(x), (15)

де Ks(x) = 2dei(ks,x)
d∏

j=1
K

2sj−2−1
(xj),

Kn(t) = 1 + 2
n∑

k=1

(
1− k

n+1

)
cos kt — ядро Фейєра порядку n,

Sn =

{
s : (s, 1) = n, sj ∈ N, j = 1, d

}
,
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а через ks позначимо вектор ks = (ks1
1 , . . . , ksd

d ), де

k
sj

j =
{

2sj−1 + 2sj−2, sj ≥ 2,
1, sj = 1, j = 1, d.

(16)

Покажемо, що функцiя

f1(x) = C9ω(2−n)2−n(1− 1
p
)
n−

d−1
θ ϕ(x) (17)

iз вiдповiдною сталою C9 > 0 належить класу BΩ
p,θ, 1 ≤ p < ∞.

Оскiльки ||Ks(x)||1 = 1, то використовуючи лему 2 будемо
мати

||f1||BΩ
p,θ
� ω(2−n)2−n(1− 1

p
)
n−

d−1
θ

(∑
s∈Sn

ω−θ(2−(s,1))||As(ϕ, x)||θp
) 1

θ

�

� ω(2−n)2−n(1− 1
p
)
n−

d−1
θ ω−1(2−n)

( ∑
s∈Sn

||As(ϕ, x)||θp
) 1

θ

�

� 2−n(1− 1
p
)
n−

d−1
θ

( ∑
s∈Sn

||As(ϕ, x)||θ12
(s,1)(1− 1

p
)θ
) 1

θ

=

= 2−n(1− 1
p
)
n−

d−1
θ 2n(1− 1

p
)
( ∑

s∈Sn

||As(ϕ, x)||θ1
) 1

θ

�

�n−
d−1

θ

( ∑
s∈Sn

||Ks(x)||θ1
) 1

θ

=n−
d−1

θ

( ∑
s∈Sn

1
) 1

θ

�n−
d−1

θ n
d−1

θ =1.

Далi, через Q̃n позначимо множину

Q̃n =
⋃

s∈Sn

ρ(s),

i використаємо допомiжне твердження.
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Лема 3 [7]. Нехай G ∈ LM (B)q, 1 < q ≤ ∞. Тодi для функцiї
ϕ знайдуться таке n, що |Q̃n| ≤ C10(B, d)M , а також вектор
y∗, для яких

||ϕ(x− y∗)−Gϕ(x− y∗)||q �
{

2n(1− 1
q
)
n

d−1
q , 1 < q < ∞,

2nnd−1, q = ∞.

Скориставшись результатом леми 3 при 1 < q < ∞, мати-
мемо

||f1(x−y∗)−Gf1(x−y∗)||q�ω(2−n)2−n(1− 1
p
)
n−

d−1
θ ||ϕ(x−y∗)−Gϕ(x−y∗)||q�

� ω(2−n)2−n(1− 1
p
)
n−

d−1
θ 2n(1− 1

q
)
n

d−1
q = ω(2−n)2n( 1

p
− 1

q
)
n

(d−1)( 1
q
− 1

θ
)
.

Нехай θ = ∞. Покажемо, що функцiя f2(x) =
= C11ω(2−n)2−n(1− 1

p
)
ϕ(x), C11 > 0, належить класу BΩ

p,∞,
1 ≤ p < ∞.

||f2||BΩ
p,∞
�sup

s

||As(f2, x)||p
ω(2−(s,1))

=C11ω(2−n)2−n(1− 1
p
) sup
s∈Sn

||As(ϕ, x)||p
ω(2−(s,1))

=

= C11ω(2−n)2−n(1− 1
p
)
ω−1(2−n) sup

s∈Sn

||As(ϕ, x)||p �

� 2−n(1− 1
p
) sup

s∈Sn

||Ks(x)||p � 2−n(1− 1
p
)2n(1− 1

p
) = 1.

Тому, внаслiдок леми 3,

||f2(x− y∗)−Gf2(x− y∗)||q�

� ω(2−n)2−n(1− 1
p
)||ϕ(x− y∗)−Gϕ(x− y∗)||q�

� ω(2−n)2−n(1− 1
p
)2n(1− 1

q
)
n

d−1
q = ω(2−n)2n( 1

p
− 1

q
)
n

d−1
q .

Розглянемо випадок 1 ≤ θ < q. Тут також використаємо
допомiжне твердження.
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Лема 4 [7]. Нехай G ∈ LM (B)q, 1 < q < ∞. Тодi знайдуть-
ся n таке, що |Q̃n| < C12(B, d)M , i вектори s∗ ∈ Sn i y∗, для
яких

||Ks∗(x− y∗)−GKs∗(x− y∗)||q � 2n(1− 1
q
)
. (18)

Отже, розглянемо функцiю

f3(x) = C13ω(2−n)2−n(1− 1
p
)Ks∗(x), C13 > 0,

i переконаємось, що f3 ∈ BΩ
p,θ, 1 ≤ p < ∞, при вiдповiдному

виборi C13.
Оскiльки

||As∗(f3, x)||p � ω(2−n)2−n(1− 1
p
)||Ks∗(x)||p �

� ω(2−n)2−n(1− 1
p
)2(s∗,1)(1− 1

p
) = ω(2−n),

то, використавши це спiввiдношення, одержимо

||f3||BΩ
p,θ
�
(∑

s

ω−θ(2−(s,1))||As(f3, x)||θp
) 1

θ

=

= ω−1(2−n)||As∗(f3, x)||p � ω−1(2−n)ω(2−n) = 1.

Далi, внаслiдок (18) будемо мати

‖|f3(x− y∗)−Gf3(x− y∗)||q�

� ω(2−n)2−n(1− 1
p
)||Ks∗(x− y∗)−GKs∗(x− y∗)||q�

� ω(2−n)2−n(1− 1
p
)2n(1− 1

q
) = ω(2−n)2n( 1

p
− 1

q
)
.

Оцiнка знизу для величини dB
M (BΩ

p,θ, Lq), а отже, i для
d⊥M (BΩ

p,θ, Lq), при всiх 1 ≤ θ ≤ ∞ встановлена.
Теорема доведена.
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Теорема 1′. Нехай 1 < q < ∞, 1 ≤ θ ≤ ∞,
Ω(t) = ω(t1 · . . . · td), де ω(τ) задовольняє умову (S) з деяким
α > 1− 1

q i умову (Sl). Тодi

EQn(BΩ
1,θ)q � ω(2−n)2n(1− 1

q
)
n

(d−1)( 1
q
− 1

θ
)+ ,

де a+ = max{a, 0}.
Оцiнка зверху доводиться в теоремi 1, а знизу — внаслiдок

нерiвностi (9) випливає iз оцiнки d⊥M (BΩ
1,θ, Lq), встановленої в

теоремi 1.
Наслiдок 1. При θ = ∞ iз теореми 1 у випадку

1 ≤ p < q < ∞ отримуємо оцiнку

d⊥M (HΩ
p , Lq) � dB

M (HΩ
p , Lq) � ω(2−n)2n( 1

p
− 1

q
)
n

d−1
q ,

де M � 2nnd−1.

Зауваження 1. Точнi за порядком оцiнки величин
d⊥M (F,Lq) i dB

M (F,Lq), якщо p i q задовольняють умови теоре-
ми 1, для класiв Hr

p встановленi В.М. Темляковим [7], а у випад-
ку, коли в якостi F виступають класи Br

p,θ, знайденi А.С. Ро-
манюком [10].

Теорема 2. Нехай 1 ≤ p < ∞, Ω(t) = ω(t1 · . . . · td), де ω(τ)
задовольняє умову (S) з деяким α > 1

p i умову (Sl). Тодi при
1 ≤ θ ≤ ∞ має мiсце порядкова рiвнiсть

d⊥M (BΩ
p,θ, L∞) � dB

M (BΩ
p,θ, L∞) � ω(2−n)2

n
p n(d−1)(1− 1

θ
), (19)

де M � 2nnd−1.

Доведення. При 1 < p < ∞ оцiнка зверху в (19) випливає з
вiдомої оцiнки величини EQn(BΩ

p,θ)∞, за умови, що M � 2nnd−1,
[12]. Далi, для випадку p = 1 встановимо вiдповiдну оцiнку
зверху для величини EQn(BΩ

1,θ)∞, де M � 2nnd−1.
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Нехай q0 — деяке число, яке задовольняє умову 1 < q0 < ∞,
f ∈ BΩ

1,θ. Тодi, використавши нерiвнiсть Мiнковського, лему 2
i спiввiдношення (11), будемо мати

||f(x)−SQn(f, x)‖∞=
∥∥∥∥f(x)−

∑
(s,1)<n

δs(f, x)
∥∥∥∥
∞
≤
∑

(s,1)≥n

||δs(f, x)‖∞�

�
∑

(s,1)≥n

2(s,1) 1
q0 ||δs(f, x)||q0 �

∑
(s,1)≥n

2(s,1) 1
q0 ||As(f, x)||q0 �

�
∑

(s,1)≥n

2(s,1) 1
q0 2(s,1)(1− 1

q0
)||As(f, x)||1 =

∑
(s,1)≥n

2(s,1)||As(f, x)||1 =

=
∑

(s,1)≥n

ω−1(2−(s,1))||As(f, x)||1
ω(2−(s,1))
2−α(s,1)

2(s,1)(1−α) = I2.

Щоб оцiнити I2, розглянемо три випадки.
Нехай 1 < θ < ∞. Застосовуючи до I2 нерiвнiсть Гельдера

з показником θ, а також враховуючи те, що Ω(t) = ω(t1 · ... · td)
задовольняє умову (S) iз α > 1, i крiм того, спiввiдношення
(14), матимемо

I2 ≤
( ∑

(s,1)≥n

ω−θ(2−(s,1))||As(f, x)||θ1
) 1

θ

×

×
( ∑

(s,1)≥n

ω
θ

θ−1 (2−(s,1))

2−α(s,1) θ
θ−1

2(s,1)(1−α) θ
θ−1

)1− 1
θ

�

� ||f ||BΩ
1,θ

( ∑
(s,1)≥n

ω
θ

θ−1 (2−(s,1))

2−α(s,1) θ
θ−1

2(s,1)(1−α) θ
θ−1

)1− 1
θ

�

�
( ∑

(s,1)≥n

ω
θ

θ−1 (2−(s,1))

2−α(s,1) θ
θ−1

2(s,1)(1−α) θ
θ−1

)1− 1
θ

�
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� ω(2−n)
2−αn

( ∑
(s,1)≥n

2(s,1)(1−α) θ
θ−1

)1− 1
θ

�

� ω(2−n)2αn2n(1−α)n(d−1)(1− 1
θ
) = ω(2−n)2nn(d−1)(1− 1

θ
).

Нехай тепер θ = ∞. Використаємо спiввiдношення (13) з
α > 1, а також (14)

I2 �
ω(2−n)
2−αn

∑
(s,1)≥n

ω−1(2−(s,1))||As(f, x)||12(s,1)(1−α) ≤

≤ ω(2−n)2αn sup
s

||As(f, x)||1
ω(2−(s,1))

∑
(s,1)≥n

2(s,1)(1−α) �

� ω(2−n)2αn||f ||BΩ
1,∞

2n(1−α)nd−1 � ω(2−n)2nnd−1.

Нехай θ = 1. Оскiльки Ω(t) = ω(t1 ·...·td) задовольняє умову
(S), будемо мати

I2 �
ω(2−n)
2−αn

∑
(s,1)≥n

ω−1(2−(s,1))||As(f, x)||12(s,1)(1−α) ≤

≤ ω(2−n)2αn2n(1−α)
∑

(s,1)≥n

ω−1(2−(s,1))||As(f, x)||1 �

� ω(2−n)2n||f ||BΩ
1,1
� ω(2−n)2n.

Щодо оцiнки знизу в (19), зазначимо, що її достатньо вста-
новити для величини dB

M (BΩ
p,θ, L∞).

У випадку 1 ≤ θ < ∞ розглянемо функцiю f1 iз теореми 1
i скористаємось оцiнкою iз леми 3 при q = ∞ i M � 2nnd−1.
Будемо мати

||f1(x− y∗)−Gf1(x− y∗)||∞ �
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� ω(2−n)2−n(1− 1
p
)
n−

d−1
θ ||ϕ(x− y∗)−Gϕ(x− y∗)||∞ �

� ω(2−n)2−n(1− 1
p
)
n−

d−1
θ 2nnd−1 =

= ω(2−n)2
n
p n(d−1)(1− 1

θ
).

При θ = ∞ розглянемо функцiю f2 iз теореми 1. Знову
скориставшись оцiнкою iз леми 3 при q = ∞ i M � 2nnd−1,
одержимо

||f2(x− y∗)−Gf2(x− y∗)||∞ �

� ω(2−n)2!−n(1− 1
p
)||ϕ(x− y∗ −Gϕ(x− y∗)||∞�

� ω(2−n)2−n(1− 1
p
)2nnd−1 = ω(2−n)2n 1

p nd−1.

Оцiнка знизу в (19) повнiстю встановлена. Теорема доведе-
на.

Теорема 2′. Нехай 1 ≤ θ ≤ ∞ i Ω(t) = ω(t1 · . . . · td), де ω(τ)
задовольняє умову (S) з деяким α > 1 i умову (Sl). Тодi

EQn(BΩ
1,θ)∞ � ω(2−n)2nn(d−1)(1− 1

θ
).

Оцiнка зверху доводиться в теоремi 2, а знизу — внаслiдок
нерiвностi (9) випливає iз оцiнки d⊥M (BΩ

1,θ, L∞), встановленої в
теоремi 2.

Наслiдок 2. При θ = ∞ iз теореми 2 у випадку 1 ≤ p < ∞
отримуємо оцiнку

d⊥M (HΩ
p , L∞) � dB

M (HΩ
p , L∞) � ω(2−n)2

n
p nd−1,

де M � 2nnd−1.

Зауваження 2. У випадку 1 ≤ p < ∞ точнi за по-
рядком оцiнки величин d⊥M (Hr

p , L∞) i dB
M (Hr

p , L∞) встановле-
но В. М. Темляковим [7], а точнi за порядком оцiнки величин
d⊥M (Br

p,θ, L∞) i dB
M (Br

p,θ, L∞) — А. С. Романюком [10].
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Зауваження 3. Теореми 1′ i 2′ доповнюють результа-
ти робiт [2, 3, 12, 14] по наближенню класiв BΩ

p,θ схiдчасто-
гiперболiчними сумами Фур’є.

Теорема 3. Нехай 1 ≤ θ ≤ ∞, Ω(t) = ω(t1 · . . . · td), де ω(τ)
задовольняє умову (S) з деяким α > 0 i умову (Sl). Тодi

dB
M (BΩ

∞,θ, L∞) � ω(2−n)n(d−1)(1− 1
θ
), (20)

де M � 2nnd−1.
Доведення. Для встановлення в (20) оцiнки зверху розг-

лянемо наближення функцiї f ∈ BΩ
1,θ за допомогою полiнома

tn(x) =
∑

(s,1)<n

As(f, x). (21)

Оператор G, який ставить у вiдповiднiсть функцiї f полi-
ном вигляду (21), належить до LM (1)2. Враховуючи, що f(x) =
=
∑
s

As(f, x) [13, c. 304], i скориставшись нерiвнiстю Мiнковсь-
кого, матимемо

||f(x)− tn(x)||∞ ≤
∑

(s,1)≥n

||As(f, x)||∞ =

=
∑

(s,1)≥n

ω−1(2−(s,1))||As(f, x)||∞
ω(2−(s,1))
2−α(s,1)

2−α(s,1) = I3.

Щоб оцiнити I3, розглянемо три випадки.
Нехай 1 < θ < ∞. Використовуючи нерiвнiсть Гельдера з

показником θ та той факт, що Ω(t) = ω(t1 · . . . · td) задовольняє
умову (S) з α > 0, а також спiввiдношення (14), одержимо

I3 ≤
( ∑

(s,1)≥n

ω−θ(2−(s,1))||As(f, x)||θ∞
) 1

θ

×
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×
( ∑

(s,1)≥n

ω
θ

θ−1 (2−(s,1))

2−α(s,1) θ
θ−1

2−α(s,1) θ
θ−1

)1− 1
θ

�

� ||f ||BΩ
∞,θ

( ∑
(s,1)≥n

ω
θ

θ−1 (2−(s,1))

2−α(s,1) θ
θ−1

2−α(s,1) θ
θ−1

)1− 1
θ

�

� ω(2−n)
2−αn

( ∑
(s,1)≥n

2−α(s,1) θ
θ−1

)1− 1
θ

�

� ω(2−n)2αn2−αnn(d−1)(1− 1
θ
) = ω(2−n)n(d−1)(1− 1

θ
).

Нехай тепер θ = 1. Скориставшись для Ω(t) = ω(t1 · . . . · td)
нерiвнiстю (13) з α > 0, будемо мати

I3 �
ω(2−n)
2−αn

∑
(s,1)≥n

ω−1(2−(s,1))||As(f, x)||∞2−α(s,1) ≤

≤ ω(2−n)2αn2−αn
∑

(s,1)≥n

ω−1(2−(s,1))||As(f, x)||∞ �

� ω(2−n)||f ||BΩ
∞,1

� ω(2−n).

Нехай θ = ∞. Використовуючи спiввiдношення (14) i умову
(S) з α > 0 для Ω(t) = ω(t1 · . . . · td), матимемо

I3 �
ω(2−n)
2−αn

∑
(s,1)≥n

ω−1(2−(s,1))||As(f, x)||∞2−α(s,1) ≤

≤ ω(2−n)2αn sup
s

||As(f, x)||∞
ω(2−(s,1))

∑
(s,1)≥n

2−α(s,1) �

� ω(2−n)2αn||f ||BΩ
∞,∞

∑
(s,1)≥n

2−α(s,1) �
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� ω(2−n)2αn2−αnnd−1 = ω(2−n)nd−1.

Встановимо оцiнку знизу для величини dB
M (BΩ

∞,θ, L∞).
При 1 ≤ θ < ∞ розглянемо функцiю

f4(x) = C14ω(2−n)2−nn−
d−1

θ ϕ(x),

де C14 > 0 — вiдповiдним чином пiдiбрана стала, а функцiя ϕ
має той же змiст, що i в (15). Легко переконатись, що f4 ∈ BΩ

∞,θ,
1 ≤ θ < ∞.

Дiйсно, використавши спiввiдношення

||As(ϕ, x)||∞ � ||Ks(x)||∞ � 2(s,1), (22)

будемо мати

||f4||BΩ
∞,θ
�
(∑

s

ω−θ(2−(s,1))||As(f4, x)||θ∞
)

1
θ =C14ω(2−n)2−nn−

d−1
θ ×

×
( ∑

s∈Sn

ω−θ(2−(s,1))||As(ϕ, x)||θ∞
)

1
θ �ω(2−n)2−nn−

d−1
θ ω−1(2−n)×

×
( ∑

s∈Sn

||Ks(x)||θ∞
) 1

θ

� 2−nn−
d−1

θ

( ∑
s∈Sn

2(s,1)θ

) 1
θ

=

= 2−nn−
d−1

θ 2n

( ∑
s∈Sn

1
) 1

θ

� n−
d−1

θ n
d−1

θ = 1.

Враховуючи лему 3 при q = ∞ i M � 2nnd−1, одержимо

||f4(x− y∗)−Gf4(x− y∗)||∞ �

� ω(2−n)2−nn−
d−1

θ ||ϕ(x− y∗)−Gϕ(x− y∗)||∞ �

� ω(2−n)2−nn−
d−1

θ 2nnd−1 = ω(2−n)n(d−1)(1− 1
θ
).
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При θ = ∞ розглянемо функцiю

f5(x) = C15ω(2−n)2−nϕ(x), C15 > 0.

Використовуючи (22), переконаємось, що f5 ∈ BΩ
∞,∞.

||f5||BΩ
∞,∞

� sup
s

||As(f5, x)||∞
ω(2−(s,1))

=

= C15ω(2−n)2−n sup
s∈Sn

||As(ϕ, x)||∞
ω(2−(s,1))

=

= C15ω(2−n)2−nω−1(2−n) sup
s∈Sn

||As(ϕ, x)||∞ �

� 2−n sup
s∈Sn

||Ks(x)||∞ � 2−n2n = 1.

Враховуючи лему 3 при q = ∞, отримаємо

||f4(x−y∗)−Gf4(x−y∗)||∞�ω(2−n)2−n||ϕ(x−y∗)−Gϕ(x−y∗)||∞�

� ω(2−n)2−n2nnd−1 = ω(2−n)nd−1.

Оцiнку знизу, а разом з нею i теорему, доведено.
Наслiдок 3. При θ = ∞ iз теореми 3 отримуємо оцiнку

dB
M (HΩ

∞, L∞) � ω(2−n)nd−1,

де M � 2nnd−1.

Теорема 4. Нехай 1 ≤ θ ≤ ∞, Ω(t) = ω(t1 · . . . · td), де ω(τ)
задовольняє умову (S) з деяким α > 0 та умову (Sl). Тодi

dB
M (BΩ

1,θ, L1) � ω(2−n)n(d−1)(1− 1
θ
), (23)

де M � 2nnd−1.
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Доведення. Для встановлення в (23) оцiнки зверху розг-
лянемо для f ∈ BΩ

1,θ полiном наближення вигляду (21). Cкори-
ставшись нерiвнiстю Мiнковського, будемо мати

||f(x)− tn(x)||1 =
∥∥∥∥ ∑

(s,1)≥n

As(f, x)
∥∥∥∥

1

≤
∑

(s,1)≥n

||As(f, x)||1 =

=
∑

(s,1)≥n

ω−1(2−(s,1))||As(f, x)||1
ω(2−(s,1))
2−α(s,1)

2−α(s,1) = I4.

Нехай спочатку 1 < θ < ∞. Застосовуючи до I4 нерiвнiсть
Гельдера з показником θ, i при α > 0 використовуючи спiввiд-
ношення (13), а також (14), одержимо

I4 ≤
( ∑

(s,1)≥n

ω−θ(2−(s,1))||As(f, x)||θ1
) 1

θ

×

×
( ∑

(s,1)≥n

ω
θ

θ−1 (2−(s,1))

2−α(s,1) θ
θ−1

2−α(s,1) θ
θ−1

)1− 1
θ

�

� ||f ||BΩ
1,θ

( ∑
(s,1)≥n

ω
θ

θ−1 (2−(s,1))

2−α(s,1) θ
θ−1

2−α(s,1) θ
θ−1

)1− 1
θ

�

� ω(2−n)
2−αn

( ∑
(s,1)≥n

2−α(s,1) θ
θ−1

)1− 1
θ

�

� ω(2−n)2αn2−αnn(d−1)(1− 1
θ
) = ω(2−n)n(d−1)(1− 1

θ
).

Нехай далi θ = 1. Оскiльки Ω(t) = ω(t1 · . . . · td) задовольняє
умову (S) з α > 0, то

I4�
ω(2−n)
2−αn

∑
(s,1)≥n

ω−1(2−(s,1))||As(f, x)||12−α(s,1)≤ω(2−n)2αn2−αn×
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×
∑

(s,1)≥n

ω−1(2−(s,1))||As(f, x)||1 � ω(2−n)||f ||BΩ
1,1
� ω(2−n).

Нехай θ = ∞. Використавши спiввiдношення (13) з α > 0 i
(14), одержимо

I4 �
ω(2−n)
2−αn

∑
(s,1)≥n

ω−1(2−(s,1))||As(f, x)||12−α(s,1) ≤

≤ ω(2−n)2αn sup
s

||As(f, x)||1
ω(2−(s,1))

∑
(s,1)≥n

2−α(s,1) �

� ω(2−n)2αn||f ||BΩ
1,∞

∑
(s,1)≥n

2−α(s,1) �

� ω(2−n)2αn2−αnnd−1 � ω(2−n)nd−1.

Таким чином, оцiнка зверху в (23) встановлена.
Для доведення оцiнки знизу використаємо допомiжне твер-

дження. Покладемо

S̃n =
{

s ∈ Sn : sj ≥
n

2d
, j = 1, d

}
.

Оскiльки |Sn| � nd−1, то можна переконатись, що i |S̃n| � nd−1.

Далi, розiб’ємо куб πd на |S̃n| кубiв з довжиною ребра 2π

|S̃n|
1
d

i встановимо взаємно однозначну вiдповiднiсть мiж множиною
S̃n i утвореною множиною кубiв. При цьому через xs ∈ πd по-
значимо центр куба, що вiдповiдає вектору s ∈ S̃n i покладемо
u = 2[(1− 1

d
) log2 n].

Лема 5 [7]. Нехай G ∈ LM (B)1. Тодi iснують число n i
множина S1

n ⊂ S̃n такi, що |Q̃n| < C16(B, d)M, |S1
n| ≥

|S̃n|
2 i
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в кожному ρ(s), s ∈ S1
n, знайдуться куби з центрами в ks i

довжинами ребер 2u такi, що для функцiї

g(x) =
∑
s∈S1

n

ei(ks,x)
d∏

j=1

Ku(xj − xs
j)

i деякого вектора y∗ має мiсце оцiнка

‖g(x + y∗)−Gg(x + y∗)‖1 � logd−1 M.

Вектори ks в лемi 5 мають той же змiст, що i в (16).
При 1 ≤ θ < ∞ розглянемо функцiю

f6(x) = C17ω(2−n)n−
d−1

θ g(x),

де функцiя g задовольняє умови леми 5, числа n i M пов’язанi
спiввiдношенням M � 2nnd−1, i C17 > 0 — вiдповiдним чином
пiдiбрана стала. Легко переконатись, що f6 ∈ BΩ

1,θ.
Дiйсно, врахувавши, що

||As(g, x)||1 �
∥∥∥∥ d∏

j=1

Ku(xj)
∥∥∥∥

1

≤ C18,∀s ∈ S1
n, (24)

одержуємо

||f6||BΩ
1,θ
� ω(2−n)n−

d−1
θ

( ∑
s∈S1

n

ω−θ(2−(s,1))||As(g, x)||θ1
) 1

θ

�

� ω(2−n)n−
d−1

θ

( ∑
s∈S1

n

ω−θ(2−(s,1))
) 1

θ

=

= ω(2−n)n−
d−1

θ ω−1(2−n)
( ∑

s∈S1
n

1
) 1

θ

� n−
d−1

θ n
d−1

θ = 1.
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Далi, за лемою 5 iснує вектор y∗ такий, що

||f6(x +y∗)−Gf6(x +y∗)||1�ω(2−n)n−
d−1

θ ||g(x +y∗)−Gg(x+y∗)||1�

�ω(2−n)n−
d−1

θ logd−1 M�ω(2−n)n−
d−1

θ nd−1 =ω(2−n)n(d−1)(1− 1
θ
).

Нехай тепер θ = ∞. Розглянемо функцiю

f7(x) = C19ω(2−n)g(x), C19 > 0.

Використовуючи (24), переконаємось, що f7 ∈ BΩ
1,∞.

||f7||BΩ
1,∞

� sup
s

||As(f7, x)||1
ω(2−(s,1))

= C19ω(2−n) sup
s∈S1

n

||As(g, x)||1
ω(2−(s,1))

=

=C19ω(2−n)ω−1(2−n) sup
s∈S1

n

||As(g, x)||1� sup
s∈S1

n

∥∥∥ d∏
j=1

Ku(xj)
∥∥∥

1
�1.

Аналогiчно, як i вище, за лемою 5 iснує вектор y∗ такий,
що

||f7(x + y∗)−Gf7(x + y∗)||1�ω(2−n)||g(x + y∗)−Gg(x + y∗)||1�

� ω(2−n) logd−1 M � ω(2−n)nd−1 = ω(2−n)nd−1.

Оцiнку знизу, а разом з нею i теорему 4, доведено.
Наслiдок 4. При θ = ∞ iз теореми 4 отримуємо оцiнку

dB
M (HΩ

1 , L1) � ω(2−n)nd−1,

де M � 2nnd−1.
Зауваження 4. Аналоги теорем 3, 4 для класiв Hr

p i Br
p,θ

доведенi в [7] i [10].
Зауваження 5. Зазначимо, що питання про порядки ве-

личин d⊥M (F,L∞), де в якостi F виступають класи Hr
∞, Br

∞,θ

i BΩ
∞,θ, а також питання про порядки величин d⊥M (F,L1) для

класiв Hr
1 , Br

1,θ i BΩ
1,θ залишились вiдкритими.
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