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ОЦIНКИ ЛIНIЙНИХ ПОПЕРЕЧНИКIВ КЛАСIВ BΩ
p,θ

ПЕРIОДИЧНИХ ФУНКЦIЙ БАГАТЬОХ ЗМIННИХ

Одержано точнi за порядком оцiнки лiнiйних поперечникiв
класiв BΩ

p,θ в просторi Lq для деяких значень параметрiв p та q.

Нехай Lp(πd), 1 ≤ p ≤ ∞, — простiр 2π-перiодичних по

кожнiй змiннiй i сумовних у степенi p на кубi πd =
d∏

j=1
[0; 2π]

функцiй f(x) = f(x1, ..., xd), у якому норма визначається рiв-
ностями

||f ||Lp(πd) = ||f ||p =

(
(2π)−d

∫
πd

|f(x)|pdx

) 1
p

, 1 ≤ p < ∞,

‖f‖L∞(πd) = ||f ||∞ = ess sup
x∈πd

|f(x)|.

Всюди далi будемо вважати, що функцiї f належать пiд-
простору

L0
p(πd) =

{
f : f ∈ Lp(πd),

2π∫
0

f(x)dxj = 0, j = 1, d
}

.

За допомогою рiвностi

∆l
hj

f(x) =
l∑

n=0

(−1)l−nCn
l f(x1, . . . , xj−1, xj + nhj , xj+1, . . . , xd)
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означимо l-ту рiзницю функцiї f з кроком hj за змiнною xj .
Для f(x) = f(x1, . . . , xd) i h = (h1, . . . , hd) введемо мiшану

l-ту рiзницю

∆l
hf(x) = ∆l

hd
. . .∆l

h1
f(x) = ∆l

hd
(. . . (∆l

h1
f(x))).

Означимо для f ∈ L0
p(πd) мiшаний модуль неперервностi

порядку l:
Ωl(f, t)p = sup

|hj |≤tj ,

j=1,d

||∆l
hf(x)||p .

Нехай Ω(t) = Ω(t1, . . . , td) — задана функцiя типу мiшаного
модуля неперервностi порядку l, яка задовольняє такi умови:

1) Ω(t) > 0, tj > 0, j = 1, d; Ω(t) = 0,
d∏

j=1
tj = 0;

2) Ω(t) зростає по кожнiй змiннiй;

3) Ω(m1t1, . . . ,mdtd) ≤
( d∏

j=1
mj

)l
Ω(t), mj ∈ N, j = 1, d;

4) Ω(t) неперервна при tj ≥ 0, j = 1, d .
Нехай також Ω(t) задовольняє умови (S), (Sl), якi назива-

ють умовами Барi–Стєчкiна [1]. Це означає наступне.
Функцiя однiєї змiнної ϕ(τ) ≥ 0 задовольняє умову (S), як-

що ϕ(τ)/τα майже зростає при деякому α > 0, тобто iснує така
незалежна вiд τ1 i τ2 стала C1 > 0, що

ϕ(τ1)
τα
1

≤ C1
ϕ(τ2)
τα
2

, 0 < τ1 ≤ τ2 ≤ 1.

Функцiя ϕ(τ) ≥ 0 задовольняє умову (Sl), якщо ϕ(τ)/τγ

майже спадає при деякому 0 < γ < l, тобто iснує така неза-
лежна вiд τ1 i τ2 стала C2 > 0, що

ϕ(τ1)
τγ
1

≥ C2
ϕ(τ2)
τγ
2

, 0 < τ1 ≤ τ2 ≤ 1.
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Будемо говорити, що Ω(t) задовольняє умови (S) i (Sl), як-
що Ω(t) задовольняє цi умови по кожнiй змiннiй tj при фiксо-
ваних ti, i 6= j .

Означимо деякi порядковi спiввiдношення, якi будуть вико-
ристовуватись далi.

Функцiї µ(n) i ν(n) будемо називати функцiями однакового
порядку i писати µ(n) � ν(n), якщо для будь-якого n ∈ N вико-
нується нерiвнiсть C3µ(n) ≤ ν(n) ≤ C4µ(n), де сталi C3, C4 > 0
можуть залежати тiльки вiд параметрiв, що входять в озна-
чення класу, метрики, в якiй вимiрюється похибка наближен-
ня, та розмiрностi d простору Rd. Якщо ж µ(n) ≤ C5ν(n) або
µ(n) ≥ C6ν(n), то позначимо µ(n) � ν(n) або µ(n) � ν(n)
вiдповiдно.

В подальшому в формулюваннi отриманих результатiв буде
присутнє порядкове спiввiдношення M � 2nnd−1, M, n ∈ N, яке
будемо розумiти таким чином: iснують сталi 0 < C7 < C8 такi,
що виконуються нерiвностi

C72nnd−1 ≤ M ≤ C82nnd−1.

Означимо тепер класи функцiй BΩ
p,θ, якi були розглянутi в

роботi [2].
Нехай s = (s1, . . . , sd), sj ∈ N, k = (k1, . . . , kd), kj ∈ Z,

j = 1, d. Позначимо

ρ(s) =
{

k : 2sj−1 ≤ |kj | < 2sj , j = 1, d
}

,

δs(f, x) =
∑

k∈ρ(s)

f̂(k)ei(k,x),

де f̂(k) = (2π)−d
∫
πd

f(t)e−i(k,t)dt — коефiцiєнти Фур’є функцiї

f , (k, x) = k1x1 + . . . + kdxd.



4 О.В. Федуник

Для 1 ≤ p ≤ ∞, 1 ≤ θ ≤ ∞ i заданої функцiї Ω(t) ти-
пу мiшаного модуля неперервностi порядку l, яка задовольняє
умови 1 – 4, клас BΩ

p,θ визначається наступним чином

BΩ
p,θ :=

{
f ∈ L0

p(πd) : ||f ||BΩ
p,θ
≤ 1
}

,

де

||f ||BΩ
p,θ

=

{∫
πd

(
Ωl(f, t)p

Ω(t)

)θ d∏
j=1

dtj
tj

} 1
θ

, 1 ≤ θ < ∞,

||f ||BΩ
p,∞

= sup
t>0

Ωl(f, t)p

Ω(t)
.

В [2] для 1 < p < ∞ i заданої функцiї Ω(t) типу мiшаного
модуля неперервностi порядку l, яка задовольняє умови 1 – 4,
(S) i (Sl) доведено, що

||f ||BΩ
p,θ
�

{∑
s

||δs(f, x)||θp Ω(2−s)−θ

} 1
θ

, 1 ≤ θ < ∞ , (1)

||f ||BΩ
p,∞

� sup
s

||δs(f, x)||p
Ω(2−s)

, (2)

де Ω(2−s) = Ω(2−s1 , ..., 2−sd), sj ∈ N, j = 1, d.
Для норм функцiй iз класу BΩ

p,θ можна записати представ-
лення, аналогiчнi (1) i (2) у випадках p = 1 i p = ∞, дещо
змiнивши при цьому "блоки" δs(f, x).

Нехай Vn(t) означає ядро Валле Пуссена порядку 2n − 1,
тобто

Vn(t) = 1 + 2
n∑

k=1

cos kt + 2
2n−1∑

k=n+1

(
1− k − n

n

)
cos kt.
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Кожному вектору s = (s1, . . . , sd), sj ∈ N, j = 1, d, поставимо у
вiдповiднiсть полiном

As(x) =
d∏

j=1

(
V2sj (xj)− V

2sj−1(xj)
)

i для f ∈ L0
p(πd), 1 ≤ p ≤ ∞, через As(f, x) позначимо згортку

As(f, x) = f(x) ∗As(x).

Тодi, як встановлено в [3], для кожного 1 ≤ p ≤ ∞

||f ||BΩ
p,θ
�

{∑
s

‖As(f, x)‖θ
p Ω(2−s)−θ

} 1
θ

, 1 ≤ θ < ∞, (3)

||f ||BΩ
p,∞

� sup
s

‖As(f, x)‖p

Ω(2−s)
. (4)

Зауважимо, що при θ = ∞ класи BΩ
p,θ спiвпадають iз роз-

глянутими в [4] класами HΩ
p . У випадку Ω(t) =

d∏
j=1

t
rj

j норми

функцiй з класiв BΩ
p,θ спiвпадають з нормами функцiй з класiв

Br
p,θ, якi означенi в [5].

Зазначимо, що в роботi будуть розглядатись класи BΩ
p,θ, якi

визначаються функцiєю типу мiшаного модуля неперервностi
порядку l деякого спецiального вигляду:

Ω(t) = ω
( d∏

j=1

tj

)
, (5)

де ω(τ) — задана функцiя (однiєї змiнної) типу модуля непе-
рервностi порядку l, яка задовольняє умови (S) i (Sl). Легко
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переконатися, що для Ω(t) вигляду (5) виконуються властиво-
стi 1 – 4 функцiї типу мiшаного модуля неперервностi порядку
l, а також умови (S) i (Sl), тому зберiгаються наведенi вище
(1) — (4) зображення норм функцiй з класiв BΩ

p,θ.
В данiй роботi встановимо точнi за порядком оцiнки лiнiй-

них поперечникiв класiв BΩ
p,θ в просторi Lq(πd) для деяких зна-

чень параметрiв p та q. Нагадаємо, що поняття лiнiйного попе-
речника ввiв В.М.Тихомиров [6]. Перейдемо до означення.

Нехай W — множина в банаховому просторi X. Тодi лiнiй-
ний поперечник множини W в просторi X (позначається
λM (W,X)) визначається за формулою

λM (W,X) = inf
A

sup
f∈W

||f −Af ||X , (6)

де нижня межа береться по всiх дiючих в X лiнiйних операто-
рах A, розмiрнiсть областi значень яких не перевищує M.

Зазначимо, що лiнiйний поперечник λM (W,X) пов’язаний
iз поперечником dM (W,X), введеним А.М.Колмогоровим [7],
нерiвнiстю

dM (W,X) ≤ λM (W,X). (7)

У зв’язку з цим цiкаво з’ясувати, в яких випадках (для кон-
кретних множин W i просторiв X) поперечники dM (W,X) i
λM (W,X) спiвпадають, а в яких випадках в (7) має мiсце стро-
га нерiвнiсть.

В даний час є велика кiлькiсть робiт, присвячених до-
слiдженню лiнiйних поперечникiв тих чи iнших класiв функ-
цiй однiєї та багатьох змiнних. Тут згадаємо лише робо-
ти Е.М.Галєєва [8, 9], де дослiджуються величини (6) для
класiв функцiй багатьох змiнних W r

p i Hr
p , а також роботи

А.С.Романюка [10, 11], в яких встановлено порядковi оцiнки
лiнiйних поперечникiв класiв функцiй багатьох змiнних Br

p,θ.
В названих роботах мiститься досить детальна бiблiографiя.
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Наведемо твердження, якi будемо використовувати далi.
Теорема A (Лiттлвуда - Пелi,див., наприклад, [12, с. 55]).

Нехай p ∈ (1,∞). Тодi iснують додатнi числа C9, C10 такi,
що для кожної функцiї f(x) ∈ L0

p(πd) виконується спiввiдно-
шення

C9||f ||p ≤
∥∥∥∥(∑

s

|δs(f ; ·)|2
) 1

2

∥∥∥∥
p

≤ C10||f ||p .

Покладемо

Sn =
{

s = (s1, . . . , sd) : (s, 1) = n, sj − парнi числа, j = 1, d

}
,

ρ+(s) =
{

k = (k1, . . . , kd) : 2sj−1 ≤ kj < 2sj , j = 1, d

}
,

Qn =
⋃

s∈Sn

ρ+(s), |Qn| — кiлькiсть елементiв множини Qn.

Для вектора m = (m1, . . . ,md) (mj — цiлi невiд’ємнi числа,
j = 1, d) через RT (m) позначимо множину дiйсних тригоно-
метричних полiномiв виду

t(x) =
∑

|kj |≤mj

t̂(k)ei(k,x).

Далi, через ks позначимо вектор ks = (ks1
1 , . . . , ksd

d ), де

k
sj

j =
{

2sj−1 + 2sj−2, sj ≥ 2,
1, sj = 1, j = 1, d,

i

T (Qn) =
{

t(x) =
∑
s∈Sn

ts(x)ei(ks,x), ts ∈ RT (2s−2)
}

.
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Для g ∈ T (Qn) покладемо

δs(g, x) =
∑

k∈ρ+(s)

ĝ(k)ei(k,x).

При таких позначеннях має мiсце наступне твердження.
Лема [13]. Нехай M ≤ |Qn|

4 . Тодi для довiльного просто-
ру Φ ∈ L1(πd), розмiрнiсть якого не перевищує M , знайдеться
функцiя g ∈ T (Qn) така, що

||δs(g, x)||∞ ≤ |Sn|−
1
2 , s ∈ Sn,

||g||2 ≥ C11 > 0,

i для будь–якого ϕ ∈ Φ виконується умова (g, ϕ) = 0.
Перейдемо до одержаних результатiв.
Теорема. Нехай 1 ≤ q < 2 ≤ p ≤ ∞, 2 ≤ θ ≤ ∞,

Ω(t) = ω(t1 · ... · td), де ω(τ) задовольняє умову (S) з деяким
α > 0 i умову (Sl). Тодi для будь–яких M,n ∈ N, таких,
що M � 2nnd−1, має мiсце спiввiдношення

λM (BΩ
p,θ, Lq) � ω(2−n)n(d−1)( 1

2
− 1

θ
). (8)

Доведення. Оцiнка зверху в (8) випливає iз вiдомих ре-
зультатiв. Дiйсно, нехай M — задане. Пiдберемо n iз спiввiд-
ношення M � 2nnd−1. Для 1 < q < 2 ≤ p < ∞, 2 ≤ θ ≤ ∞,
розглянемо наближення класу BΩ

p,θ у метрицi Lq(πd) схiдчасто–
гiперболiчними сумами Фур’є SQn(f, x) =

∑
(s,1)<n

δs(f, x), де

Qn =
⋃

(s,1)<n

ρ(s) — "схiдчастий гiперболiчний хрест".

Тодi, використовуючи встановлену в [14]

sup
f∈BΩ

p,θ

‖f(x)− SQn(f, x)‖q � ω(2−n)n(d−1)( 1
2
− 1

θ
)+ ,
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та нерiвнiсть

λM (BΩ
p,θ, Lq) � sup

f∈BΩ
p,θ

‖f(x)− SQn(f, x)‖q, M � 2nnd−1,

одержуємо шукану оцiнку зверху для λM (BΩ
p,θ, Lq). У випадку

q = 1 або p = ∞ проведемо аналогiчнi до наведених вище
мiркування, додатково використавши нерiвнiсть || · ||1 ≤ || · ||q,
1 < q < 2 , або включення BΩ

∞,θ ⊂ BΩ
p,θ, 2 ≤ p < ∞.

Встановимо тепер в (8) оцiнку знизу. Для
1 < q < 2 ≤ p < ∞, 2 ≤ θ ≤ ∞, ця оцiнка випливає з вiдо-
мої оцiнки колмогоровського поперечника

dM (BΩ
p,θ, Lq) � ω(2−n)n(d−1)( 1

2
− 1

θ
), M � 2nnd−1,

вcтановленої в [14], на основi нерiвностi (7). Як зазнача-
лось вище, має мiсце включення BΩ

∞,θ ⊂ BΩ
p,θ, 2 ≤ p <

∞, а також нерiвнiсть || · ||1 ≤ || · ||q, 1 < q < 2. Тому, згiдно
з означенням лiнiйного поперечника, виконується нерiвнiсть
λM (BΩ

∞,θ, L1) ≤ λM (BΩ
p,θ, Lq). Таким чином, достатньо вiдповiд-

ним чином оцiнити знизу λM (BΩ
∞,θ, L1).

Отже, нехай M — задане. Пiдберемо парне n iз умови
|Qn−2| < 4M ≤ |Qn|. Розглянемо деякий лiнiйний оператор G,
який дiє з L∞ в L1, розмiрнiсть областi значень якого не пе-
ревищує M . Тодi dim G(T (Qn)) ≤ M , i оскiльки M ≤ |Qn|

4 , то
розмiрнiсть простору Ψ ⊂ T (Qn) такого, що G(Ψ) = 0, буде
бiльшою M . Крiм того, внаслiдок леми 1, знайдеться функцiя
g ∈ Ψ така, що

||δs(g, x)||∞ ≤ |Sn|−
1
2 , s ∈ Sn,

i
||g||2 ≥ C11 > 0.
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Нехай 2 ≤ θ < ∞. Розглянемо функцiю

f1(x) = C12ω(2−n)|Sn|
1
2 n−

d−1
θ g(x), C12 > 0,

i оцiнимо ||f1||BΩ
∞,θ

, 2 ≤ θ < ∞.
Використовуючи представлення норми функцiї з класу

BΩ
∞,θ, для f1 маємо

||f1||BΩ
∞,θ

�
(∑

s

ω−θ(2−(s,1))||As(f1, x)||θ∞
) 1

θ

�

� ω(2−n)|Sn|
1
2 n−

d−1
θ

( ∑
s∈Sn

ω−θ(2−(s,1))||δs(g, x)||θ∞
) 1

θ

�

�ω(2−n)|Sn|
1
2 n−

d−1
θ |Sn|−

1
2 ω−1(2−n)

( ∑
s∈Sn

1
) 1

θ

�n−
d−1

θ n
d−1

θ =1.

Iз одержаного робимо висновок, що функцiя f1 iз вiдповiд-
ною сталою C12 > 0 належить класу BΩ

∞,θ, 2 ≤ θ < ∞.
Тепер оцiнимо ‖f1(x)−Gf1(x)‖1. Зазначимо, що оскiльки

g ∈ Ψ i G(Ψ) = 0, то

‖g(x)−Gg(x)‖1 = ||g||1. (9)

Для того, щоб оцiнити знизу ||g||1, скористаємось нерiв-
нiстю [15, т. 1, c. 330]

||g||2 ≤ ||g||
1
3
1 ||g||

2
3
4 ,

внаслiдок якої
||g||1 ≥ ||g||32||g||−2

4 (10)

Оскiльки внаслiдок леми 1 ||g||2 ≥ C11 > 0, то для одер-
жання шуканої оцiнки знизу для ||g||1 залишається вiдповiд-
ним чином
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оцiнити знизу ||g||−2
4 . Взявши до уваги те, що

g ∈ Ψ ⊂ T (Qn), i використовуючи теорему Лiттлвуда-Пелi
i нерiвнiсть Мiнковського, будемо мати

0 < ||g||4 �
∥∥∥∥( ∑

s∈Sn

|δs(g, x)|2
) 1

2
∥∥∥∥

4

�

�
( ∑

s∈Sn

‖δs(g, x)‖2
4

) 1
2

≤
( ∑

s∈Sn

||δs(g, x)||2∞
) 1

2

≤

≤ |Sn|−
1
2

( ∑
s∈Sn

1
) 1

2

� |Sn|−
1
2 |Sn|

1
2 = 1.

Звiдки ||g||−1
4 ≥ C13, тому, враховуючи (10), отримуємо оцiнку

||g||1 ≥ C14. (11)

Отже, iз (9) i (11) маємо

‖g(x)−Gg(x)‖1 ≥ C14

i, внаслiдок вибору функцiї f1, одержуємо шукану оцiнку знизу
у випадку 2 ≤ θ < ∞

‖f1(x)−Gf1(x)‖1 = C12ω(2−n)|Sn|
1
2 n−

d−1
θ ‖g(x)−Gg(x)‖1 �

� ω(2−n)n(d−1)( 1
2
− 1

θ
).

При θ = ∞ розглянемо функцiю

f2(x) = C15ω(2−n)|Sn|
1
2 g(x), C15 > 0.

Використовуючи зображення норми функцiї з класу BΩ
∞,∞, для

f2 маємо
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||f2||BΩ
∞,∞

� sup
s

||As(f2, x)||∞
ω(2−(s,1))

� ω(2−n)|Sn|
1
2 sup

s∈Sn

||δs(g, x)||∞
ω(2−(s,1))

�

� ω(2−n)|Sn|
1
2 ω−1(2−n)|Sn|−

1
2 = 1.

Отже, робимо висновок, що функцiя f2 iз вiдповiдною ста-
лою C15 > 0 належить класу BΩ

∞,∞. Використовуючи тi ж самi
мiркування, що i вище, одержуємо оцiнку знизу при θ = ∞

‖f2(x)−Gf2(x)‖1 = C13ω(2−n)|Sn|
1
2 ‖g(x)−Gg(x)‖1 �

� ω(2−n)n
d−1
2 .

Теорема доведена.

Зауваження. Якщо Ω(t) =
d∏

j=1
tr1
j , 1 ≤ q < 2 ≤ p ≤ ∞,

2 ≤ θ ≤ ∞, i α = r1 > 0, то виконується спiввiдношення

λM (BΩ
p,θ, Lq) � M−r1

(
logd−1 M

)r1+ 1
2
− 1

θ
,

яке встановлене А.С.Романюком [11].
Наслiдок. При θ = ∞ iз теореми 1 випливає оцiнка

λM (HΩ
p , Lq) � ω(2−n)n

d−1
2 ,

де M � 2nnd−1.

Отриманi оцiнки лiнiйних поперечникiв доповнюють ре-
зультати робiт [16, 17].
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