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Передмова 

 
Запропонований посібник створений для того, щоб допомогти студентам 

спеціальності «інформатика» швидко і якісно підготуватися до державного 

бакалаврського екзамену. Дисципліна «Алгебра і геометрія» належить до 

циклу фундаментальних з підготовки бакалаврів спеціальності 

«інформатика» і викладається на першому-другому курсі. На державний 

іспит виносяться найважливіші питання, які мають прикладне значення. Їх 

перелік наведено на початку посібника. Вони достатньо дрібні і 

конкретизовані, проте значною мірою охоплюють дисципліну. Окрім 

теоретичних питань студентам пропонуються тестові завдання, які є 

модифікованими типовими задачами із відповідних розділів курсу.  

Матеріал, що виноситься на екзамен можна умовно розділити на п’ять 

частин, кожній із яких відповідає розділ даного посібника. Розглянуто 

системи лінійних алгебраїчних рівнянь, елементи векторної алгебри, 

многочлени від однієї змінної, основні алгебраїчні структури та взаємне 

розміщення прямих і площин, заданих рівняннями. Кожний розділ містить 

стисло викладений теоретичний матеріал, приклади та зразки розв’язання 

типових задач. Громіздкі доведення теорем і виведення формул пропущені. 

Посібник можна використовувати у якості довідника при підготовці до 

аудиторних занять, контрольних робіт, курсових. У кінці наведено список 

літератури, в якій даний матеріал викладено більш детально.  
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Перелік питань з «Алгебри і геометрії», що виносяться на 
державний екзамен 

 
1. Системи лінійних рівнянь. Класифікація систем лінійних рівнянь за 

кількістю розв’язків. Рівносильні системи. Метод послідовного 

виключення змінних розв’язування систем лінійних рівнянь.  

2. Матриці, дії з матрицями. Визначники матриць, їх властивості. Обернена 

матриця, критерій її існування, методи обчислення. Матричний метод 

розв’язування систем лінійних рівнянь.  

3. Числові вектори. Лінійна залежність та лінійна незалежність системи 

векторів. Ранг системи векторів. Ранг матриці. Критерій сумісності 

системи лінійних рівнянь (теорема Кронекера-Капеллі).  

4. Геометричні вектори. Лінійні операції над векторами. Колінеарність 

векторів.  

5. Скалярний добуток векторів, його властивості. Застосування до 

розв’язування задач (обчислення довжини вектора, кута між векторами).  

6. Векторний добуток векторів. Застосування до розв’язування задач 

(обчислення площі паралелограма, трикутника). 

7. Мішаний добуток векторів. Застосування до розв’язування задач 

(обчислення об’єму паралелепіпеда, піраміди, перевірка векторів на 

компланарність). 

8. Рівняння прямої на площині (загальне рівняння прямої, рівняння прямої 

з кутовим коефіцієнтом, канонічне рівняння прямої). Взаємне 

розміщення прямих на площині. Кут між прямими, умови паралельності 

та перпендикулярності прямих. Відстань від точки до прямої.  

9. Загальне рівняння площини. Взаємне розміщення площин. Кут між 

площинами, умови паралельності та перпендикулярності площин. 

Відстань від точки до площини. 
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10. Рівняння прямої у просторі. Взаємне розміщення прямої і площини. Кут 

між прямою і площиною. Умови паралельності та перпендикулярності. 

Взаємне розміщення прямих у просторі. Кут між прямими. Умови 

паралельності, перпендикулярності, мимобіжності прямих.  

11. Кільце многочленів від однієї змінної. Теорема про ділення многочленів 

з остачею. Схема Горнера.  

12. Корені многочлена. Теорема Безу та наслідок з неї. Кратність кореня 

многочлена. Основна теорема алгебри.  

13. Раціональні корені многочлена з цілими коефіцієнтами.  

14. Означення групи, кільця, поля. Приклади. Найпростіші властивості груп. 

Ізоморфізм груп. Приклади ізоморфних груп.  

15. Лінійний векторний простір. Означення, приклади, найпростіші 

властивості. Поняття базису лінійного векторного простору.  
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Розділ 1. Системи лінійних алгебраїчних рівнянь 

 
1.1. Системи лінійних алгебраїчних рівнянь. Основні поняття. 

Системи лінійних алгебраїчних рівнянь та матриці як правило 

розглядають над числовими полями.  

Числове поле – множина чисел, замкнена відносно 4 арифметичних дій: 

додавання, віднімання, множення та ділення. Зауважимо, що ділення на нуль 

заборонене. Поле будемо позначати літерою P . 

Приклади числових полів: множина всіх раціональних чисел Q , 

множина всіх дійсних чисел R , множина всіх комплексних чисел C . 

Справедливі включення CRQ  . Множина всіх цілих чисел Z  поля не 

утворює, бо результат ділення двох цілих чисел не завжди буде цілим числом 

(кажуть, що множина цілих чисел Z  не замкнена відносно дії ділення). 

Найчастіше будемо розглядати поле дійсних чисел R . 

У загальному випадку система лінійних алгебраїчних рівнянь (СЛАР) з n  

невідомими має вигляд: 
























mnmnjmjmmm

ininjjiiii

nnjj

nnjj

nnjj

bxaxaxaxaxa

bxaxaxaxaxa

bxaxaxaxaxa
bxaxaxaxaxa

bxaxaxaxaxa













332211

332211

333333232131

222323222121

111313212111

,

,
,

,

,    (1) 

де всі коефіцієнти iij ba ,  є елементами деякого числового поля P . 

Якщо 0321  mbbbb  , то система (1) називається однорідною. 

Якщо ж серед чисел mbbbb ,,,, 321   хоча б одне відмінне від 0, то система (1) 

називається неоднорідною.  

Розв’язком СЛАР з n  невідомими називається впорядкований набір з n  

чисел із поля P  виду ),,,,( 321 ncccc  , таких що при підстановці їх у систему 

(1) перетворюють кожне рівняння цієї системи в тотожність. 
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Впорядкований набір з n  чисел із поля P  будемо також називати n -

вимірним числовим вектором. 

Із коефіцієнтів СЛАР (1) можна утворити прямокутну таблицю розміру 

nm  :  























mnmmm

n

n

n

aaaa

aaaa
aaaa
aaaa











321

3333231

2232221

1131211

,       (2) 

яку будемо називати числовою матицею типу nm  , а числа jia  – її 

елементами.  

Для системи (1) матриця (2) називається основною матрицею системи, а 

матриця  























mmnmmm

n

n

n

b

b
b
b

aaaa

aaaa
aaaa
aaaa













3

2

1

321

3333231

2232221

1131211

      (3) 

розширеною матрицею системи. Числовий вектор-стовпець 























mb

b
b
b


3

2

1

 для СЛАР 

(1) називається вектором-стовпцем вільних членів. 

Система лінійних алгебраїчних рівнянь називається сумісною, якщо 

існує хоча б один її розв’язок. Якщо система лінійних алгебраїчних рівнянь 

не має розв’язків, то її називають несумісною. 

Сумісні СЛАР можуть мати або рівно один або безліч розв’язків. 

Система лінійних алгебраїчних рівнянь називається визначеною, якщо вона 

має єдиний розв’язок. Система лінійних алгебраїчних рівнянь називається 

невизначеною, якщо вона має безліч розв’язків. 

Дві СЛАР називаються рівносильними, якщо у них однакові множини 

розв’язків, тобто кожен розв’язок першої системи є розв’язком другої, і 

навпаки, кожен розв’язок другої системи є розв’язком першої. 
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Елементарні перетворення СЛАР:  

 поміняти місцями два рівняння; 

 помножити обидві частини якого-небудь рівняння на деяке число з 

поля відмінне від 0; 

 додати до одного рівняння інше. 

Теорема 1. При виконанні елементарних перетворень зі СЛАР 

отримуємо систему, рівносильну до початкової. 

Кажуть, що СЛАР має стандартну форму, якщо її розширена матриця 

має вигляд: 





































m

rnrrr

nr

nr

nr

d

d

d
d
d

tt

tt
tt
tt



















3

2

1

1

313

212

111

000000
000000

1000

0100
0010
0001

.    (4) 

По стандартній формі легко з’ясувати, якими є розв’язки СЛАР.  

СЛАР несумісна тоді і тільки тоді, коли mr   і існує хоча б одне 0id , 

для mir 1 .  

СЛАР має єдиний розв’язок ),,,,( 321 ndddd   тоді і тільки тоді, коли 

nr   і 021   mrr ddd  .  

В усіх інших випадках маємо безліч розв’язків СЛАР. Всю сукупність 

розв’язків можна записати у вигляді: 































.,,,,

),(

),(

),(

321

2211

222211222

122111111

довільніxxxx
xtxtxtdx

xtxtxtdx
xtxtxtdx

nrrr

nnrrrrrrrrr

nnrrrr

nnrrrr











    (5) 

Змінні nrr xxx ,,, 21   при цьому називаються вільними змінними, а 

rxxx ,,, 21   – залежними. Запис виду (5) називається загальним розв’язком 

СЛАР, розширена матриця якої має вигляд (4). Надаючи вільним змінним 
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довільних значень, дістаємо відповідні значення залежних, і отримуємо 

таким чином часткові розв’язки СЛАР. 

Теорема 2. Кожну СЛАР за допомогою елементарних перетворень 

можна звести до стандартної форми. 

Метод Гауса розв’язання СЛАР базується на зведенні СЛАР до 

стандартної форми за допомогою елементарних перетворень. 

1.2. Матриці, дії з матрицями 

Прямокутна таблиця розміру nm   з числами із деякого поля P  

називається матрицею над цим полем. Матрицю записують: 

nm
jiji

mnmmm

n

n

n

a

aaaa

aaaa
aaaa
aaaa

A 11

321

3333231

2232221

1131211

)( 



































,      (2) 

Кажуть, що матриця A  має тип nm  .  

Для однотипних матриць вводять операцію поелементного додавання: 
































































mnmnmmmm

nn

nn

mnmm

n

n

mnmm

n

n

bababa

bababa
bababa

bbb

bbb
bbb

aaa

aaa
aaa

























2211

2222222121

1112121111

21

22221

11211

21

22221

11211

 

Властивості додавання: 

 комутативність (для довільних однотипних матриць BA,  

виконується рівність ABBA  ); 

 асоціативність (для довільних однотипних матриць BA,  і C  

виконується рівність )()( CBACBA  ); 

 існування нульової матриці, елементами якої є всі нулі. 

Наступною операцією є множення матриці на число з поля. 

Виконується ця операція також поелементно: 
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







































mnmm

n

n

mnmm

n

n

tatata

tatata
tatata

aaa

aaa
aaa

t

















21

22221

11211

21

22221

11211

. 

Множення матриць задається складніше. Нехай A  – матриця типу km , 

а B  – матриця типу nk  . Тоді матриця AB  має тип nm  . Щоб отримати 

елемент jic  матриці AB , потрібно взяти i -тий рядок матриці A : 

),,,,( 321 kiiii aaaa   та j -тий стовпець матриці B : 





















jk

j

j

b

b
b


2

1

. Тоді  

jic jkkijijiji babababa  332211 .     (6) 

Властивості множення матриць: 

 некомутативність (у загальному випадку для матриць BA,  BAAB  ); 

 асоціативність (для довільних матриць BA,  і C , таких типів, що 

існує добуток CBA  )( , виконується рівність )()( CBACBA  ); 

 існування одиничної матриці 





















100

010
001









E . Ця матриця 

квадратна, і для довільної матриці A  та відповідного типу матриці E  

виконується рівність AEAAE  . 

1.3. Визначники матриць 

Нехай n  – натуральне число. Розглянемо множину },,3,2,1{ nM  . Її 

елементи можна впорядкувати !n  способами. Кожну перестановку множини 

M  будемо записувати у вигляді  niiii ,,,, 321  , де Mik  , jk ii   при jk  . 

Впорядкована пара ),( jk ii , jk  , перестановки  niiii ,,,, 321   називається 

правильною, якщо jk ii  . Неправильні пари називаються інверсіями.  
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Перестановка  niiii ,,,, 321   множини },,3,2,1{ nM   називається 

парною, якщо вона містить парну кількість інверсій; і, відповідно, непарною, 

якщо вона містить непарну кількість інверсій. Парних і непарних 

перестановок однакова кількість, а саме 
2
!n .  

Взаємно однозначне відображення множини },,3,2,1{ nM   на саму 

себе називається підстановкою на множині M .  Підстановки записують у 

вигляді 








niiii
n





321

321
, де нижній рядок є перестановкою 

 niiii ,,,, 321  . Підстановка називається парною (непарною), якщо парною 

(непарною) є перестановка її нижнього рядка. 

Розглянемо квадратну матрицю порядку n : 

























nnnnn

n

n

n

aaaa

aaaa
aaaa
aaaa

A











321

3333231

2232221

1131211

.     (2) 

1. Утворимо всі можливі добутки із n  елементів матриці A , так щоб всі 

співмножники цих добутків знаходилися в різних рядках та в різних 

стовпцях матриці.  

2. Кожному такому добутку 
niniii aaaa  

321 321  поставимо у відповідність 

підстановку 








niiii
n





321

321
 і обчислимо кількість інверсій у 

нижньому рядку 








niiii
n

inv




321

321
. 

3. Кожному добутку припишемо знак: 










 niiii
n

inv




321

321

)1(
niniii aaaa  

321 321 . 

4. Додамо усі такі добутки з приписаними знаками і отримаємо число, яке 

назвемо визначником матриці A . 

Визначник матриці A  позначають || A . 



 12  

21122211
2221

1211 aaaa
aa
aa

 ,       (7) 

322311332112312213322113312312332211

333231

232221

131211

aaaaaaaaaaaaaaaaaa
aaa
aaa
aaa

 .    (8) 

Основні властивості визначника 

1. Якщо у матриці є нульовий рядок, то її визначник дорівнює нулю. 

2. Якщо у матриці поміняти місцями два рядки, то її визначник змінить 

знак, не змінюючи при цьому абсолютного значення. 

3. Якщо матриця має два однакові рядки, то її визначник дорівнює нулю. 

4. Якщо довільний рядок матриці поелементно помножити на число t , то ї 

її визначник збільшиться в t  разів. 

5. Із рядка матриці можна виносити спільний множник за знак визначника. 

6. Якщо матриця має два пропорційні рядки, то її визначник дорівнює 

нулю. 

7. Якщо до рядка матриці додати кратне іншого, то визначник матриці не 

зміниться. 

8. 

nnnnn

knkkk

n

n

nnnnn

knknkkkkkk

n

n

aaaa

aaaa

aaaa
aaaa

aaaa

aaaaaaaa

aaaa
aaaa



























321

321

2232221

1131211

321

332211

2232221

1131211

 

nnnnn

knkkk

n

n

aaaa

aaaa

aaaa
aaaa














321

321

2232221

1131211

 .     (9) 

9. Позначимо через TA  транспоновану матрицю для матриці A : 
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























nnnnn

n

n

n

T

aaaa

aaaa
aaaa
aaaa

A











321

3332313

2322212

1312111

.    (10) 

Зауважимо, що матрицю TA  можна отримати з матриці A  помінявши 

рядки матриці A  на стовпці. 

Для довільної матриці |||| AAT  . 

10. Поняття визначника матриці симетричне відносно рядків та стовпців 

матриці. Тому всі властивості визначника матриці відносно стовпців такі 

ж, як і для рядків. 

11. Матриця A  називається верхньою (нижньою) трикутною, якщо 0jia  

для всіх ji   ( ij  ). Матриця, яка є одночасно і верхньою, і нижньою 

трикутною називається діагональною. Елементи nia ii ,1,   матриці A  

розташовані на її головній діагоналі і називаються діагональними.  

Визначник трикутної матриці дорівнює добутку елементів головної 

діагоналі. 

Основні методи обчислення визначників 

1. Виконання елементарних перетворень рядків та стовпців матриці до тих 

пір, поки не отримаємо трикутну. Після цього скористатися властивістю 

11. При виконанні елементарних перетворень враховувати властивості 

2,4 та 7. 

2. Розклад визначника за елементами рядка (стовпця) 

Викреслимо з матриці A  i -тий рядок та j -тий стовпець. Отримаємо 

підматрицю порядку )1( n . Визначник підматриці, отриманої таким чином, 

називається доповнюючим мінором елемента jia , і позначається jiM . 

Алгебраїчним доповненням елемента jia  матриці A  називається число  

ji
ji

ji MA  )1( .      (11) 

Має місце формула розкладу визначника за елементами i -того рядка: 
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niniiiiiii AaAaAaAaA  332211|| ,    (12) 

або j -того стовпця: 

ininjjjjjj AaAaAaAaA  332211|| ,    (12) 

1.4. Числові векторні простори 

Нехай P  – числове поле. Розглянемо множину 

}|),,,{( PP inn   21  усіх впорядкованих наборів по n  чисел із поля P . 

Такі впорядковані набори чисел із поля P  будемо називати числовими n -

вимірними векторами. Якщо ),,,( na  


21  – числовий вектор, то числа 

n ,, 21  – його координати. Два числові вектори ),,,( na  


21  і 

),,,( nb  


21  називають рівними, якщо рівні всі їх відповідні 

координати, тобто nn   ,,, 2211 . Числовий вектор 

),,,( 0000 

 , всі координати якого рівні нулю, називається нульовим. 

Запровадимо на множині nP  дію додавання:  

),,,( n 21 ),,,(),,,( nnn    221121 .  

Властивості додавання числових векторів: 

 комутативність (для довільних двох числових векторів nPba 
,  

виконується рівність abba 
 ); 

 асоціативність (для довільних трьох числових векторів nPcba 
 ,,  

виконується рівність )()( cbacba 
 ); 

 нульовий вектор нейтральний відносно дії додавання, тобто кожного 

вектора nPa  виконується рівність aa 
 0 ; 

 для кожного вектора nPa  існує такий вектор nPb


, що виконується 

рівність 0


 ba . Дійсно, для вектора ),,,( na  


21  слід взяти 

),,,( nb   


21 . Вектор b


 при цьому називають протилежним 

вектором до вектора a  і позначають a . 

Наступною операцією є множення числового вектора на число з поля. 

Виконується ця операція також поелементно:  
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),,,(),,,( nn   2121  . 

Введені дії додавання і множення на число пов’язані дистрибутивними 

законами: 

 baba
   )(  для довільних P  і nPba 

, ; 

 aaa    )(  для довільних P,  і nPa . 

Множина }|),,,{( PP inn   21  усіх впорядкованих наборів по n  

чисел із поля P  із введеними на ній діями додавання  та множення на число з 

поля P  називається числовим векторним простором над полем P . 

Натуральне число n  при цьому називається розмірністю числового 

векторного простору nP . 

1.5. Лінійна залежність (незалежність) системи векторів 

Лінійною комбінацією системи векторів ns Paaa 



 ,,, 21  називається 

вираз ssaaa 


   2211 , де s ,,, 21  – числа з поля P , які називають 

коефіцієнтами лінійної комбінації. Лінійна комбінація називається 

тривіальною, якщо всі її коефіцієнти дорівнюють нулю.  

Лінійна комбінація – це вектор. Очевидно, що тривіальна лінійна 

комбінація довільної системи векторів дорівнює нульовому вектору.  

Множина усіх можливих лінійних комбінацій системи векторів 

ns Paaa 



 ,,, 21  називається лінійною оболонкою векторів saaa 


 ,,, 21  і 

позначається ),,,( saaaL 



21 . 

Якщо для вектора nPb


 існують такі числа s ,,, 21  з поля P , що 

ssaaab 



  2211 , то кажуть, що вектор b


 лінійно виражається через 

вектори saaa 


 ,,, 21  з коефіцієнтами s ,,, 21 . Будемо писати 

),,,( saaaLb 



21 . Очевидно, що нульовий вектор лінійно виражається через 

будь-яку систему векторів з нульовими коефіцієнтами, тобто 

saaa 



0000 21  . 

Означення 1. Система векторів saaa 


 ,,, 21  називається лінійно 

незалежною, якщо лише тривіальна лінійна комбінація цих векторів 
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дорівнює нульовому вектору, тобто якщо 0


 лінійно виражається через 

вектори системи лише одним способом: saaa 



0000 21  . 

Означення 2. Система векторів saaa 


 ,,, 21  називається лінійно 

незалежною, якщо із рівності 02211





 ssaaa   випливає, що 

021  s  . 

Означення 1′. Система векторів saaa 


 ,,, 21  називається лінійно 

залежною, якщо існує нетривіальна лінійна комбінація цих векторів, що 

дорівнює нульовому вектору, тобто якщо 0


 лінійно виражається через 

вектори системи більше, ніж одним способом. 

Означення 2′. Система векторів saaa 


 ,,, 21  називається лінійно 

залежною, якщо існують такі числа s ,,, 21  з поля P , серед яких не всі 

нулі, і для яких виконується рівність 02211





 ssaaa  . 

1.6. Властивості лінійно залежних та лінійно незалежних 

систем векторів 

1. Якщо система векторів saaa 


 ,,, 21  – лінійно незалежна, а система 

baaa s




 ,,,, 21  – лінійно залежна, то вектор b


 лінійно виражається через 

вектори saaa 


 ,,, 21 .  

2. Система векторів saaa 


 ,,, 21  лінійно залежна тоді і тільки тоді, коли у 

цій системі існує вектор, що лінійно виражається через решту векторів 

системи.  

3. Кожна підсистема лінійно незалежної системи векторів буде лінійно 

незалежною.  

4. Кожна надсистема лінійно залежної системи векторів буде лінійно 

залежною.  

5. Якщо кожен із векторів системи mbbb





,,, 21  лінійно виражається через 

вектори системи saaa 


 ,,, 21  і при цьому sm  , то система векторів 

mbbb





,,, 21  є лінійно залежною. 
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1.7. Базис числового векторного простору 

Система векторів називається базисом числового векторного простору 

nP , якщо вона лінійно незалежна, і кожен вектор числового векторного 

простору nP  лінійно виражається через вектори цієї системи.  

Теорема 1. У числовому векторному просторі nP  існує базис. 

Дійсно, система векторів ),,,,( 00011 

e , 

),,,,( 00102 

e , 

),,,,( 01003 

e , 

………………… 
),,,,( 1000 


ne , 

лінійно незалежна, і довільний nn Pa  ),,,(  


21  можна подати у вигляді 

nneeea 


   2211 .  

Теорема 2. У числовому векторному просторі nP  кожен базис 

складається з n  лінійно незалежних векторів. Кожна система із n  лінійно 

незалежних векторів утворює базис у числовому векторному просторі nP . 

Наслідок. У числовому векторному просторі nP  не існує лінійно 

незалежної системи більше, ніж з n  векторів.  

Кількість векторів у базисі простору називається його розмірністю. 

Максимальна кількість лінійно незалежних векторів у просторі називається 

його розмірністю.  

Теорема 3. Числовий векторний простір nP  має розмірність n . 

Теорема 4. Кожен вектор простору виражається через вектори базису 

однозначно. 

▲ Нехай naaa 


 ,,, 21  – базис простору nP , а вектор nPb


 виражається 

через базисні вектори більше, ніж одним способом, тобто 

nnnn aaaaaab 






  22112211 . 

Тоді nnn aaa 



)()()(   2221110 . Оскільки naaa 


 ,,, 21  

– лінійно незалежна система, маємо 02211  nn   . Тому 
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nn   ,,, 2211 , і вектор b


 виражається через базисні вектори 

однозначно. ■ 

1.8. Поняття підпростору числового векторного простору 

Підмножина nPW   називається підпростором числового векторного 

простору nP , якщо вона замкнена відносно дії додавання векторів і 

множення векторів на число з поля P .  

Приклади підпросторів: 

1) nP  – числовий векторний простір є підпростором цього ж 

простору; 

2) }{0


 – нульовий векторний підпростір; 

3) nin PniPW   },,|),,,,{( 101211   . 

4) Нехай saaa 


 ,,, 21  – система векторів простору nP . Тоді лінійна 

оболонка ),,,( saaaL 



21 , породжена векторами saaa 


 ,,, 21 , – 

підпростір числового векторного простору nP .  

Твердження 1. Кожен підпростір числового векторного простору nP  

можна розглядати як лінійну оболонку, породжену деякою системою 

векторів простору nP . 

Максимальна лінійно незалежна підсистема системи saaa 


 ,,, 21  

називається базисом лінійної оболонки ),,,( saaaL 



21 , а максимальна 

кількість лінійно незалежних векторів системи saaa 


 ,,, 21  називається 

розмірністю лінійної оболонки ),,,( saaaL 



21  і позначається 

),,,(dim saaaL 



21 .  

1.9. Ранг системи векторів 

Максимальна кількість лінійно незалежних векторів системи saaa 


 ,,, 21  

називається рангом системи векторів saaa 


 ,,, 21  і позначається 

),,,( saaarang 



21 . Очевидно, saaarang s ),,,( 




21  і saaarang s ),,,( 



21  

тоді і тільки тоді, коли система векторів saaa 


 ,,, 21  – лінійно незалежна.  
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Очевидно, ),,,(),,,(dim ss aaarangaaaL 






2121  . 

Дві системи векторів називаються еквівалентними, якщо кожен вектор 

однієї системи лінійно виражається через вектори іншої і навпаки. 

Твердження. Дві еквівалентні лінійно незалежні системи векторів 

складаються із однакової кількості векторів. 

Зауваження 1. Еквівалентні системи векторів мають однаковий ранг, бо 

породжують один і той же підпростір. 

Зауваження 2. Елементарні перетворення системи векторів ( поміняти 

місцями вектори системи; помножити вектор системи на число, відмінне від 

нуля; додати до одного вектора системи інший) не змінюють рангу системи. 

1.10. Поняття рангу матриці 

Кожну матрицю типу nm   можна розглядати як систему із m  n -

вимірних числових векторів-рядків та як систему із n  m -вимірних числових 

векторів-стовпців. Для квадратної матриці має місце така теорема: 

Теорема 1. Визначник квадратної матриці дорівнює нулю тоді і тільки 

тоді, коли її рядки лінійно залежні. 

Зауважимо, що у теоремі 1 слово “рядки” можна замінити на слово 

“стовпці”.  

Теорема 2. Ранг векторів-стовпців матриці дорівнює рангу векторів-

рядків матриці. 

Тому надалі будемо говорити про ранг матриці як про спільне значення 

рангу системи векторів-стовпців і рангу системи векторів-рядків матриці. 

1.11. Критерій сумісності та критерій визначеності СЛАР 

Теорема (Кронекера-Капеллі). Система лінійних алгебраїчних рівнянь 

буде сумісною тоді і тільки тоді, коли ранг її основної матриці дорівнює 

рангу розширеної матриці системи. 

Теорема (критерій визначеності СЛАР). Система лінійних 

алгебраїчних рівнянь буде визначеною тоді і тільки тоді, коли ранг її 

основної матриці дорівнює рангу її розширеної матриці і дорівнює кількості 

невідомих в системі. 
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Теорема (Крамера). Система лінійних алгебраїчних рівнянь з 

квадратною основною матрицею буде мати єдиний розв’язок тоді і тільки 

тоді, коли визначник цієї матриці відмінний від нуля. 

Теорема. Система лінійних алгебраїчних рівнянь з квадратною 

основною матрицею буде сумісною для довільних правих частин тоді і тільки 

тоді, коли визначник цієї матриці відмінний від нуля. 

Для СЛАР з квадратною основною матрицею, визначник якої відмінний 

від нуля, існують формули для знаходження їх єдиного розв’язку.  

Позначимо через   визначник основної матриці системи, через i  – 

визначник матриці, утвореної з основної матриці СЛАР заміною її i -того 

стовпця на стовпець вільних членів. Тоді 0  і єдиний розв’язок СЛАР: 






























.

,

,

n
nx

x

x



2
2

1
1

      (1) 

Формули (1) називають формулами Крамера, а метод розв’язання СЛАР 

з квадратною основною матрицею, визначник якої відмінний від нуля, 

методом Крамера. Зауважимо, що не кожну СЛАР можна розв’язати цим 

методом. Щоб застосувати формули (1), основна матриця системи має бути 

квадратною і невиродженою. 

1.12. Обернена матриця, критерій її існування та методи 

обчислення 

Будемо розглядати квадратні матриці порядку n . Такі матриці можна 

додавати і множити. В результаті таких дій будемо отримувати знову 

квадратні матриці порядку n . Квадратна матриця 





















100

010
001









E , у 

якої усі діагональні елементи одиниці, а решта елементів – нулі, називається 
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одиничною. Вона виконує роль нейтрального елемента відносно операції 

множення матриць, тобто для кожної квадратної матриці A  порядку n  

AAEEA  . 

Матриця B  називається оберненою до матриці A , якщо EABBA  . 

Позначають обернену до матриці A  через 1A . 

Теорема (критерій існування оберненої матриці). Для матриці A  існує 

обернена матриця тоді і тільки тоді, коли 0|| A . 

Існує два способи обчислення оберненої матриці.  

Перший спосіб. 

1. Обчислюємо визначник || A . Якщо 0|| A , то матриці оберненої до A  не 

існує. 

2. Кожний елемент ija  матриці A  заміняємо на його алгебраїчне 

доповнення ijA . 

3. Отриману матрицю з алгебраїчних доповнень транспонуємо. Матрицю 





















nnnn

n

n

AAA

AAA
AAA

A









21

22212

12111

~  називають приєднаною до матриці A . 

4. Ділимо кожний елемент приєднаної матриці A~  на визначник 0|| A . 

Тобто    





















nnnn

n

n

AAA

AAA
AAA

A
A









21

22212

12111

1 1
||

.   (2) 

Другий спосіб. 

Другий спосіб полягає у одночасному розв’язуванні n  СЛАР з 

однаковою основною матрицею A  методом Гаусса. Розглянемо матрицю  
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 EA |




















100

010
001

21

22221

11211

















nnnn

n

n

aaa

aaa
aaa

. Будемо виконувати з нею 

елементарні перетворення рядків, поки на місці матриці A  не отримаємо 

одиничну матрицю E . Тоді після вертикальної риски отримаємо  1A . 

 EA |




















100

010
001

21

22221

11211

















nnnn

n

n

aaa

aaa
aaa

~   

~ )|( 1

21

22221

11211

100

010
001






















AE

xxx

xxx
xxx

nnnn

n

n

















. 

1.13. Визначник добутку матриць 

Теорема. Для довільних квадратних матриць BA,  однакового порядку 

має місце рівність |||||| BABA  . 

Наслідок. Якщо 0|| A , то існує 1A  і 
||

||
A

A 11  . 

1.14. Підпростір розв’язків однорідної СЛАР 

Зауважимо для початку, що однорідна СЛАР завжди сумісна, оскільки 

має нульовий розв’язок ),,,,,( 00000  . 

Теорема 1. Якщо ранг основної матриці однорідної СЛАР з n  

невідомими дорівнює r , то множина всіх розв’язків цієї системи утворює 

підпростір розмірності rn   у числовому векторному просторі nP . 

Базис підпростору розв’язків однорідної СЛАР називається 

фундаментальною системою розв’язків (ФСР) однорідної СЛАР. Кожний 

розв’язок однорідної СЛАР можна отримати як лінійну комбінацію ФСР. 

Щоб побудувати ФСР однорідної СЛАР потрібно спочатку її розв’язати 

методом Гаусса. Нехай загальних розв’язок однорідної системи: 
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





























.,,,,

,

,

,

довільніxxxx
xtxtxtx

xtxtxtx
xtxtxtx

nrrr

nnrrrrrrrr

nnrrrr

nnrrrr











321

2211

22221122

12211111

    (3) 

Тоді покладемо 11 rx , а решті вільних змінних надамо значення нуль. 

Обчислимо значення залежних змінних 111  rtx , 122  rtx , … , 1 rrr tx . 

Отримали частковий розв’язок ),,,,,,,( 001112111 


  rrrr tttf . 

Аналогічно, надаючи по черзі кожній вільній змінній значення 1, а решті 

вільних змінних значення 0, і обчислюючи відповідні значення залежних 

змінних, отримуємо часткові розв’язки rnff 





,,1 . 

),,,,,,,( 001112111 


  rrrr tttf , 

),,,,,,,( 010222212 


  rrrr tttf , 

………………………………………. 

),,,,,,,( 10021 


nrnnrn tttf  . 

1.15. Зв’язок між розв’язками неоднорідної і відповідної однорідної 

СЛАР 

Теорема. Будь-який розв’язок неоднорідної СЛАР можна подати у 

вигляді суми фіксованого часткового розв’язку цієї системи і деякого 

розв’язку відповідної однорідної СЛАР. З іншого боку, сума розв’язку 

неоднорідної СЛАР і розв’язку відповідної однорідної СЛАР буде розв’язком 

неоднорідної СЛАР. 

Наслідок. Загальний розв’язок неоднорідної СЛАР можна подати у 

вигляді rnrn fffca 



  2211 , де c  – частковий розв’язок 

неоднорідної СЛАР, rnff 





,,1  – фундаментальна система розв’язків 

однорідної СЛАР, а rn ,,, 21  – довільні числа з поля P . 
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1.16. Приклади розв’язання типових задач 

Завдання № 1. Розв’язати систему лінійних алгебраїчних рівнянь методом 

Гаусса: 














98422
3392

05

54321

54321

54321

xxxxx
xxxxx

xxxxx
. 

Розв’язання 

Випишемо розширену матрицю системи і будемо виконувати 

елементарні перетворення її рядків: 






















9
3
0

84221
13912
11511























9
3
0

93330
31110
11511

 





















0
3
0

00000
31110
11511

 










3
3

31110
22401

. 

Відповідна система лінійних алгебраїчних рівнянь має вигляд: 








33
3224

5432

5431

xxxx
xxxx

. 

Тоді загальний розв’язок системи лінійних алгебраїчних рівнянь можна 

записати у вигляді: 













довільні,,
33

2243

543

5432

5431

xxx
xxxx

xxxx
. 

Система сумісна і невизначена. 

Відповідь. Система лінійних алгебраїчних рівнянь сумісна і невизначена та 

її загальний розв’язок має вигляд: 













довільні,,
33

2243

543

5432

5431

xxx
xxxx

xxxx
. 
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Завдання № 2. Дослідити на сумісність і розв’язати систему лінійних 

алгебраїчних рівнянь за формулами Крамера та матричним 

способом: 













3547
332

194

321

321

321

xxx
xxx
xxx

 

Розв’язання 

Обчислимо визначник основної матриці системи:  

50124078485
547
312
141




 . 0 . Тому система 

сумісна і визначена.  

100228603123695
543
313
1419

1 


 , 

200190921399615
537
332
1191

2 


 , 

501224133152843
347
312
1941

3 


 . 

Тоді за формулами Крамера маємо: 

21
1 




x , 42
2 




x , 13
3 




x . 

Оскільки 0 , для основної матриці A  системи існує обернена. Знайдемо 

її. Для цього обчислимо алгебраїчні доповнення всіх елементів матриці: 

24
54
14

)1(7
54
31

)1( 2121
21

211111
11

11 


  MMAMMA   

13
31
14

)1( 3131
13

31 


  MMA  

1211 323222221212  MAMAMA  

9321 333323231313  MAMAMA  
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Обернена матриця до матриці A  має вигляд:  


















332313

322212

312111
1

||
1

AAA
AAA
AAA

A
A . 

Отже, 





















9321
1211

13247

50
11A .  

Систему у матричній формі можна записати у вигляді: 


































3
3
19

3

2

1

x
x
x

A . 

Помножимо цю рівність зліва на матрицю 1A . Маємо  




































3
3
19

1

3

2

1

A
x
x
x







































































1
4

2

50
200

100

50
1

3
3
19

9321
1211

13247

50
1 . 

Отже, розв’язок системи 21 x , 42 x , 13 x .  

Для перевірки підставимо знайдений розв’язок у систему:  













315)4(427
313)4(22
191)4(42

 

Відповідь:  21 x , 42 x , 13 x . 

Завдання № 3. Знайти фундаментальну систему розв’язків однорідної 

системи лінійних алгебраїчних рівнянь: 













072102
0622
0383

54321

54321

5421

xxxxx
xxxxx
xxxx

. 

Розв’язання 

Випишемо основну матрицю системи лінійних алгебраїчних рівнянь і 

будемо виконувати елементарні перетворення її рядків, тобто будемо 

розв’язувати систему методом Гаусса: 
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



















721012
16212
38013






















641220
16212
22201

 























32610
32610
22201




















00000
32610
22201

 

 










32610
22201

 

Запишемо відповідну систему лінійних алгебраїчних рівнянь 








0326
0222

5432

5431

xxxx
xxxx

 

Тоді загальний розв’язок системи лінійних алгебраїчних рівнянь можна 

записати у вигляді: 













довільні,,
326
222

543

5432

5431

xxx
xxxx
xxxx

. 

Будемо надавати по черзі одній із вільних змінних значення 1, а решті 

вільних змінних – значення 0. Обчислимо відповідні значення залежних 

змінних, і отримаємо три часткові розв’язки системи лінійних алгебраїчних 

рівнянь, які і утворять фундаментальну систему розв’язків. 

Покладемо 13 x , 054  xx . Тоді 21 x  і 62 x . 

Маємо частковий розв’язок  0,0,1,6,21 f


. 

Покладемо 14 x , 053  xx . Тоді 21 x , 22 x  і відповідний 

частковий розв’язок  0,1,0,2,22 f


. 

Насамкінець покладемо 15 x , 043  xx , і отримаємо частковий 

розв’язок  0,1,0,2,23 f


. 

Числові вектори 1f


, 2f


 та 3f


 складають шукану фундаментальну 

систему розв’язків. 

Відповідь:  
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 0,0,1,6,21 f


. 

 0,1,0,2,22 f


. 

 0,1,0,2,23 f


. 

Завдання № 4. Обчислити визначник матриці: 






















0411
5620
2431
1342

. 

Розв’язання 

Спочатку зробимо нулі в нижньому рядку матриці віднявши від другого 

стовпця перший, і від третього стовпця перший, помножений на 4:  






















0411
5620
2431
1342
























0401
5620
2421
1362
























0001
5620
2821
11162

. 

Визначник матриці при цьому не зміниться. 

Розкладемо визначник отриманої матриці за останнім рядком: 








562
141
1116

2
562
282
1116

)1(1

0001
5620
2821
11162

41
14

41 MA  

.350)175(2)55368622120(2
)5111166)4(1261111125)4(6(2




 

Відповідь:   350|| A . 

Завдання № 5. Знайти матрицю, обернену до заданої: 





















111
012
111

 

Розв’язання 
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Одним із методів знаходження оберненої матриці є її обчислення за 

формулою 

















332313

322212

312111
1

||
1

AAA
AAA
AAA

A
A , як у задачі 2. 

Застосуємо метод елементарних перетворень. Для цього допишемо до 

заданої матриці одиничну матрицю третього порядку і будемо виконувати 

елементарні перетворення рядків до тих пір, поки на місці заданої матриці не 

отримаємо одиничну. Тоді зліва від неї буде шукана обернена матриця. 





















100
010
001

111
012
111


























101
012
001

220
210
111

 



























2
102

1
012
001

110
210
111


























2
112

3
012
011

100
210
101

 























2
112

3
011
2

102
1

100
010
001

. 

Відповідь:  




















2
112

3
011
2

102
1

1A . 

Завдання № 6. Знайти добуток матриць 





















411
123
302





















204
321
052

. 

Розв’язання 





















411
123
302





















204
321
052

= 
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           
           

            




















243101042151441121
213203012253411223
233002032052431022

= 






















11715
81112
61016

 

Відповідь:  





















411
123
302





















204
321
052






















11715
81112
61016

 

Завдання № 7. Обчислити ранг матриці: 




















1014
231
124

 

Розв’язання 

Будемо виконувати елементарні перетворення рядків та стовпців 

матриці, які не змінюють рангу: 




















1014
231
124






















27420
9140
231
















 

000
9140
231

. 

Отримали два ненульових рядки. Отже, ранг матриці дорівнює два. 

Відповідь: 2rang A . 

Завдання № 8. Перевірити на лінійну залежність систему векторів: 

     1,2,3,1,1,2,0,1,1 321  aaa  . 

Розв’язання 

Утворимо із числових векторів матрицю: 






















123
112
011

A . 

Довести, що вектори 321 ,, aaa   лінійно незалежні можна двома 

способами. Перший спосіб полягає у обчисленні рангу матриці A . Якщо цей 
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ранг дорівнює кількості векторів (у даному випадку їх 3), то ці вектори 

лінійно незалежні. Якщо матриця A  – квадратна, то замість рангу можна 

обчислити її визначник. Вектори 321 ,, aaa   будуть лінійно незалежними тоді і 

тільки тоді, коли 0|| A . 

Продемонструємо перший спосіб: 






















123
112
011

A 




















110
130
011





















130
110

011





















400
110

011
. 

Звідси 3Arang . Отже, вектори 321 ,, aaa   – лінійно незалежні. 

Другий спосіб: 

04220031
123
112
011

|| 



A . Отже, вектори 321 ,, aaa   – 

лінійно незалежні. 

Відповідь: 321 ,, aaa   – лінійно незалежні. 

Завдання № 9. Довести, що вектори    ,2,2,3,4,2,1 21  aa   

 5,3,03a  утворюють базис у просторі. Розкласти вектор  9,1,6 x  

за цим базисом. 

Розв’язання 

Утворимо з числових векторів матрицю типу 33  і обчислимо її 

визначник: 

010306003610
524
322
031





.  

Оскільки визначник утвореної матриці відмінний від нуля, її вектори-

стовпці – лінійно незалежні. Цих векторів три, і вони мають по три 

компоненти. Тому вони утворюють базис.  

За означенням базису, будь-який вектор, зокрема і x , лінійно 

виражається через вектори 321 ,, aaa   з деякими коефіцієнтами, які 

визначаються однозначно. Таким чином, для x  існують і єдині числа 
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321 ,, xxx  такі, що виконується рівність xaxaxax 
 332211 . У 

розгорнутому вигляді її можна записати: 









































































9
1
6

5
3
0

2
2
3

4
2
1

321 xxx . 

Це система лінійних алгебраїчних рівнянь у векторній формі. Запишемо 

її ще у матричній формі: 
























































9
1
6

524
322
031

3

2

1

x
x
x

. 

Розв’яжемо цю систему методом Гауса.  























9
1
6

524
322
031























15
13
6

5100
380
031























3
13
6

120
380
031

 























3
4

6

120
020
031























3
2

6

120
010
031


















1
2

0

100
010
001

. 

Отже, 01 x , 22 x , 13 x . Тому 322 aax 
 . 

Відповідь: 322 aax 
 . 
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Розділ 2. Геометричні вектори. Скалярний, векторний 
та мішаний добутки.  

 
2.1. Геометричні вектори. Основні поняття. 

Геометричний вектор – це направлений відрізок, що сполучає дві точки 

площини або простору, які називаються початком та кінцем вектора. 

Довжина вектора називається його модулем.  

Вектор називається нульовим, якщо його початок збігається з кінцем. 

Модуль вектора – невід’ємне число; модуль нульового вектора дорівнює 

нулю.  

Вектори називаються колінеарними, якщо вони лежать на одній прямій 

або на паралельних прямих. Нульовий вектор вважається колінеарним до 

довільного вектора.  

Означення 1. Геометричні вектори називаються рівними, якщо вони 

колінеарні, мають однаковий напрям і довжину. 

Означення 2. Геометричні вектори називаються рівними, якщо вони 

суміщаються паралельним перенесенням. 

У геометрії не розрізняють рівні вектори, у яких різні початки. 

Позначаються геометричні вектори маленькими літерами латинського 

алфавіту із стрілочкою над літерою. Наприклад, a , b


. Якщо при цьому 

відомо, що початок вектора у точці A , а кінець – у точці B , то пишуть AB . 

Вектор b


 називається протилежним до вектора a , якщо вектори a  і b


 

– колінеарні, мають рівні модулі і протилежно направлені. Позначають 

протилежний до a  вектор a . 

Модуль вектора a  позначають || a . 

Одиничний вектор – це вектор, модуль якого дорівнює одиниці. 

2.2. Лінійні операції над геометричними векторами 

Операція додавання векторів 

Нехай маємо два вектори ba
, . Виконаємо паралельне перенесення 

вектора b


 так, щоб його початок сумістився з кінцем вектора a . Сполучимо 
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відрізком початок вектора a  з кінцем вектора b


. Вектор, початок якого 

збігається з початком вектора a , а кінець – із кінцем вектора b


 будемо 

називати сумою векторів ba
, . Описане вище правило побудови суми двох 

векторів називають правилом трикутника. 

Суму двох векторів можна побудувати ще одним способом. Виконаємо 

паралельне перенесення вектора b


 так, щоб його початок сумістився з 

початком вектора a . Побудуємо на векторах a  і b


 паралелограм. Вектор, 

направлений вздовж діагоналі цього паралелограма, початок якого збігається 

зі спільним початком векторів a  і b


, а кінець – з протилежною вершиною 

паралелограма, є сумою векторів a  і b


. Це правило побудови суми векторів 

називається правилом паралелограма.  

Введена операція додавання векторів комутативна і асоціативна. 

Нульовий вектор нейтральний відносно додавання, тобто для довільного 

вектора a  маємо aa 
 0 . Сума двох взаємно протилежних векторів 

дорівнює нульовому вектору, тобто для довільного вектора a  маємо 

0


 )( aa .  

Множення вектора на число 

Добутком вектора a  на число   називається вектор a , який 

задовольняє наступні три умови: 

1) |||||| aa 
  ; 

2) вектори a  і a  – колінеарні; 

3) вектори a  і a  – співнаправлені, якщо 0 , і вектори a  і a  – 

протилежно направлені, якщо 0 . 

Операція множення вектора на число має такі основні властивості: 

1) для довільних чисел ,  і вектора a   aa  )()(   ; 

2) для довільного вектора a   aa  1 ; 

3) для довільного вектора a   00


 a ; 

4) для довільного вектора a   aa  1 . 
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Введені операції додавання векторів та множення вектора на число 

пов’язані між собою двома дистрибутивними законами: 

1) для довільних чисел ,  і вектора a   aaa    )( ; 

2) для довільних векторів a , b


і числа    baba
   )( . 

Операція віднімання векторів – протилежна до операції додавання. 

Різницею векторів a  і b


 називається такий вектор c , для якого abc 
 . 

Побудувати різницю векторів ba


  можна за правилом трикутника. 

Виконаємо паралельне перенесення вектора b


 так, щоб його початок 

сумістився з початком вектора a . Сполучимо відрізком кінці векторів a  і b


. 

Вектор, початок якого збігається з кінцем вектора b


, а кінець – із кінцем 

вектора a  буде різницею векторів ba


 .  

Лема про колінеарні вектори. Для того, щоб вектори a  і 0


b  були 

колінеарні необхідно і достатньо, щоб існувало таке дійсне число  , що 

ba


 .  

Зауваження. Властивості лінійних операцій над геометричними 

векторами схожі із властивостями лінійних операцій над числовими 

векторами. Числові векторні простори – широке узагальнення геометричних. 

Із зауваження випливає, що означення лінійної залежності, всі поняття 

введені у числових векторних просторах, теореми для геометричних векторів 

зберігаються. Окремо слід розглянути питання про базис і розмірності 

просторів геометричних векторів. 

Система векторів називається базисом векторного простору , якщо вона 

лінійно незалежна, і кожен вектор векторного простору лінійно виражається 

через вектори цієї системи.  

Із леми про колінеарні вектори випливає, що два вектори лінійно 

залежні тоді і тільки тоді, коли вони колінеарні. 

У геометрії розглядають геометричні вектори площини та геометричні 

вектори простору. 
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Теорема 1. У площині кожна впорядкована пара неколінеарних векторів 

утворює базис. З іншого боку, кожен базис у площині складається з двох 

неколінеарних векторів. 

Вектори називаються компланарними, якщо у просторі існує площина, 

до якої всі ці вектори паралельні.  

Очевидно, що будь-яка пара векторів компланарна. Системи більше, ніж 

з двох векторів можуть бути як компланарними, так і некомпланарними. 

Теорема 2. У просторі кожна впорядкована трійка некомпланарних 

векторів утворює базис. З іншого боку, кожен базис у просторі складається з 

трьох некомпланарних векторів. 

Оскільки кожен вектор простору можна єдиним способом подати у 

вигляді лінійної комбінації базисних векторів, можна ввести поняття 

координат вектора у заданому базисі.  

Координати вектора у заданому базисі – це коефіцієнти лінійної 

комбінації, у вигляді якої даний вектор виражається через базисні вектори. 

Теорема 3. Координати суми векторів дорівнюють сумам відповідних 

координат цих векторів. Координати вектора, помноженого на число, 

дорівнюють координатам цього вектора, помноженим на це число. 

Отже, вибравши базис кожному геометричному вектору можна 

поставити у відповідність впорядковану пару (для векторів у площині) або 

впорядковану трійку ( для векторів у просторі) дійсних чисел, тобто 

числовий вектор із простору 2R  або 3R . Лінійні операції з геометричними 

векторами, що задані своїми координатами в деякому фіксованому базисі, 

зводяться до лінійних операцій з відповідними числовими векторами.  

Часто у просторі вибирають декартову прямокутну систему координат. 

А у якості базису вибирають одиничні вектори kji


,, , направлені вздовж 

координатних осей Ox , Oy  та Oz .  

Проекцією вектора a  на вісь v  називається число, яке дорівнює добутку 

модуля вектора a  на косинус кута між вектором і додатнім напрямком осі, 

тобто  ),cos(||


 vaaaпрv
 . 
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Геометричний зміст координат вектора. Координати вектора – це 

проекції вектора на координатні осі Ox , Oy  та Oz .  

Теорема 4. Вектори колінеарні тоді і тільки тоді, коли їх координати 

пропорційні. 

Теорема 5. Вектори ),,( 321 aaaa , ),,( 321 bbbb


 і ),,( 321 cccc  компланарні 

тоді і тільки тоді, коли 0

321

321

321


ccc
bbb
aaa

. 

2.3. Скалярний добуток векторів 

Скалярним добутком двох ненульових векторів a  і b


 називається число  

),cos(||||),(


 bababa
 .      (1) 

Для довільного вектора a   000  ),(),( aa  . 

Оскільки для ненульових векторів a  і b


  ),cos(||


 baaaпрb


 , маємо  

bпрaaпрbba ab


  ||||),( .     (2) 

Властивості скалярного добутку 

1) для довільних векторів a  і b


  ),(),( abba 
 . Кажуть, що 

скалярний добуток комутативний. 

2) для довільних векторів a , b


і числа    ),(),( baba
   . 

Кажуть, що числовий множник можна виносити із першого аргументу 

скалярного добутку. 

▲ За означенням скалярного добутку і множення вектора на число 

маємо ),cos(||||||),cos(||||),(


 bababababa
  .   (3) 

Розглянемо випадки. 

1) Нехай 0 . Тоді 000  ),(),(),( bbaba
  і 00  ),(),( baba

 . 

Тому для 0  рівність ),(),( baba
    виконується. 

2) Нехай 0 . Тоді  ||  і вектори a  та a  – колінеарні і однаково 

направлені. Тому ),(),(


 baba
 . Із (3) випливає  
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),(),cos(||||),( babababa
  



. 

3) Нехай 0 . Тоді  ||  і вектори a  та a  – колінеарні і 

протилежно направлені. Тому ),(),(


 baba
  . Із (3) випливає  

),(),cos(||||)),(cos(||||),( babababababa
  



. 

Отже, рівність ),(),( baba
    виконується для всіх чисел   і векторів 

a , b


. ■ 

3) для довільних векторів a , b


і c   ),(),(),( cbcacba 
 . 

Кажуть, що скалярний добуток адитивний по першому аргументу. 

▲ Рівність очевидна при 0


c . Нехай тепер 0


c .  

Тоді  ),( cba 
 bпрcaпрcbпрaпрcbaпрc ccccc


 ||||)(||)(||  

),(),( cbca 
 . ■ 

4) для довільних векторів a , b


і числа    ),(),( baba
   . 

Кажуть, що числовий множник можна виносити із другого аргументу 

скалярного добутку. 

5) для довільних векторів a , b


і c   ),(),(),( bcacbac


 . 

Кажуть, що скалярний добуток адитивний по другому аргументу. 

6) Скалярний добуток двох векторів додатний, якщо кут між ними 

гострий. 

7) Скалярний добуток двох векторів від’ємний, якщо кут між ними 

тупий. 

8) Скалярний добуток двох векторів дорівнює нулю тоді і тільки 

тоді, коли ці вектори перпендикулярні. 

▲ Якщо вектори ненульові, то їх модулі не дорівнюють нулю. Тому із 

(1) випливає, що косинус кута між векторами дорівнює нулю. Отже, цей кут 

прямий. З іншого боку, якщо вектори перпендикулярні, то косинус кута між 

векторами дорівнює нулю і з (1) маємо скалярний добуток цих векторів 

також дорівнює нулю. 
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Нульовий вектор вважається перпендикулярним до будь-якого вектора. 

З іншого боку, для довільного вектора a    000  ),(),( aa  . ■ 

9) для довільного вектора a   2||),( aaa 
 . 

Теорема. Нехай вектори a  і b


 задані координатами у декартовій 

прямокутній системі координат: kzjyixa


111  , kzjyixb


222  . Тоді  

212121 zzyyxxba ),(
 .     (4) 

▲ Оскільки  вектори kji


,,  – попарно перпендикулярні, 

0 ),(),(),( kjkiji


. Вектори kji


,,  – одиничні, тому за властивістю 9, 

1 ),(),(),( kkjjii


.  

Використовуючи властивості 2-5 скалярного добутку, отримуємо: 

 ),(),(),(),(),( kizxjiyxiixxkzjyixkzjyixba


212121222111   

 ),(),(),(),(),(),( kkzzjkyzikxzkjzyjjyyijxy


212121212121   

212121 zzyyxx  . ■ 

Наслідок 1. Для вектора kzjyixa


     

222 zyxaaa  ),(||  .    (5) 

Наслідок 2. Нехай вектори a  і b


 задані координатами у декартовій 

прямокутній системі координат: kzjyixa


111  , kzjyixb


222  . Тоді  

2
2

2
2

2
2

2
1

2
1

2
1

212121

zyxzyx

zzyyxxba







),cos(
 .  (6) 

2.4. Векторний добуток векторів 

Векторним добутком двох ненульових векторів a  і b


 називається 

вектор c , що задовольняє умови: 

1) вектор c  перпендикулярний до вектора a  і до вектора b


; 

2) ),sin(||||||


 babac
 ;           (7) 

3) вектори a , b


 і c  утворюють праву трійку. 

Векторний добуток векторів a  і b


 позначається ],[ ba
 . 
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Для довільного вектора a   000


 ],[],[ aa . 

Властивості векторного добутку 

1) для довільних векторів a  і b


  ],[],[ abba 
 . Кажуть, що 

векторний добуток антикомутативний. 

2) для довільних векторів a , b


і числа    ],[],[ baba
   . 

Кажуть, що числовий множник можна виносити із першого аргументу 

векторного добутку. 

▲ Доведення подібне до доведення такої властивості для скалярного 

добутку. ■ 

3) для довільних векторів a , b


і c   ],[],[],[ cbcacba 
 . 

Кажуть, що векторний добуток адитивний по першому аргументу. 

4) для довільних векторів a , b


 і числа    ],[],[ baba
   .  

5) для довільних векторів a , b


 і c   ],[],[],[ bcacbac


 .  

6) Два вектори колінеарні тоді і тільки тоді, коли їх векторний 

добуток дорівнює нульовому вектору. 

▲ Якщо хоча б один із векторів нульовий, то твердження очевидне.  

Нехай a , b


 – ненульові колінеарні вектори. За лемою про колінеарні 

вектори, існує таке число  , що ab 
 . Тоді ],[],[],[ aaaaba    . Оскільки 

кут між парою рівних векторів дорівнює 0, модуль векторного добутку ],[ aa   

також дорівнює 0 (із (7)). Отже, 0


],[ aa . Тому 00


  ],[],[ aaba . 

З іншого боку, якщо векторний добуток двох ненульових векторів a  і b


 

дорівнює нулю, то із (7) випливає, що 0


),sin( ba
 . Звідси кут між векторами 

a  і b


 або дорівнює 0°,  або 180°. Отже, вектори a  і b


 – колінеарні. ■ 

7) Модуль векторного добутку двох неколінеарних векторів 

дорівнює площі паралелограма, побудованого на цих векторах. 

▲ Доведення випливає із рівності (7) і формули для обчислення площі 

паралелограма. ■ 
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Теорема. Нехай вектори a  і b


 задані координатами у декартовій 

прямокутній системі координат: kzjyixa


111  , kzjyixb


222  . Тоді  

k
yx
yx

j
zx
zx

i
zy
zy

zyx
zyx
kji

ba







22

11

22

11

22

11

222

111],[ . (8) 

▲ Оскільки  вектори kji


,,  – попарно перпендикулярні, і утворюють 

праву трійку kji


],[ , ikj


],[ , jik


],[ . Із антикомутативності векторного 

добутку kij


],[ , ijk


],[ , jki


],[ . Із властивості 6, 

0


 ],[],[],[ kkjjii .  

Використовуючи властивості 1-5 векторного добутку, отримуємо: 

 ],[],[],[],[],[ kizxjiyxiixxkzjyixkzjyixba


212121222111   

 ],[],[],[],[],[],[ kkzzjkyzikxzkjzyjjyyijxy


212121212121   

jzxkyx


2121   iyzjxzizykxy


21212121  iyzzy


)( 2121  

  jxzzx


)( 2121   kxyyx


)( 2121  

222

111
22

11

22

11

22

11

zyx
zyx
kji

k
yx
yx

j
zx
zx

i
zy
zy




 . ■ 

2.5. Мішаний добуток векторів 

Мішаним добутком векторів a , b


 і c  називається число )],,[( cba  , 

тобто вектор a  множиться на вектор b


 векторно, а результат цього 

множення множиться на вектор c  скалярно.  

Зауважимо, що трійку векторів можна впорядкувати 6 способами: 

a , b


, c       b


, a , c  
b


, c , a       a , c , b


 
c , a , b


      c , b


, a  

Впорядковані трійки векторів у кожному із стовпчиків мають однакову 

орієнтацію. При цьому в одному зі стовпчиків усі трійки ліві, а в іншому – 

праві. 
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Теорема. Мішаний добуток )],,[( cba   дорівнює об’єму паралелепіпеда, 

побудованого на цих векторах, взятого зі знаком “+”, якщо трійка a , b


, c  – 

права, і зі знаком “–” в противному разі. Якщо вектори a , b


, c  – 

компланарні, то їх мішаний добуток дорівнює нулю. 

Наслідок 1. Для довільних векторів a , b


, c    ]),[,()],,[( cbacba 
 . 

Тому надалі будемо позначати мішаний добуток векторів a , b


, c  так 

),,( cba  .  

Наслідок 2. Для довільних векторів a , b


, c    

 ),,(),,(),,(),,(),,(),,( bcaabccabbacacbcba


 .  

Теорема. Нехай вектори a , b


 і c  задані координатами у декартовій 

прямокутній системі координат: kzjyixa


111  , kzjyixb


222  , 

kzjyixc


333  . Тоді  

333

222

111

zyx
zyx
zyx

cba ),,(  .    (9) 

▲ Використаємо формули (4) і (8).  

),,( cba 









 kzjyixk

yx
yx

j
zx
zx

i
zy
zy 

333
22

11

22

11

22

11 ,  

22

11
3

22

11
3

22

11
3 yx

yx
z

zx
zx

y
zy
zy

x 

333

222

111

zyx
zyx
zyx

 . ■ 

Наслідок 3. Вектори kzjyixa


111  , kzjyixb


222   і 

kzjyixc


333   – компланарні тоді і тільки тоді, коли  

0

333

222

111


zyx
zyx
zyx

.     (10) 
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2.6. Приклади розв’язання типових задач  

Завдання № 1. Дано вершини трикутника )4;2;1( A , )0;2;4( B , 

)1;2;3( C . Знайти його внутрішні кути. 

Розв’язання 

Знайдемо внутрішній кут A  трикутника. Для цього розглянемо 

вектори )4;0;3( AB  та )3;0;4( AC , що виходять із вершини A . Їх 

скалярний добуток 0)3()4(0043),( ACAB . Отже, вектори AB  

та AC  – перпендикулярні. Тому 90A .  

Знайдемо тепер внутрішній кут B  трикутника. Для цього розглянемо 

вектори )4;0;3(BA  та )1;0;7(BC , що виходять із вершини B . Їх скалярний 

добуток 25140073),( BCBA . Знайдемо довжини цих векторів:  

5403|| 222 BA , 25107|| 222 BC .  

2
2

255
25

||||
),(),cos(cos 









BCBA
BCBABCBAABC .  

Отже, кут 45B . Кут  454590180180  BAC .  

Відповідь: 90A , 45 CB . Трикутник прямокутний і 

рівнобедрений.  

Завдання № 2. Дано піраміду з вершинами )4;1;5( A , )1;2;1( B , 

)4;3;3( C , )2;2;2(D . Знайти об’єм піраміди та довжину висоти, опущеної на 

грань ABC . 

Розв’язання 

Розглянемо три вектори, що виходять з однієї вершини, наприклад з 

точки A , і направлені вздовж ребер піраміди: )3;1;4(AB , )0;2;2(AC , 

)6;1;3(AD . Знайдемо об’єм паралелепіпеда, побудованого на цих векторах:  

24|24|
613
022
314

mod|),,(| 




 ADACABV педапаралелепі . 
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4
6
24

6
1

 педапаралелепіпіраміди VV . 

Для того, щоб знайти довжину висоти, опущеної на грань ABC , 

знайдемо площу основи піраміди – площу трикутника ABC . Розглянемо 

одну з його вершин, наприклад A , і два вектори )3;1;4(AB  та )0;2;2(AC , 

що виходять із цієї вершини і збігаються зі сторонами цього трикутника.  



 |666|

2
1

022
314mod

2
1|],[|

2
1 kji

kji
ACABS ABC





 

33666
2
1 222  . 

Із того, що DABCпіраміди hSV  3
1 , випливає 3

3
4

33
433





ABC

піраміди
D S

V
h .  

Відповідь: 4пірамідиV , 3
3
4

Dh . 
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Розділ 3. Прямі і площини. Їх взаємне розміщення.  
 

3.1. Рівняння прямої на площині. Взаємне розміщення прямих 

на площині.  

Нехай на площині задано декартову прямокутну систему координат. 

Співвідношення виду 0),( yxF  називається рівнянням з двома 

змінними yx, , якщо 0),( yxF  – не тотожна рівність, тобто коли існують 

такі **, yx , що 0*)*,( yxF . 

Рівнянням даної кривої (лінії) у вибраній системі координат називається 

рівняння виду    0),( yxF ,           (1) 

яке задовольняють координати всіх точок кривої, і не задовольняють 

координати жодної точки, що не належить цій кривій. 

3.1.1. Рівняння прямої з кутовим коефіцієнтом 

Нехай на площині задано декартову прямокутну систему координат. 

Розглянемо пряму l , яка не паралельна до осі Oy . Кут, що утворює 

пряма з додатним напрямком осі Ox  називається кутом нахилу прямої. 

Тангенс цього кута називається кутовим коефіцієнтом прямої. Якщо пряма 

проходить через дві точки ),( 111 yxM  та ),( 222 yxM , то її кутовий коефіцієнт 

можна обчислити за формулою:   
12

12

xx
yyk




 .         (2) 

Можна довести, що кожну пряму непаралельну до осі Oy , можна задати 

рівнянням виду:     bxky  ,          (3) 

яке називається рівнянням прямої з кутовим коефіцієнтом, тут k  – кутовий 

коефіцієнт прямої, а b  – величина відрізка, який відсікає пряма на осі Oy . З 

іншого боку, кожне рівняння виду (3) задає деяку пряму з кутовим 

коефіцієнтом k , яка відсікає на осі Oy  відрізок величини b .  

Зауважимо, що пряму паралельну до осі Oy  не можна задати рівнянням 

з кутовим коефіцієнтом, бо в цьому випадку кут її нахилу дорівнює 90°, а 

тангенс такого кута не існує.  
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Якщо 0b , то рівняння (3) набуває вигляду xky  . У цьому випадку 

пряма проходить через початок координат )0,0(O . Якщо 0k , то рівняння 

(3) набуває вигляду by  . У цьому рівнянні відсутня змінна x , тому абсциса 

точок цієї прямої може набувати яких завгодно дійсних значень. Така пряма 

паралельна до координатної осі Ox .  

Рівняння прямої з кутовим коефіцієнтом k , такої що проходить через 

точку ),( 11 yxM  має вигляд:    11)( yxxky  .         (4) 

Складемо рівняння прямої, що проходить через дві точки ),( 111 yxM  та 

),( 222 yxM . Кутовий коефіцієнт цієї прямої дорівнює 
12

12

xx
yyk




 . Підставимо 

його у рівняння (4):    11
12

12 )( yxx
xx
yyy 




 .         (5) 

Якщо відомі кутові коефіцієнти 21,kk  двох прямих, то один із кутів   

між цими прямими можна обчислити за формулою: 

21

12

21

12
12 11
)(

kk
kk

tgtg
tgtgtgtg











 .    (6) 

У паралельних прямих кутові коефіцієнти однакові:  21 kk  ,      (7) 

Це ознака паралельності прямих, заданих рівняннями з кутовими 

коефіцієнтами.  

Якщо кут   між прямими, заданими рівняннями з кутовим 

коефіцієнтом, 90°, то його тангенса не існує. Із формули (6) випливає, що 

знаменник дробу 
21

12

1 kk
kk


  перетворюється в 0. Отже, виконується умова: 

121  kk .       (8) 

З іншого боку, із 121  kk  випливає, що прямі з кутовими 

коефіцієнтами 21,kk  – перпендикулярні. Рівність (8) – умова 

перпендикулярності прямих, заданих рівняннями з кутовим коефіцієнтом.   
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3.1.2. Загальне рівняння прямої 

Теорема 1. У декартовій прямокутній системі координат кожна пряма 

задається алгебраїчним рівнянням першого порядку  

0 CByAx ,     (9) 

і навпаки, кожне алгебраїчне рівняння першого порядку задає деяку пряму.  

Рівняння (9) називають загальним рівнянням прямої.  

Оскільки (9) – рівняння, його коефіцієнти BA,  одночасно у 0 не 

перетворюються, тобто 022  BA .  

Геометричний зміст коефіцієнтів BA,  у загальному рівнянні прямої – 

це координати вектора ),( BAn , перпендикулярного до цієї прямої. Цей 

вектор – ненульовий. Його називають вектором нормалі.  

Якщо хоча б один із коефіцієнтів рівняння (9) дорівнює нулю, таке 

рівняння прямої називається неповним. Розглянемо випадки неповних 

рівнянь прямої.  

1)  0C . Рівняння (9) набуває вигляду 0 ByAx . Пряма 

проходить через початок координат )0,0(O . 

2)  0A . При цьому 0B . Рівняння (9) набуває вигляду 0 CBy . 

Звідси const
B
Cy  . Пряма паралельна до осі Ox . Якщо додатково, 0C , 

то рівняння (9) набуває вигляду 0y . Пряма збігається з координатною 

віссю Ox .  

3)  0B . При цьому 0A . Рівняння (9) набуває вигляду 0CAx . 

Звідси const
A
Cx  . Пряма паралельна до осі Oy . Якщо додатково, 0C , 

то рівняння (9) набуває вигляду 0x . Пряма збігається з координатною 

віссю Oy . 

Твердження 1. Два рівняння 0111  CyBxA  і 0222  CyBxA  

задають одну і ту ж пряму тоді і тільки тоді, коли їх коефіцієнти пропорційні  

2

1

2

1

2

1

C
C

B
B

A
A

 .     (10) 
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Твердження 2. Два рівняння 0111  CyBxA  і 0222  CyBxA  

задають пару паралельних прямих тоді і тільки тоді, коли: 

2

1

2

1

2

1

C
C

B
B

A
A

 .     (11) 

Твердження 3. Два рівняння 0111  CyBxA  і 0222  CyBxA  

задають пару прямих, що перетинаються в точці тоді і тільки тоді, коли: 

2

1

2

1

B
B

A
A

 .     (12)  

У випадку, коли 
2

1

2

1

B
B

A
A

  єдиний розв’язок системи лінійних рівнянь 








.0
,0

222

111

CyBxA
CyBxA

 можна знайти за формулами Крамера: 

 



































.

,

1221

2112

22

11

22

11

1221

2112

22

11

22

11

BABA
CACA

BA
BA
CA
CA

y

BABA
BCBC

BA
BA
BC
BC

x

     (13) 

Впорядкована пара чисел ),( yx , визначених за формулою (13), і є 

координатами точки перетину прямих, заданих рівняннями 0111  CyBxA  

і 0222  CyBxA .   

Якщо у рівнянні (9) всі коефіцієнти 0A , 0B , 0C , то рівняння (9) 

називається повним. У цьому випадку виконаємо перетворення:  

0 CByAx    CByAx     1





B
C
y

A
C
x . 

Позначимо 
A
Ca  , 

B
Cb  . Тоді рівняння набуває вигляду 

1
b
y

a
x .     (14) 



 49  

Рівняння (6) називають рівнянням прямої “у відрізках”. Коефіцієнти 

cba ,,  – величини відрізків, які відсікає пряма на координатних осях Ox  та 

Oy  відповідно. 

Кут   між прямими, заданими загальними рівняннями 

0111  CyBxA  і 0222  CyBxA , обчислюється за формулою:  

2
2

2
2

2
1

2
1

2121cos
BABA

BBAA



 .    (15) 

Зокрема, умова перпендикулярності цих прямих:   

02121  BBAA .     (16) 

3.1.3. Нормальне рівняння прямої 

Для прямої l  розглянемо пряму n , перпендикулярну до неї і таку, що 

проходить через початок координат O . Нехай точка P  – точка перетину цих 

прямих. На прямій n  виберемо додатний напрям, який збігається із 

напрямком вектора OP . Побудована для прямої l  пряма n  із вибраним на 

ній додатним напрямом називається нормаллю до прямої l . 

Позначимо через   кут, утворений нормаллю до прямої l  з додатним 

напрямком координатної осі Ox , через p  – відстань від початку координат 

до прямої l . Тоді пряма l  задається  рівнянням виду: 

0sincos  pyx  .    (17) 

Це рівняння називають нормальним рівнянням прямої. 

Щоб перейти від загального рівняння (9) прямої до нормального, 

потрібно рівняння (9) помножити на нормуючий множник  

22

1
BA 

 .     (18) 

Знак   вибирають протилежним до знаку коефіцієнта C  у загальному 

рівнянні (9). 
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3.1.4. Відстань від точки до прямої 

Позначимо відстань від точки M  до прямої l  через d . Відхиленням 

точки M  від прямої l  будемо називати число d , якщо точка M  і початок 

координат O  лежать по різні боки від прямої l , і число d , якщо точка M  і 

початок координат O  лежать по один бік від прямої l . Відхилення точки M  

від прямої l  будемо позначати ),( lM . Очевидно, ),(),( lMdlM   і 

|),(|),( lMlMd  . 

Теорема 2. Відхилення точки *)*,( yxM  від прямої l , заданої 

нормальним рівнянням (17) дорівнює: 

pyxlM   sin*cos*),( .   (19) 

Наслідок 1. Відстань від точки *)*,( yxM  до прямої l , заданої 

нормальним рівнянням (17) дорівнює: 

|sin*cos*|),( pyxlMd   .   (20) 

Наслідок 2. Відстань від точки *)*,( yxM  д прямої l , заданої загальним 

рівнянням (9) дорівнює:  
22

|**|),(
BA

CByAxlMd



 .      (21) 

3.1.5. Канонічне та параметричні рівняння прямої 

Для прямої   розглянемо який-небудь паралельний ненульовий вектор 

),( mla . Він називається напрямним вектором прямої  . Нехай точка 

),( 00 yxM  належить прямій  . Тоді пряму можна задати канонічним 

рівнянням:      
m

yy
l
xx 00 


 .        (22) 

Для прямої, заданої канонічним рівнянням введемо параметр 

m
yy

l
xxt 00 




 . Тоді система  








,
,

0

0

ytmy
xtlx

     (23) 

де параметр t  набуває усіх дійсних значень, задає ту ж пряму. Система (23) – 

параметричне задання прямої. 
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3.1.6. Взаємне розміщення прямих, заданих канонічними 

рівняннями 

Кут між прямими 
1

1

1

1

m
yy

l
xx 


  та 
2

2

2

2

m
yy

l
xx 


  можна вважати 

рівним кутові між їх напрямними векторами ),( 111 mla  та ),( 222 mla . Тому його 

можна обчислити за формулою:  

2
2

2
2

2
1

2
1

2121cos
mlml

mmll



 .     (24) 

Зокрема, умова перпендикулярності цих прямих:   

02121  mmll .     (25) 

Прямі на площині можуть збігатися, бути паралельними або 

перетинатися в одній точці. 

Твердження 1. Рівняння 
1

1

1

1

m
yy

l
xx 


  та 
2

2

2

2

m
yy

l
xx 


  задають пару 

прямих, що перетинаються в одній точці, тоді і тільки тоді, коли 

виконується умова:    
2

1

2

1

m
m

l
l
 .      (26) 

Рівняння 
1

1

1

1

m
yy

l
xx 


  та 
2

2

2

2

m
yy

l
xx 


  задають пару паралельних 

прямих, тоді і тільки тоді, коли:  

















.

,

2

21

2

21

2

1

2

1

m
yy

l
xx
m
m

l
l

.   (27) 

Рівняння 
1

1

1

1

m
yy

l
xx 


  та 
2

2

2

2

m
yy

l
xx 


  задають пару прямих, що 

збігаються тоді і тільки тоді, коли:  

















.

,

2

21

2

21

2

1

2

1

m
yy

l
xx
m
m

l
l

.   (28) 
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3.2.  Рівняння площини та прямої у просторі  

Нехай у просторі задано декартову прямокутну систему координат. 

Співвідношення виду 0),,( zyxF  називається рівнянням з трьома 

змінними zyx ,, , якщо 0),,( zyxF  – не тотожна рівність, тобто коли існують 

такі **,*, zyx , що 0*)*,*,( zyxF . 

Поверхнею, заданою рівнянням 0),,( zyxF  в деякій системі координат, 

називається геометричне місце точок простору, координати яких 

перетворюють дане рівняння в тотожну рівність при їх підстановці замість 

відповідних змінних.  

Рівнянням даної поверхні у вибраній системі координат називається 

рівняння виду    0),,( zyxF ,          (1) 

яке задовольняють координати всіх точок поверхні, і не задовольняють 

координати жодної точки, що не належить поверхні. 

Лінією  (кривою) у просторі називається перетин двох поверхонь. 

Нехай 01 ),,( zyxF  і 02 ),,( zyxF  – рівняння двох поверхонь у 

просторі, які перетинаються по лінії L . Тоді L  – геометричне місце точок 

простору, що належать обом поверхням. Координати усіх точок кривої L  і 

тільки цих точок задовольняють обидва рівняння 01 ),,( zyxF  і 

02 ),,( zyxF . Отже, система рівнянь  








0
0

2

1

),,(
,),,(

zyxF
zyxF

      (2) 

задає лінію L  у просторі. 

3.2.1. Загальне рівняння площини 

Теорема 1. У декартовій прямокутній системі координат кожна 

площина задається алгебраїчним рівнянням першого порядку  

0 DCzByAx .     (3) 

Теорема 2. У декартовій прямокутній системі координат кожне рівняння 

виду (3) задає площину.  
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Геометричний зміст коефіцієнтів CBA ,,  у рівнянні площини – це 

координати вектора, перпендикулярного до цієї площини. 

Твердження 1. Два рівняння 01111  DzCyBxA  і 

02222  DzCyBxA  задають одну і ту ж площину тоді і тільки тоді, коли 

їх коефіцієнти пропорційні   
2

1

2

1

2

1

2

1

D
D

C
C

B
B

A
A

 .        (4) 

Твердження 2. Два рівняння 01111  DzCyBxA  і 

02222  DzCyBxA  задають пару паралельних площин тоді і тільки тоді, 

коли      
2

1

2

1

2

1

2

1

D
D

C
C

B
B

A
A

 .         (5) 

Зауваження. Якщо не виконується умова 
2

1

2

1

2

1

C
C

B
B

A
A

 , то рівняння 

01111  DzCyBxA  і 02222  DzCyBxA  задають пару площин, що 

перетинаються по прямій. 

Якщо у рівнянні (3) всі коефіцієнти 0A , 0B , 0C , 0D , то 

рівняння (3) називається повним.  

У цьому випадку виконаємо перетворення:  

0 DCzByAx    DCzByAx     1








C
D
z

B
D
y

A
D
x . 

Позначимо 
A
Da  , 

B
Db  , 

C
Dc  . Тоді рівняння набуває виду 

1
c
z

b
y

a
x .     (6) 

Рівняння (6) називають рівнянням площини “у відрізках”. Коефіцієнти 

cba ,,  – величини відрізків, які відсікає площина на координатних осях 

OyOx,  і Oz  відповідно. 

Кут   між площинами, заданими загальними рівняннями 

01111  DzCyBxA  і 02222  DzCyBxA , обчислюється за 

формулою    
2
2

2
2

2
2

2
1

2
1

2
1

212121

CBACBA
CCBBAA




cos .       (7) 
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Зокрема, умова перпендикулярності цих площин:   

0212121  CCBBAA .     (8) 

Рівняння площини, що проходить через точки задані координатами 

),,( 1111 zyxM , ),,( 2222 zyxM  і ),,( 3333 zyxM : 

0

131313

121212

111






zzyyxx
zzyyxx
zzyyxx

.    (9) 

3.2.2. Нормальне рівняння площини 

Для площини   розглянемо пряму n , перпендикулярну до неї і таку, що 

проходить через початок координат O . Нехай точка P  – точка перетину 

площини з прямою. На прямій n  виберемо додатний напрям, який збігається 

із напрямком вектора OP . Побудована для площини пряма n  із вибраним на 

ній додатним напрямом називається нормаллю до площини. 

Позначимо через  ,  і   кути, які утворює нормаль до площини з 

додатними напрямками координатних осей OyOx,  і Oz  відповідно, через p  – 

відстань від початку координат до площини. Тоді площину   задає рівняння 

виду:    0 pzyx  coscoscos .       (10) 

Це рівняння називають нормальним рівнянням площини. 

Щоб перейти від загального рівняння (3) площини до нормального, 

потрібно рівняння (3) помножити на нормуючий множник  

222

1
CBA 

 .     (11) 

Знак   вибирають протилежним до знаку коефіцієнта D  у загальному 

рівнянні (3). 

3.2.3. Відстань від точки до площини 

Позначимо відстань від точки M  до площини   через d . Відхиленням 

точки M  від площини   будемо називати число d , якщо точка M  і 

початок координат O  лежать по різні боки від площини  , і число d , якщо 

точка M  і початок координат O  лежать по один бік від площини  . 
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Відхилення точки M  від площини   будемо позначати ),(  M . Очевидно, 

),(),(  MdM   і |),(|),(  MMd  . 

Теорема. Відхилення точки *)*,*,( zyxM  від площини  , заданої 

нормальним рівнянням (10) дорівнює: 

pzyxM   cos*cos*cos*),( .   (12) 

Наслідок 1. Відстань від точки *)*,*,( zyxM  до площини  , заданої 

нормальним рівнянням (10) дорівнює: 

|cos*cos*cos*|),( pzyxMd   .   (13) 

Наслідок 2. Відстань від точки *)*,*,( zyxM  до площини  , заданої 

загальним рівнянням (3) дорівнює: 

222 CBA
DCzByAxMd






|***|),(  .   (14) 

3.2.4. Рівняння прямої у просторі 

Пряму можна розглядати як перетин двох різних площин. Тому якщо не 

виконується умова 
2

1

2

1

2

1

C
C

B
B

A
A

 , то система рівнянь  








0
0

2222

1111

DzCyBxA
DzCyBxA ,

     (15) 

задає пряму. З іншого боку, кожна пряма у просторі може бути задана 

системою рівнянь (15). 

Для довільних дійсних чисел  , , таких що 022   , рівняння  

022221111  )()( DzCyBxADzCyBxA     (16) 

задає площину, що проходить через пряму (15). 

Для прямої   розглянемо який-небудь паралельний ненульовий вектор 

),,( nmla . Він називається напрямним вектором прямої  . Нехай точка 

),,( 000 zyxM  належить прямій  . Тоді пряму можна задати канонічними 

рівняннями прямої:   
n

zz
m

yy
l

xx 000 





 .       (17) 
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Для прямої, заданої канонічними рівняннями введемо параметр 

n
zz

m
yy

l
xxt 000 







 . Тоді система  













0

0

0

ztnz
ytmy

xtlx
,

,
     (18) 

де параметр t  набуває усіх дійсних значень, задає ту ж пряму. Система (18) – 

параметричне задання прямої у просторі. 

Алгоритм переходу від системи (15) до канонічних рівнянь прямої. 

1) Знайти який-небудь розв’язок системи (15). Можна одну із 

змінних zyx ,,  покласти рівною нулю і розв’язати систему відносно решти 

змінних. Знайдену трійку дійсних чисел ),,( 000 zyx , що задовольняє систему 

(15), можна взяти у якості координат точки на прямій. 

2) Обчислити векторний добуток векторів ),,( 1111 CBAn  і 

),,( 2222 CBAn . Тоді вектор 

222

11121

CBA
CBA
kji

nna




 ],[  можна взяти у якості 

напрямного вектора прямої, заданої системою (15). Справді, пряма (15) 

лежить одночасно в двох площинах 01111  DzCyBxA  і 

02222  DzCyBxA , а тому перпендикулярна до векторів нормалей 

),,( 1111 CBAn  і ),,( 2222 CBAn  цих площин. Тому напрямний вектор прямої 

перпендикулярний до векторів 1n  і 2n . Одним із таких векторів є ],[ 21 nn  . 

3) Використовуючи знайдені напрямний вектор ),,( nmla  прямої та 

точку на цій прямій ),,( 000 zyxM , записати канонічні рівняння (17). 

3.3. Взаємне розміщення площин та прямих у просторі  

3.3.1. Взаємне розміщення площин 

Площини, задані загальними рівняннями 01111  DzCyBxA  і 

02222  DzCyBxA , можуть збігатися, бути паралельними або 

перетинатися по прямій.  
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Теорема 1. Два рівняння 01111  DzCyBxA  і 

02222  DzCyBxA  задають одну і ту ж площину тоді і тільки тоді, коли 

їх коефіцієнти пропорційні   
2

1

2

1

2

1

2

1

D
D

C
C

B
B

A
A

 .         (1) 

Два рівняння 01111  DzCyBxA  і 02222  DzCyBxA  задають 

пару паралельних площин тоді і тільки тоді, коли  
2

1

2

1

2

1

2

1

D
D

C
C

B
B

A
A

 .   (2) 

Два рівняння 01111  DzCyBxA   і 02222  DzCyBxA  

задають пару площин, що перетинаються по прямій, тоді і тільки тоді, коли 

не виконується умова   
2

1

2

1

2

1

C
C

B
B

A
A

 .           (3) 

Пряму, що є перетином площин, заданих рівняннями 

01111  DzCyBxA  і 02222  DzCyBxA , можна задати системою: 








0
0

2222

1111

DzCyBxA
DzCyBxA ,

     (4) 

Нагадаємо, що вектор ),,( CBAn  перпендикулярний до площини 

0 DCzByAx  і його називають вектором нормалі цієї площини. 

Використовуючи цей факт і скалярний добуток векторів нормалей двох 

площин, можна обчислювати кути між площинами. 

Кут   між площинами, заданими загальними рівняннями 

01111  DzCyBxA  і 02222  DzCyBxA , обчислюється за 

формулою    
2
2

2
2

2
2

2
1

2
1

2
1

212121

CBACBA
CCBBAA




cos .       (5) 

Зокрема, умова перпендикулярності цих площин:   

0212121  CCBBAA .     (6) 

Часто доводиться знаходити відстань між паралельними площинами, 

заданими рівняннями 01111  DzCyBxA  і 02222  DzCyBxA . Для 

цього потрібно розглянути довільну точку M  на першій площині 1  і знайти 

відстань від неї до другої площини 2 . Знайдемо який-небудь розв’язок 
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),,( 000 zyx  рівняння 01111  DzCyBxA . Це будуть координати точки 

1M . Тоді відстань між паралельними площинами: 

2
2

2
2

2
2

2020202
221

||),(),(
CBA

DzCyBxAMdd



  .   (7) 

3.3.2. Взаємне розміщення прямої та площини 

Пряма 
n

zz
m

yy
l

xx 000 





  та площина 0 DCzByAx  можуть 

або бути паралельними, або перетинатися в одній точці, або пряма може 

лежати у площині.  

Нагадаємо, що ненульовий вектор ),,( nmla  паралельний до прямої 

n
zz

m
yy

l
xx 000 





  і називається її напрямним вектором; а точка 

),,( 000 zyxM  належить цій прямій.  

Теорема 2. Пряма 
n

zz
m

yy
l

xx 000 





  перетинає площину 

0 DCzByAx  у одній точці тоді і тільки тоді, коли  

0 nCmBlA .     (8) 

Пряма 
n

zz
m

yy
l

xx 000 





  лежить у площині 0 DCzByAx  

тоді і тільки тоді, коли   







.0
,0

000 DCzByAx
nCmBlA

.        (9) 

Пряма 
n

zz
m

yy
l

xx 000 





  паралельна до площини 0 DCzByAx  

тоді і тільки тоді, коли   







.0
,0

000 DCzByAx
nCmBlA

.      (10) 

У випадку, коли пряма перетинає площину, часто доводиться знаходити 

координати точки їх перетину та кут між цією прямою та площиною. 

Щоб знайти координати точки перетину прямої 
n

zz
m

yy
l
xx 000 





  

та площини 0 DCzByAx  потрібно розв’язати систему рівнянь:  
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















.0

,000

DCzByAx
n

zz
m

yy
l
xx

 

Найпростіше в цьому випадку ввести параметр 

n
zz

m
yy

l
xxt 000 







 , виразити через нього змінні zyx ,, : 












,
,

,

0

0

0

ztnz
ytmy

xtlx
 

і підставити їх у рівняння площини 0 DCzByAx . Отримаємо лінійне 

рівняння відносно параметра t . Розв’язавши його, обчислюємо відповідні 

zyx ,,  за формулами 












.
,

,

0

0

0

ztnz
ytmy

xtlx
 Це і є шукані координати точки перетину 

прямої з площиною. 

Кут між прямою 
n

zz
m

yy
l
xx 000 





  та площиною 

0 DCzByAx  обчислюється за формулою: 

222222

||sin
nmlCBA

nCmBlA



 .    (11) 

Умова перпендикулярності прямої 
n

zz
m

yy
l
xx 000 





  та площини 

0 DCzByAx :     
C
n

B
m

A
l

 .       (12) 

Відстань між паралельними прямою 
n

zz
m

yy
l
xx 000 





  та 

площиною 0 DCzByAx  обчислюється за формулою: 

222
000 ||),(
CBA

DCzByAxd



 .    (13) 

3.3.3. Взаємне розміщення прямих 

Дві прямі 
1

1

1

1

1

1

n
zz

m
yy

l
xx 





  та 

2

2

2

2

2

2

n
zz

m
yy

l
xx 





  у просторі 

можуть збігатися, бути паралельними, перетинатися в одній точці або ж бути 

мимобіжними.  
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Щоб з’ясувати, який із цих випадків має місце, найпростіше спочатку 

розглянути координати напрямних векторів цих прямих: ),,( 1111 nmla  та 

),,( 2222 nmla .  

Твердження 1. Умова 
2

1

2

1

2

1

n
n

m
m

l
l

  виконується тоді і тільки тоді, коли 

прямі 
1

1

1

1

1

1

n
zz

m
yy

l
xx 





  та 

2

2

2

2

2

2

n
zz

m
yy

l
xx 





  або паралельні, або 

збігаються.  

Розрізнити ці два випадки можна підставивши у рівняння однієї з 

прямих координати точки на другій прямій. Якщо рівності 

1

12

1

12

1

12

n
zz

m
yy

l
xx 





  виконуються, то ці прямі збігаються, а в 

противному разі – ці прямі паралельні.  

Теорема 3. Прямі 
1

1

1

1

1

1

n
zz

m
yy

l
xx 





  та 

2

2

2

2

2

2

n
zz

m
yy

l
xx 





  

будуть мимобіжними тоді і тільки тоді, коли  

0

222

111

212121




nml
nml

zzyyxx
.     (14) 

Твердження 2. Прямі 
1

1

1

1

1

1

n
zz

m
yy

l
xx 





  та 

2

2

2

2

2

2

n
zz

m
yy

l
xx 





  

перетинаються в одній точці тоді і тільки тоді, коли  


























.2

,0

222

111

222

111

212121

nml
nml

rang

nml
nml

zzyyxx

.     (15) 

Кут між прямими 
1

1

1

1

1

1

n
zz

m
yy

l
xx 





  та 

2

2

2

2

2

2

n
zz

m
yy

l
xx 





  

визначається як кут між їх напрямними векторами, тому його можна 

обчислити за формулою:  
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2
2

2
2

2
2

2
1

2
1

2
1

212121cos
nmlnml

nnmmll



 .     (16) 

Зокрема, умова перпендикулярності цих прямих:   

0212121  nnmmll .     (17) 

Часто доводиться шукати координати точки перетину прямих 

1

1

1

1

1

1

n
zz

m
yy

l
xx 





  та 

2

2

2

2

2

2

n
zz

m
yy

l
xx 





 . Для цього потрібно 

розв’язати систему рівнянь: 


























.

,

2

2

2

2

2

2

1

1

1

1

1

1

n
zz

m
yy

l
xx

n
zz

m
yy

l
xx

 Найпростіше в цьому 

випадку ввести параметр 
1

1

1

1

1

1

n
zz

m
yy

l
xxt 







 , виразити через нього 

змінні zyx ,, : 












,
,

,

11

11

11

ztnz
ytmy

xtlx
 і підставити їх у рівняння другої прямої 

2

2

2

2

2

2

n
zz

m
yy

l
xx 





 . Розв’язавши їх відносно параметра t , обчислюємо 

відповідні zyx ,,  за формулами 












,
,

,

11

11

11

ztnz
ytmy

xtlx
 Це і є шукані координати 

точки перетину прямих. 

Часто доводиться також обчислювати відстань між мимобіжними 

прямими або ж відстань між паралельними прямими. 

Задача 1. Відстань між мимобіжними прямими 

Нехай прямі 
1

1

1

1

1

1

n
zz

m
yy

l
xx 





  та 

2

2

2

2

2

2

n
zz

m
yy

l
xx 





  – 

мимобіжні. Запишемо рівняння площини  , що проходить через першу 

пряму паралельно до другої. Вектори ),,( 1111 nmla  та ),,( 2222 nmla  будуть 

паралельними до цієї площини, а точка ),,( 1111 zyxM . Тому рівняння 

шуканої площини: 
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0

222

111

111




nml
nml

zzyyxx
.     (18) 

Розкриємо визначник і запишемо рівняння цієї площини у вигляді 

0 DCzByAx . Тепер відстань між мимобіжними прямими 21 ,  буде 

рівна відстані між паралельними прямою 
2

2

2

2

2

2

n
zz

m
yy

l
xx 





  та 

площиною 0 DCzByAx . За формулою (13) знаходимо цю відстань: 

222
222

2221
||),(),(),(

CBA
DCzByAxMddd




  . 

Задача 2. Відстань між паралельними прямими 

Нехай прямі 
1

1

1

1

1

1

n
zz

m
yy

l
xx 





  та 

2

2

2

2

2

2

n
zz

m
yy

l
xx 





  – 

паралельні. Запишемо рівняння площини  , що проходить через точку 

),,( 1111 zyxM  першої прямої, перпендикулярно до обох паралельних прямих 

21 , . Отже, напрямний вектор однієї з цих прямих можна взяти у якості 

вектора нормалі цієї площини: 0)()()( 111111  zznyymxxl . Запишемо 

рівняння цієї площини у вигляді 0 DCzByAx . Знайдемо точку 

перетину площини   і другої прямої 
2

2

2

2

2

2

n
zz

m
yy

l
xx 





  (див. вище п.2 

«Взаємне розміщення прямої і площини»). Нехай це точка ),,( 000 zyxA . 

Тепер відстань між паралельними прямими 21 ,  буде рівна відстані між 

точками 1M  та A . Її можна обчислити за формулою: 

2
01

2
01

2
01121 )()()(),(),( zzyyxxAMdd  . 
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3.4. Приклади розв’язання типових задач  

Завдання № 1. Знайти відстань між прямими 0663  yx  та 

0263  yx . 

Розв’язання 

Прямі є паралельними, оскільки 
2
6

6
6

3
3





 . Виберемо яку-небудь 

точку на першій прямій. Наприклад, координати точки )0;2(A  

задовольняють рівняння 0663  yx . Знайдемо відстань від точки A  до 

другої прямої.  

15
54

45
4

)6(3
|206)2(3|),(

222 



lAd .  

Знайдена відстань і буде відстанню між паралельними прямими. 

Відповідь: 
15

54),( 21 lld . 

Завдання № 2. Знайти кут між прямими 093  yx  та 042  yx . 

Розв’язання 

Вектори нормалей цих прямих )3;1(1n  та )2;1(2 n . Кут між цими 

векторами можна обчислити: 
2
2

)2(131
)2(311

||||
),(cos

2222
21

21 








nn
nn



 . 

Отже, кут між векторами )3;1(1n  та )2;1(2 n  дорівнює 135°. Це один із кутів, 

що утворюється при перетині прямих 093  yx  та 042  yx . 

Гострий кут між цими прямими дорівнює 45°.  

Відповідь: кут між прямим дорівнює 45°. 

Завдання № 3. Знайти точку перетину прямої 
3

8
2

3
1

5 





 zyx  і 

площини 0352  zyx , та кут між ними. 

Розв’язання 

Перейдемо до параметричного задання прямої. Покладемо, що 

tzyx









3

8
2

3
1

5 . Тоді пряма задається системою рівнянь: 
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












.83
,32

,5

tz
ty

tx
 

Щоб знайти координати точки перетину прямої і площини, потрібно 

розв’язати систему: 

















.0352
,83
,32

,5

zyx
tz
ty

tx

 

Підставимо у рівняння площини zyx ,, , виражені через параметр t :  

03)83()32(5)5(2  ttt . 

Звідси маємо 2t . Тоді 













.2
,1

,3

z
y
x

 Отже, координати точки перетину 

прямої з площиною )2;1;3( A . 

Знайдемо кут   між прямою і площиною. Для цього розглянемо 

напрямний вектор )3;2;1(a  прямої  та вектор )1;5;2(n  нормалі до площини.  

14
105

3014
15

152321
|135221|

||||
|),(||),cos(|sin

222222












na
nana 


 . 

Отже, 
14
105arcsin . 

Відповідь: )2;1;3( A  – точка перетину прямої з площиною, 

14
105arcsin  – кут між прямою і площиною. 

Завдання № 4. З’ясувати, як розміщені у просторі прямі: 

а)  
31

3
2

2 zyx





  та 
3

1
1

1
2

1 





 zyx ; 

б)  
31

3
2

2 zyx





  та 
2

2
1
1

4
1 






 zyx ; 

в)  
3

1
1

1
2

1 





 zyx  та 
2

2
1
1

4
1 






 zyx .  
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Розв’язання 

а) У перших двох прямих напрямні вектори однакові: )3;1;2(1a  та 

)3;1;2(2a . Координати у них, очевидно, пропорційні. Отже, прямі 

31
3

2
2 zyx





  та 

3
1

1
1

2
1 





 zyx  або збігаються, або паралельні. Перша 

пряма проходить через точку )0;3;2( A . Підставимо її координати у рівняння 

другої прямої: 
3

10
1

13
2

12 





 . Точка A  не належить другій прямій. 

Отже, прямі 
31

3
2

2 zyx





  та 
3

1
1

1
2

1 





 zyx  паралельні.  

б) Напрямні вектори )3;1;2(1a  та )2;1;4(2 a  прямих 
31

3
2

2 zyx





  та 

2
2

1
1

4
1 






 zyx  мають непропорційні координати: 

2
3

1
1

4
2




 . Тому ці 

вектори неколінеарні, а відповідні їм прямі або мимобіжні, або 

перетинаються в одній точці. Точка )0;3;2(1 A  належить першій прямій, а 

точка )2;1;1(2 A  – другій.  Розглянемо вектор )2;4;3(21 AA . Перевіримо 

вектори 21AA , 1a  та 2a  на компланарність: 

0591684486
214
312
243





.  

Отже, вектори 21AA , 1a  та 2a  – некомпланарні. А тому прямі 

31
3

2
2 zyx





  та 

2
2

1
1

4
1 






 zyx  – мимобіжні. 

в) У прямих 
3

1
1

1
2

1 





 zyx  та 
2

2
1
1

4
1 






 zyx  напрямні вектори 

)3;1;2(1a  та )2;1;4(2 a  такі ж, як і в попередньому пункті. Отже, прямі або 

мимобіжні, або перетинаються в одній точці. Точка )1;1;1(1 A  належить 

першій прямій, а точка )2;1;1(2 A  – другій.  Розглянемо вектор )1;2;2(21 AA . 

Перевіримо вектори 21AA , 1a  та 2a  на компланарність: 
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06842244
214
312
122





.  

Отже, вектори 21AA , 1a  та 2a  – компланарні, але при цьому 1a  та 2a  – 

неколінеарні. Тому прямі 
3

1
1

1
2

1 





 zyx  та 
2

2
1
1

4
1 






 zyx  

перетинаються в одній точці. 

Відповідь: а) паралельні; б) мимобіжні; в) перетинаються в одній точці. 
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Розділ 4. Многочлени, їх корені 
 

4.1. Кільце многочленів від однієї змінної. Подільність у кільці 

многочленів.  

Вираз виду nn
nnn axaxaxaxa  


1
2

2
1

10  , де Nn , 

nn aaaaa ,,,,,0 1210    – довільні числа з поля P , називається многочленом 

n -ого степеня від змінної x . Числа nn aaaaa ,,,,,0 1210    називаються 

коефіцієнтами цього многочлена, зокрема коефіцієнт 00 a  при найвищому 

степеню змінної x  називається старшим коефіцієнтом многочлена, а 

коефіцієнт na  – вільним членом. При цьому кажуть що многочлен 

nn
nnn axaxaxaxa  


1
2

2
1

10   розглядається над полем P . Позначають 

многочлени від змінної x  так: ),...(),(),( xrxgxf . Наприклад, многочлен 

25)( 2  xxxf  – многочлен другого степеня над полем раціональних 

чисел. Многочленом нульового степеня від змінної x  над полем P  

називається довільне ненульове число з поля P . Наприклад, 2)( xg  – 

многочлен нульового степеня над полем дійсних чисел. Розглядають також 

нульовий многочлен над полем P  – нуль поля P . Зручно вважати, у 

нульового многочлена невизначений степінь. Іноді буває зручно вважати, що 

у нульового многочлена нульовий степінь. Степінь многочлена )(xf  будемо 

позначати )(deg xf .  

Зауважимо, що поряд із зростаючою нумерацією коефіцієнтів 

многочлена nn
nnn axaxaxaxaxf  


1
2

2
1

10)(   часто використовують 

і спадну нумерацію 01
2

2
1

1)( bxbxbxbxbxf n
n

n
n

n
n  




  . Тут старший 

коефіцієнт nb  має найбільший індекс, який дорівнює степеню многочлена, а 

індекси коефіцієнтів збігаються з показниками степеня змінної x , біля якої 

вони стоять.  
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Будемо розглядати многочлени лише над числовими полями такими як 

QCR ,, . Множину всіх многочленів від однієї змінної з коефіцієнтами із 

поля P  будемо позначати через ][xP .  

Многочлени ][)(),( xPxgxf   будемо називати рівними, якщо рівні їх 

відповідні коефіцієнти, тобто коефіцієнти при однакових степенях змінної x . 

Очевидно, степені рівних многочленів – рівні.  

Перетворимо множину ][xP  в алгебраїчну структуру з двома бінарними 

операціями. Для цього задамо дві дії: додавання  і множення на множині 

][xP . 

Для зручності використаємо спадну нумерацію коефіцієнтів 

многочленів. Нехай 01
1

1)( axaxaxaxf n
n

n
n  

  , 

01
1

1)( bxbxbxbxg m
m

m
m  

  , 0na , 0mb . Припустимо, що mn  . 

Покладемо 021   nmm bbb   і під сумою многочленів ][)(),( xPxgxf   

будемо розуміти многочлен: 

01
1

1)()( cxcxcxcxgxf n
n

n
n  

  , де iii bac  , ni ,0 .  

Очевидно, що введена операція додавання є бінарною операцією на 

множині ][xP . Вона комутативна і асоціативна. Це випливає із 

комутативності та асоціативності додавання чисел у полі P . Роль 

нейтрального елемента відносно додавання виконує нульовий многочлен 

0)( x . Для кожного многочлена  01
1

1)( axaxaxaxf n
n

n
n  

   із 

][xP  можна знайти такий многочлен ][)( xPxt  , що 0)()(  xtxf . 

Очевидно, що многочлен )()()()()( 01
1

1 axaxaxaxt n
n

n
n  

  . 

Отже, відносно введеного додавання многочленів множина ][xP  усіх 

многочленів над полем P  утворює абелеву групу.  

Зауважимо також, що ))(deg),(max(deg))()(deg( xgxfxgxf  . 

Введемо тепер операцію множення на ][xP . Нехай 

01
1

1)( axaxaxaxf n
n

n
n  

  , 01
1

1)( bxbxbxbxg m
m

m
m  

  , 

0na , 0mb . 
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Під добутком многочленів ][)(),( xPxgxf   будемо розуміти многочлен: 

01
1

1)()( dxdxdxdxgxf mn
mn

mn
mn  




  , де 



irk

rki bad , 

mni  ,0 .  

Зокрема, 000 bad  ,   01101 babad  ,   0211202 bababad  , …, 

mnmn bad  .  

Очевидно, що введена операція додавання є бінарною операцією на 

множині ][xP . Вона комутативна і асоціативна (виконайте перевірку 

самостійно) . Це випливає із комутативності та асоціативності множення 

чисел у полі P . Роль нейтрального елемента відносно множення виконує 

многочлен 1)( x .  

Перевіримо дистрибутивність множення многочленів відносно 

додавання. 

Нехай маємо многочлени 01
1

1)( axaxaxaxf n
n

n
n  

  , 

01
1

1)( bxbxbxbxg m
m

m
m  

  , 01
1

1)( cxcxcxcxh l
l

l
l  

  , 0na , 

0mb , 0lc . Коефіцієнт id  при ix  многочлена ))()(()( xhxgxf   дорівнює  

 


ii
irk

rk
irk

rk
irk

rrki ddcabacbad )( , де 
ii dd ,  – 

коефіцієнти при ix  многочленів )()( xgxf   та )()( xhxf  . Звідси випливає, 

що )()()()())()(()( xhxfxgxfxhxgxf  . Отже, дистрибутивний 

закон виконується для введених дій.  

Отже, множина ][xP  усіх многочленів над полем P  утворює 

комутативне кільце з одиницею.  

Зауважимо, що )(deg)(deg)()(deg xgxfxgxf  .  

Перевіримо, чи для кожного ненульового многочлена існує обернений, 

тобто з’ясуємо, чи утворює ][xP  поле відносно введених операцій додавання 

і множення.  

Нехай для ненульового многочлена  01
1

1)( axaxaxaxf n
n

n
n  

   

із ][xP  існує обернений )(1 xf  . Тоді 1)()( 1   xfxf . Звідси 
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0)(deg)(deg 1   xfxf . Така рівність для невід’ємних чисел 

)(deg),(deg 1 xfxf   можлива лише у випадку, коли 0)(deg)(deg 1   xfxf . 

Отже, обернений многочлен існує лише для многочлена нульового степеня. 

Справді, для }0{\)( Pcxf   існує число Pc 1 , таке, що 11  cc . Отже, 
11 )(   cxf  – многочлен нульового степеня.  

Отже, ][xP  не утворює поля. 

Кільце многочленів від однієї змінної ][xP  схоже на кільце Z  цілих 

чисел. Для многочленів, як і для цілих чисел виконується теорема про 

ділення з остачею. 

Теорема (про ділення з остачею). Для довільних двох многочленів 

)(xf  і 0)( xt  над полем P  існують такі многочлени ][)(),( xPxrxq  , що 

)()()()( xrxqxtxf  , де )(deg)(deg xtxr   або 0)( xr . Многочлени )(xq  і 

)(xr  визначаються однозначно і називаються )(xq  – часткою (неповною), 

)(xr  – остачею від ділення многочлена )(xf  на 0)( xt .  

До кінця лекції усі многочлени розглядаються над одним і тим же полем 

P .  

Приклад. Поділити многочлен 245)( 23  xxxf  на многочлен 

3)( 2  xxt . 

Ділення многочленів будемо виконувати в стовпчик. 

)(1015

124

2154

)(45
3

155
245

2

2

2

3

23

xrx
x

xx

xqx
x

xx
xx















 

Отже, )1015()45)(3(245)( 223  xxxxxxf .  

Якщо остача від ділення многочлена )(xf  на 0)( xt  дорівнює нулю, то 

кажуть, що многочлен )(xf  ділиться на многочлен )(xt . При цьому 

многочлен )(xt  називають дільником многочлена )(xf .  
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Лема. Многочлен 0)( xt  є дільником многочлена )(xf  тоді і тільки 

тоді, коли існує такий многочлен )(xq , що )()()( xqxtxf  . 

▲ Якщо 0)( xt  – дільник многочлена )(xf , то існує такий многочлен 

)(xq , що )()(0)()()( xqxtxqxtxf  . 

З іншого боку, якщо існує такий )(xq , що )()()( xqxtxf  , то 

0)()()(  xqxtxf . Тоді )(xq  – частка від ділення )(xf  на )(xt , а 0)( xr  – 

остача від ділення )(xf  на )(xt . Звідси )(xf  ділиться на многочлен )(xt . ■ 

Будемо позначати ситуацію, коли )(xf  ділиться на )(xt , так: )()( xtxf  ; 

а ситуацію, коли )(xt  – дільник )(xf , так )(|)( xfxt .  

На множині ][xP  виникає бінарне відношення – відношення 

подільності. Розглянемо його основні властивості. 

Властивості подільності многочленів 

1.  Кожен многочлен із ][xP  ділиться на будь-який многочлен 

нульового степеня над полем P . 

▲ Нехай nn
nnn axaxaxaxaxf  


1
2

2
1

10)(  , а многочлен 

нульового степеня }0{\)( Pcxg  . Тоді 







  

c
ax

c
ax

c
ax

c
ax

c
acxf nnnnn 122110)(  . За лемою, )()( xgxf  . ■ 

2.  Відношення подільності транзитивне, тобто із того, що 

)()( xtxf  , а )()( xgxt  , випливає, що )()( xgxf  .  

▲ За лемою, існують многочлени ][)(),( 21 xPxx  , такі що 

)()()( 1 xxtxf  , )()()( 2 xxgxt  . Тоді 

))()(()()()()( 121 xxxgxxtxf   , тобто існує многочлен 

][)()()( 12 xPxxx   , що )()()( xxgxf  . Отже, за лемою, )()( xgxf  . 

■ 

3.  Якщо )()(1 xtxf  , )()(2 xtxf  , …, )()( xtxf k  , то для довільних 

многочленів ][)(,),(),( 21 xPxhxhxh k    

)())()()()()()(( 2211 xtxhxfxhxfxhxf kk   . 
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▲ За лемою, існують многочлени ][)(,),(),( 21 xPxxx k   , такі що 

)()()( 11 xxtxf  , )()()( 22 xxtxf  , … , )()()( xxtxf kk  . Тоді  

 )()()()()()( 2211 xhxfxhxfxhxf kk  

 )()()()()()()()()( 2211 xhxxtxhxxtxhxxt kk   

)())()()()()()(()( 2211 xtxhxxhxxhxxt kk    . ■ 

4.  Якщо )()( xtxf  , то для довільного }0{\Pc  ))(()( xtcxf  . 

▲ За лемою із )()( xtxf   випливає, що існує такий многочлен 

][)( xPxq  , що )()()( xqxtxf  . Тоді для довільного }0{\Pc  існує 

обернений Pc 1  і ))(())(()( 1 xqcxtcxf   . Існує многочлен 

][)()( 1
1 xPxqcxq   , такий що )())(()( 1 xqxtcxf  . За лемою, 

))(()( xtcxf  . ■ 

5.  Якщо )()( xtxf    і )()( xfxt  , то існує таке число }0{\Pc , що 

)()( xtcxf  . 

▲ За лемою, існують многочлени ][)(),( 21 xPxx  , такі що 

)()()( 1 xxtxf  , )()()( 2 xxfxt  .  

Тоді ))()(()()()()( 121 xxxfxxtxf   . Звідси 1)()( 21  xx  . 

Отже, многочлени )(),( 21 xx   – взаємно обернені у кільці ][xP . Тому 

0)(deg)(deg 21  xx  , і існує таке число }0{\Pc , що cx )(1 . Тоді 

)()()()( 1 xtcxxtxf   . ■ 

6.  Якщо )()( xtxf  , то для довільного Pc  )()( xtxfc  . 

▲ Оскільки )()( xfxfc  , а )()( xtxf  , із транзитивності відношення 

подільності випливає, що )()( xtxfc  . ■ 

Многочлени, що діляться один на одного називаються асоційованими. 

Вони відрізняються один від одного на числовий множник. Наприклад, 

асоційованими будуть многочлени 134  xx  та 222 34  xx .  

4.2. Елементи теорії подільності у кільці многочленів  

Усі многочлени у цій лекції розглядаються над одним і тим же полем P .  



 73  

Многочлен )(xd  називається найбільшим спільним дільником 

многочленів )(xf  та )(xg , якщо для нього виконуються умови: 

1)  )()( xdxf   і )()( xdxg  ; 

2)  із того, що для многочлена )(xt  )()( xtxf   і )()( xtxg   випливає, 

що )()( xtxd  .  

Тобто найбільшим спільним дільником многочленів називається такий їх 

спільний дільник, що ділиться на будь-який спільний дільник цих 

многочленів.  

Будемо позначати ))(),(()( xgxfНСДxd  . Зауважимо, що найбільший 

спільний дільник многочленів не може бути нульовим многочленом.  

Із такого означення випливає, що якщо )(xd  –  найбільший спільний 

дільник многочленів )(xf  і )(xg , то кожний многочлен асоційований з )(xd  

також буде найбільшим спільним дільником цих многочленів.  

Оскільки нульовий многочлен ділиться на будь-який ненульовий 

многочлен, то для кожного ненульового многочлена )(xf  множина усіх 

спільних дільників многочлена )(xf  і нульового многочлена 0)( x  

збігається з множиною усіх дільників многочлена )(xf . Тому 

)()0),(( xfxfНСД  . Якщо ж розглянути випадок, коли обидва многочлени 

нульові, то множина усіх спільних дільників цих многочленів є множиною 

усіх ненульових многочленів. Оскільки не існує ненульового многочлена, 

який би ділився на всі ненульові многочлени, то найбільшого спільного 

дільника двох нульових многочленів не існує.  

Теорема 1 (про існування найбільшого спільного дільника для 

многочленів). Якщо серед многочленів )(xf  і )(xg  хоча б один ненульовий, 

то існує їх найбільший спільний дільник і він єдиний з точністю до 

асоційованості. 

▲ Розглянемо множину 

]}[)(),(|)()()()({),( xPxtxsxtxgxsxfgfM  . У цій множині містяться 

многочлени )(xf  і )(xg . Справді, ),(0)(1)()( gfMxgxfxf  , 
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аналогічно і для )(xg . Отже, множина ),( gfM  – непорожня. Виберемо у ній 

ненульовий многочлен найменшого степеня. Позначимо цей многочлен через 

)(xd . Тоді існують такі многочлени ][)(),( 00 xPxtxs  , що 

),()()()()()( 00 gfMxtxgxsxfxd  .  

Доведемо, що кожен многочлен із множини ),( gfM  ділиться на )(xd . 

Розглянемо довільний ),()( gfMxh  . Тоді існують такі многочлени 

][)(),( xPxtxs  , що )()()()()( xtxgxsxfxh  . Поділимо многочлен )(xh  

на )(xd  з остачею: )()()()( xrxqxdxh  . Нехай 0)( xr . Тоді 

)(deg)(deg xdxr  .  

 )())()()()(()()()()()()()()( 00 xqxtxgxsxfxtxgxsxfxqxdxhxr
 

),())()()(()())()()(()( 00 gfMxqxtxtxgxqxsxsxf  .  

Отже, у множині ),( gfM  ми знайшли ненульовий многочлен степеня 

меншого за степінь многочлена )(xd , а це суперечить вибору )(xd . Тому 

0)( xr . А це означає, що )()( xdxh  .  

Оскільки кожен многочлен із множини ),( gfM  ділиться на )(xd , то і 

)()( xdxf  , і )()( xdxg  .  

Нехай тепер )(x  – спільний дільник многочленів )(xf  і )(xg , тобто 

)()( xxf  , і )()( xxg  . Тоді за властивістю 3 із минулої лекції, 

)()()()()()( 00 xxtxgxsxfxd  . Отже, ))(),(()( xgxfНСДxd  .  

Доведемо, що найбільший спільний дільник многочленів єдиний з 

точністю до асоційованості. Нехай існує многочлен )(1 xd , який також є 

найбільшим спільним дільником многочленів )(xf  і )(xg . Тоді з одного боку 

)()(1 xdxd  , а з іншого )()( 1 xdxd  . Отже, многочлени )(),( 1 xdxd  – 

асоційовані.■ 

Наслідок. Якщо ))(),(()( xgxfНСДxd  , то існують такі многочлени 

][)(),( 00 xPxtxs  , що ),()()()()()( 00 gfMxtxgxsxfxd  . 
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Для відшукання найбільшого спільного дільника двох многочленів 

застосовують алгоритм Евкліда. Він ґрунтується на двох лемах. 

Лема 1. Для ненульового многочлена )(xf  )()0),(( xfxfНСД  .  

Це твердження обґрунтовано ще на початку лекції.  

Лема 2. Якщо при діленні многочлена )(xf  на ненульовий многочлен 

)(xt  отримуємо )()()()( xrxqxtxf  , де )(xq  – частка, а )(xr  – остача від 

ділення )(xf  на 0)( xt , то з точністю до асоційованості виконується 

рівність ))(),(())(),(( xrxtНСДxtxfНСД  . 

▲ Позначимо через )(xd  – найбільший спільний дільник многочленів 

)(xf  і )(xt , а )(1 xd  – найбільший спільний дільник многочленів )(xt  і )(xr .  

Оскільки )()()()( xqxtxfxr   і )()( xdxf  , )()( xdxt  , то )()( xdxr  . Так 

як )()( xdxr   і )()( xdxt  , то і )()())(),(( 1 xdxdxrxtНСД  .  

З іншого боку, із )()()()( xrxqxtxf   і того, що )()( 1 xdxt  , )()( 1 xdxr  , 

випливає, що )()( 1 xdxf  . Оскільки )()( 1 xdxf   і )()( 1 xdxt  , то і їх найбільший 

спільний дільник )(xd  також ділиться на )(1 xd .  

)()(1 xdxd  , а )()( 1 xdxd  . Отже, многочлени )(),( 1 xdxd  – асоційовані. ■ 

Алгоритм Евкліда 

Нехай )(xf  і )(xt  – многочлени, серед яких хоча б один ненульовий, для 

яких потрібно знайти найбільший спільний дільник. Якщо один із них 

нульовий, то їх найбільшим спільним дільником буде інший, за лемою 1. 

Якщо ж обидва ненульові, то можна виконати ділення з остачею многочлена 

)(xf  на )(xt : )()()()( 11 xrxqxtxf  . Тоді за лемою 2, з точністю до 

асоційованості ))(),(())(),(( 1 xrxtНСДxtxfНСД  . Будемо тепер шукати 

найбільший спільний дільник многочленів )(xt  і )(1 xr . Якщо 0)(1 xr , то 

використовуючи лему 1, знаходимо 

)()0),(())(),(())(),(( 1 xtxtНСДxrxtНСДxtxfНСД  . Якщо ж 0)(1 xr , то 

виконуємо ділення з остачею многочлена )(xt  на )(1 xr : 

)()()()( 221 xrxqxrxt  . Знову за лемою 2, з точністю до асоційованості 
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))(),(())(),(( 211 xrxrНСДxrxtНСД  . Будемо тепер шукати найбільший 

спільний дільник многочленів )(1 xr  і )(2 xr . Якщо 0)(2 xr , то 

використовуючи лему 1, знаходимо 

)()0),(())(),(())(),(())(),(( 11211 xrxrНСДxrxrНСДxrxtНСДxtxfНСД  . 

І так далі. Зауважимо, що описаний процес скінченний, бо на кожному 

кроці зменшується степінь ненульової остачі. Справді,  

)(deg)(deg)(deg)(deg 21 xrxrxrxt k  . 

А спадна послідовність невід’ємних чисел – скінченна. Нехай на k -ому 

кроці ми отримали останню ненульову остачу )(xrk , а вже 0)(1  xrk , тобто  

)()()()( 12 xrxqxrxr kkkk   , )()()()()()( 1111 xqxrxrxqxrxr kkkkkk   . 

Тоді )()0),(())(),(())(),(( 112 xrxrНСДxrxrНСДxrxrНСД kkkkkk   .  

Отже,  ))(),(())(),(())(),(( 211 xrxrНСДxrxtНСДxtxfНСД  

)()0),(())(),(( 1 xrxrНСДxrxrНСД kkkk   .  

Висновок. Найбільшим спільним дільником многочленів )(xf  і )(xt  з 

точністю до асоційованості є остання ненульова остача від ділення )(xrk , 

отримана на k -ому кроці алгоритму Евкліда.  

Многочлени )(xf  і )(xg  називаються взаємно простими, якщо їх 

найбільший спільний дільник з точністю до асоційованості дорівнює 1.  

Теорема 2 (критерій взаємної простоти многочленів). Многочлени 

][)( xPxf   і ][)( xPxg   будуть взаємно простими тоді і тільки тоді, коли 

існують такі многочлени ][)(),( xPxtxs  , що 1)()()()(  xtxgxsxf .  

▲ Знову як і в теоремі 1 розглянемо множину 

]}[)(),(|)()()()({),( xPxtxsxtxgxsxfgfM  . При доведенні теореми 1 

ми показали, що ненульовий многочлен )(xd  найменшого степеня із 

множини ),( gfM  буде найбільшим спільним дільником многочленів )(xf  і 

)(xg .  

Тоді із існування многочленів ][)(),( xPxtxs  , таких що 

1)()()()(  xtxgxsxf , випливає, що ),(1 gfM . Многочлен 1)( x  – є 

ненульовим многочленом нульового степеня, він асоційований з кожним 
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многочленом нульового степеня. Тому 1)( x  – ненульовий многочлен 

найменшого степеня із множини ),( gfM . Тоді ))(),(()(1 xgxfНСДxd  , 

отже, )(xf  і )(xg  – взаємно прості.  

З іншого боку, якщо многочлени )(xf  і )(xg  – взаємно прості, то 

))(),((1 xgxfНСД . За наслідком із теореми 1, існують такі многочлени 

][)(),( xPxtxs  , що 1)()()()(  xtxgxsxf . ■  

Властивості взаємно простих многочленів 

Властивість 1. Якщо многочлен )(xh  взаємно простий з многочленом 

)(xf  та із многочленом )(xg , то він взаємно простий із їх добутком 

)()( xgxf  .  

▲ За критерієм взаємної простоти, існують такі многочлени 

][)(),(),(),( 2211 xPxtxsxtxs  , що 1)()()()( 11  xtxhxsxf  і 

1)()()()( 22  xtxhxsxg .  

Помножимо ці дві рівності: 

1))()()()(())()()()(( 2211  xtxhxsxgxtxhxsxf .  

Звідси  )()()(()()()())()(( 1221 xtxsxgxhxsxsxgxf  

1))()()()()()( 2121  xtxtxhxtxsxf . За критерієм взаємної простоти, )(xh  

взаємно простий із добутком многочленів )()( xgxf  . ■ 

Властивість 2. Якщо добуток )()( xgxf   многочленів )(xf  і )(xg  

ділиться на многочлен )(xh , взаємно простий з многочленом )(xf , то 

многочлен )(xg  ділиться на )(xh .  

▲ За критерієм взаємної простоти, існують такі многочлени 

][)(),( xPxtxs  , що 1)()()()(  xtxfxsxh . Помножимо цю рівність на 

)(xg . Маємо: )())()(())()(()()( xtxgxfxgxsxhxg  . Оскільки обидва 

доданки цієї суми діляться на )(xh , то і )(xg  ділиться на )(xh . ■ 

Ненульовий многочлен ненульового степеня ][)( xPxf   називається 

незвідним над полем P , якщо його не можна розкласти у добуток двох 



 78  

многочленів ненульового степеня над полем P . Можна сформулювати 

рівносильне означення.  

Ненульовий многочлен ненульового степеня ][)( xPxf   називається 

незвідним над полем P , якщо його не можна розкласти у добуток двох 

многочленів над полем P , степені яких менші за степінь даного.  

Зауважимо, що кожен ненульовий многочлен завжди можна подати у 

вигляді добутку таких двох многочленів: многочлена нульового степеня 

(ненульового числа з поля ) і многочлена, асоційованого з даним (у 

асоційованих многочленів степені однакові). Такий розклад многочлена на 

два множники будемо називати тривіальним. Незвідний над полем P  

многочлен не розкладається на два множники над цим полем нетривіальним 

чином. Незвідні многочлени є аналогією простих чисел. Проте поняття 

незвідності многочлена суттєво залежить від поля, над яким цей многочлен 

розглядають. Так, наприклад, многочлен ][12 xx R  незвідний над полем 

дійсних чисел, але звідний над полем комплексних чисел. Справді, 

многочлен ][12 xx C  можна подати у вигляді добутку двох многочленів 

))((12 ixixx  , кожен із яких є многочленом над полем C .  

Очевидно, що многочлени першого степеня (лінійні многочлени) є 

незвідними над кожним полем.  

Зауважимо, що ми не розглядаємо многочлени нульового степеня. Їх 

також не можна розкласти нетривіальним чином на два множники над 

кожним полем. Многочлени нульового степеня у кільці многочленів ][xP  є 

тими елементами, для яких існують обернені відносно множення, їх ще 

називають дільниками одиниці в кільці ][xP . У кільці цілих чисел Z  

множина усіх тих елементів, для яких існують обернені, складається з двох 

чисел: 1 і -1. Ці числа не є простими і не є складеними. Многочлени 

нульового степеня у кільці ][xP  відіграють приблизно ту ж роль. Тому їх не 

вважають ні незвідними, ні звідними над полем.  

Лема 3. Два незвідні над полем P  многочлени або взаємно прості, або 

асоційовані. 
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▲ Нехай многочлени )(xf  і )(xg  – незвідні над полем P  і 

))(),(()( xgxfНСДxd  .  

Якщо многочлени )(xf  і )(xg  – не взаємно прості, то 0)(deg xd . Тоді 

)()()( 1 xfxdxf   і )(deg)(deg)(deg)(deg 1 xfxdxfxf  . Отже, незвідний 

многочлен )(xf  розкладається на два множники. Цей розклад має бути 

тривіальним, тобто 0)(deg 1 xf  і cxf )(1  – ненульове число з поля P . Тоді 

)(deg)(deg xdxf  , а многочлени )(xf  і )(xd  – асоційовані. Аналогічно 

доводимо, що многочлени )(xg  і )(xd  – асоційовані. Отже, асоційованими є 

многочлени )(xf  і )(xg . ■ 

Теорема 3 (про розклад многочлена на незвідні множники над полем). 

Кожен ненульовий многочлен ненульового степеня над полем P  

розкладається на незвідні множники і цей розклад єдиний із точністю до 

порядку множників і їх асоційованості.  

▲ Нехай ][)( xPxf  , і 0)(deg xf . При цьому можливі два випадки: 

многочлен )(xf  – незвідний над полем P  або многочлен )(xf  – звідний над 

цим полем.  

Якщо )(xf  – незвідний над полем P , то він розкладається на незвідні 

множники, цей розклад містить один множник – )(xf .  

Якщо ж )(xf  – звідний над полем P , то він розкладається на два такі 

множники )()()( xgxhxf  , що ][)(),( xPxgxh   і )(deg)(deg xfxh  , 

)(deg)(deg xfxg  . Може трапитися, що обидва многочлени )(),( xgxh   – 

незвідні над полем P . Тоді многочлен )(xf  розкладається над полем P  на 

два незвідні множники. Якщо ж хоча б один із многочленів у розкладі 

)()()( xgxhxf  , наприклад )(xg , – звідний над P , то його подають у 

вигляді добутку )()()( 21 xgxgxg  , де ][)(),( 21 xPxgxg   і 

)(deg)(deg 1 xgxg  , )(deg)(deg 2 xgxg  . Так продовжують до тих пір, поки 

всі множники у розкладі многочлена )(xf  не будуть незвідними над полем 

P . Цей процес скінченний, бо на кожному кроці степені множників 
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зменшуються, але залишаються при цьому додатними. Тому на певному 

кроці дістанемо розклад многочлена )()()()()( 321 xpxpxpxpxf k  на 

незвідні множники над полем P .  

Доведемо однозначність розкладу )()()()()( 321 xpxpxpxpxf k . 

Припустимо, що існує ще один розклад многочлена )(xf  на незвідні 

множники  над полем P : )()()()()( 321 xtxtxtxtxf m . Із рівності 

)()()()()()()()()( 321321 xtxtxtxtxpxpxpxpxf mk    випливає, що 

)()( 1 xpxf  . Тоді добуток )()()()()( 1321 xpxtxtxtxt m  . Якщо кожен )(xti  

взаємно простий із )(1 xp , то і їх добуток )()()()()( 321 xtxtxtxtxf m  – 

взаємно простий з )(1 xp , а це суперечить тому, що )()( 1 xpxf  . Із цієї 

суперечності випливає, що існує такий многочлен )(xti , який не є взаємно 

простим із )(1 xp . Многочлени )(xti  та )(1 xp  – незвідні над полем P , тому, за 

лемою 3, )(xti  та )(1 xp  – асоційовані. Тоді існує таке число P1 , що 

)()( 11 xpxti   . У рівності  

)()()()()()()()()()( 112111321 xtxtxtxtxtxpxpxpxpxp miik       

виконаємо скорочення на )(1 xp . Тоді  

)()()()()()()()()( 11211321 xtxtxtxtxtxpxpxpxf miik     ,  

а тому )()( 21 xpxf  . Аналогічно можна виконати скорочення на )(2 xp  і так 

далі на )(,),(3 xpxp k . Множники )(,),(),( 21 xpxpxp k  та 

)(,),(),( 21 xtxtxt m  вичерпаються одночасно, бо в противному разі отримали 

б, що многочлен ненульового степеня дорівнює числу із поля. Це неможливо, 

тому km  . Тому з точністю до асоційованості многочлени у множинах 

)}({ xpi  та )}({ xt j  рівні. ■ 

4.3. Корені многочлена. Основна теорема алгебри.  

Нехай многочлен ][)( 1
2

2
1

10 xPaxaxaxaxaxf nn
nnn  
  . 

Значенням многочлена )(xf  при Pcx   називається число 

Pacacacacacf nn
nnn  


1
2

2
1

10)(  . 
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Число Pc  називається коренем многочлена )(xf , якщо 0)( cf .  

Очевидно, що поняття кореня многочлена розглядається для ненульових 

многочленів ненульового степеня. 

Усі многочлени у цій лекції розглядаються над одним і тим же полем P .  

Теорема (Безу). Значення многочлена )(xf  при cx   дорівнює остачі 

від ділення многочлена )(xf  на многочлен cx  .  

▲ За теоремою про ділення з остачею, існують такі многочлени 

)(),( xrxq , що )()()()( xrxqcxxf  , при чому 1)deg()(deg  cxxr  або 

0)( xr . Тому )(xr  – многочлен нульового степеня або нульова константа з 

поля, над яким розглядається многочлен )(xf . Отже, rxr )(  – деяке число з 

цього поля. Підставимо у рівність rxqcxxf  )()()(  замість змінної x  

число c . Тоді rrcqcccf  )()()( , що і треба було довести.  ■ 

Наслідок. Число Pc  є коренем многочлена )(xf  тоді і тільки тоді, 

коли )()( cxxf  .  

Натуральне число k  називається показником кратності кореня c  

многочлена )(xf , якщо kcxxf )()(  , а     1)()(  kcxxf  . Корінь кратності 1 

називається простим, а при 1k  корінь називається кратним.  

Сформулюємо без доведення основну теорему алгебри.  

Теорема (основна теорема алгебри). Кожен многочлен ненульового 

степеня має корені у полі комплексних чисел.  

Ця теорема є важливим досягненням у математиці, вперше була 

доведена Гауссом у XVIII столітті, знайшла багато застосувань у різних 

галузях математики. Через це її довго називали основною теоремою алгебри. 

Ця назва склалась історично. Проте, з одного боку, ця теорема не є чисто 

алгебраїчною, а з іншого боку – у сучасній алгебрі здебільшого вивчаються 

властивості абстрактних алгебраїчних структур, і згадана теорема перестала 

займати центральне місце у цих дослідженнях.  

Доведень основної теореми існує дуже багато. Усі вони у тій чи іншій 

мірі спираються на топологічні властивості дійсних та комплексних чисел, 

тобто на властивості, пов’язані із поняттям неперервності.  
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Лема 1. Кожен многочлен степеня Nn  має не більше, ніж n  коренів.  

▲ Будемо розглядати поле комплексних чисел, бо в ньому многочлен 

nn
nnn axaxaxaxaxf  


1
2

2
1

10)(   має найбільшу кількість коренів. 

Тоді, за основною теоремою алгебри, існує комплексний корінь 1x  

многочлена )(xf . За наслідком із теореми Безу, )()()( 11 xfxxxf  . При 

цьому 1)(deg 1  nxf . Якщо 0)(deg 1 xf , то )()( 10 xxaxf   і у 

многочлена 1 степеня існує рівно один корінь. Якщо ж 0)(deg 1 xf , то за 

основною теоремою алгебри, існує комплексний корінь 2x  многочлена )(1 xf . 

За наслідком із теореми Безу, )()()( 221 xfxxxf  . При цьому 

)()()()( 221 xfxxxxxf   і 2)(deg 2  nxf . Якщо 0)(deg 2 xf , то 

))(()( 210 xxxxaxf   і у многочлена 2 степеня існує не більше двох 

коренів ( 1x  може збігатися з 2x ). Якщо 0)(deg 2 xf , то існує комплексний 

корінь 3x  многочлена )(2 xf . І так далі. На n -ому кроці ми отримаємо 

)()()()( 210 nxxxxxxaxf   . У цьому записі серед чисел 

nxxx ,,, 21   можуть бути однакові. Тому у многочлена )(xf  не більше, ніж n  

комплексних коренів. ■ 

Лема 2. Нехай число Cc  – корінь многочлена з дійсними 

коефіцієнтами ][)( 1
2

2
1

10 xaxaxaxaxaxf nn
nnn R 
  . Тоді 

спряжене число c  – також корінь многочлена )(xf .  

▲ Оскільки  


nn
nnn acacacacacf 1

2
2

1
10 )()()()(   

 


nn
nnn acacacaca 1

2
2

1
10   

00)(1
2

2
1

10  
 cfacacacaca nn

nnn  , число c  – корінь 

многочлена )(xf . ■ 

Лема 3. Спряжені корені многочлена з дійсними коефіцієнтами мають 

однакову кратність. 

▲ Нехай Cc  – корінь многочлена з дійсними коефіцієнтами 

][)( xxf R . Тоді, за лемою 2, спряжене число c  – також корінь многочлена 

)(xf . За теоремою Безу, існує такий многочлен )(1 xq , що 
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)())(()( 1 xqcxcxxf  . Оскільки ][||)())(( 22 xcxccxcxcx R , 

то і ][)(1 xxq R . Якщо c  – корінь многочлена )(1 xq  з дійсними 

коефіцієнтами, то спряжене число c  – також корінь многочлена )(1 xq  і, за 

теоремою Безу, )()||)(()()()()( 2
222

2
22 xqcxccxxqcxcxxf  . 

При цьому ][)(2 xxq R . І так далі продовжуємо до тих пір, поки на якомусь 

кроці для многочлена ][)( xxqk R  0)( cqk . Тоді 0)( cqk  і 

)()()()( xqcxcxxf k
kk  . Оскільки )(xqk  не ділиться на cx   та на cx  , 

кратності обох коренів cc,  однакові і дорівнюють k . ■ 

Теорема. Над полем дійсних чисел кожен многочлен 

nn
nnn axaxaxaxaxf  


1
2

2
1

10)(   ненульового степеня n  

розкладається на незвідні множники: лінійні та квадратичні з від’ємним 

дискримінантом. 

▲ Нехай спочатку многочлен ][)( xxf R  має s  дійсних коренів: 

sxxx ,,, 21  . Тоді, за теоремою Безу, )()()()()( 121 xgxxxxxxxf s   . 

Многочлен ][)(1 xxg R  дійсних коренів не має. Якщо 0)(deg 1 xg , то у 

розкладі многочлена )(xf  на незвідні множники усі множники лінійні. Якщо 

0)(deg 1 xg , то за основною теоремою алгебри, існує комплексний корінь 1c  

многочлена ][)(1 xxg R . Тоді, за лемами 2,3, 1c  – також корінь многочлена 

)(1 xg , і кратності коренів 1c  та 1c  однакові.  

)()||)(()()()()( 2
2

111
2

2111
111 xgcxccxxgcxcxxg kkk  .  

Многочлен ][)(2 xxg R  і 0)( 12 cg , 0)( 12 cg . Якщо 0)(deg 2 xg , то 

розклад многочлена )(xf  на незвідні множники:  

1)||)(()()()()( 2
111

2
210

k
s cxccxxxxxxxaxf   . 

Якщо 0)(deg 2 xg , то за основною теоремою алгебри, існує 

комплексний корінь 2c  многочлена ][)(2 xxg R . Тоді, за лемами 2,3, 2c  – 

також корінь многочлена )(2 xg , і кратності коренів 2c  та 2c  однакові.  

)()||)(()()()()( 3
2

222
2

3222
222 xgcxccxxgcxcxxg kkk  . 
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І так далі будемо продовжувати до тих пір поки на деякому кроці не 

отримаємо 0)(deg 1  xg r . Процес скінченний, бо 

 321 degdegdeg ggg .  

Отримаємо розклад многочлена )(xf  на незвідні множники:  

rk
rrr

k
s cxccxcxccxxxxxaxf )||)(()||)(()()()( 222

111
2

10
1   . 

Зауважимо, що многочлени виду ))((||)( 22 cxcxcxccx   є 

квадратні тричлени з від’ємним дискримінантом, бо вони не мають дійсних 

коренів.  

Якщо многочлен ][)( xxf R  не має дійсних коренів, то повторюючи 

міркування як для многочлена ][)(1 xxg R , можна показати, що )(xf  

розкладається лише на квадратичні множники з від’ємним дискримінантом. 

■ 

Висновки 

1. Над полем комплексних чисел кожен многочлен 

nn
nnn axaxaxaxaxf  


1
2

2
1

10)(   ненульового степеня n  

розкладається на лінійні множники, тобто  

)()()()( 210 nxxxxxxaxf   . 

У цьому записі серед чисел nxxx ,,, 21   можуть бути однакові.  

Розклад многочлена mk
m

kk cxcxcxaxf )()()()( 21
210   , де 

mccc ,,, 21   – різні корені многочлена )(xf , nm  , а mkkk ,,, 21   – їх 

кратності, називається канонічним розкладом многочлена на лінійні 

множники.  

2.  Над полем дійсних чисел кожен многочлен 

nn
nnn axaxaxaxaxf  


1
2

2
1

10)(   ненульового степеня n  

розкладається на незвідні множники: лінійні та квадратичні з від’ємним 

дискримінантом.  
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4.4. Кратні корені многочлена та його похідної  

Теорема 1. Якщо число c  є коренем кратності Nk  многочлена )(xf , 

то воно є коренем кратності 1k  для його похідної )(xf  .  

▲ Доведемо теорему для 2k . Із наслідку з теореми Безу випливає, що 

)()()( 1 xfcxxf k  , де 0)(1 cf . Знайдемо похідну:  

))()()(()()()()()()( 11
1

11
1 xfcxxfkcxxfcxxfcxkxf kkk   . 

Звідси отримуємо 1)()(  kcxxf  . Позначимо )()()()( 11 xfcxxfkx  . 

Оскільки 0)()()()()( 111  cfkcfcccfkc , то )(x  не ділиться на 

)( cx  . Тому )(xf   не ділиться на kcx )(  . Отже, c  є коренем кратності 

1k  для його похідної )(xf  . ■ 

Зауваження. Якщо число c  є простим коренем многочлена )(xf , то для  

його похідної )(xf   число c  коренем не буде.  

▲ Якщо у попередній теоремі розглянути 1k , то  

)()()( 1 xfcxxf  , де 0)(1 cf , )()()()( 11 xfcxxfxf  . 

Звідси 0)()()()()( 111  cfcfcccfcf . Отже, число c  не буде 

коренем похідної )(xf  . Оскільки 1)()( 0  cxxf  , але )(xf   не ділиться на 
1)( cx  , то число c  можна назвати «коренем кратності 0» для похідної )(xf  . 

Маючи саме це на увазі можна розглядати теорему 1 для довільного 

натурального k . ■ 

Теорема 2. Многочлен не має кратних коренів тоді і тільки тоді, коли 

він взаємно простий зі своєю похідною.  

▲ Доведемо теорему для многочлена над полем комплексних чисел.  

Нехай mk
m

kk cxcxcxaxf )()()()( 21
210   , де mccc ,,, 21   – різні 

корені многочлена )(xf , а mkkk ,,, 21   – їх кратності. Із теореми 1 випливає, 

що )()()()()( 11
2

1
1

21 xcxcxcxxf mk
m

kk    . Многочлен )(x  має 

степінь 1)(deg  mx , і жодне з чисел mccc ,,, 21   не є коренем цього 

многочлена. Тому )(x  взаємно простий з кожним із многочленів 

micx i ,1),(  . Тому  
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11
2

1
1 )()()())(),(( 21   mk

m
kk cxcxcxxfxfНСД  .  

Якщо всі корені многочлена )(xf  прості, то 121  mkkk  , і 

1)()())(),(( 00
1  mcxcxxfxfНСД  . Тому многочлен взаємно простий 

зі своєю похідною. З іншого боку, якщо 1))(),((  xfxfНСД , то із рівності 
11

2
1

1 )()()(1 21   mk
m

kk cxcxcx   випливає, що 121  mkkk  , 

тобто усі корені многочлена )(xf  прості. ■ 

Теореми 1 і 2 лягли в основу процедури відокремлення кратних 

множників многочлена.  

Спочатку розглянемо таку задачу. Для многочлена )(xf  побудувати 

такий многочлен )(1 xq , щоб множини коренів обох многочленів збігалися, 

але при цьому всі корені )(1 xq  були прості.  

Повторюючи доведення теореми 2, знайдемо )())(),(( 1 xdxfxfНСД  . 

Тоді многочлен  

)()()(
)()()(
)()()(

)(
)()( 21011

2
1

1

210

1
1 21

21

mk
m

kk

k
m

kk

cxcxcxa
cxcxcx
cxcxcxa

xd
xfxq

m

m





  




 і буде шуканим.  

Розглянемо тепер многочлен )())(),(( 1 xdxfxfНСД  . Множина коренів 

цього многочлена збігається із множиною усіх кратних коренів многочлена 

)(xf , тобто таких коренів )(xf , у яких кратність більша 1. Але при цьому 

кратність кореня ic  многочлена )(1 xd  на одиницю менше кратності цього ж 

кореня у многочлена )(xf .  

Проробимо описану вище процедуру для многочлена )(1 xd . Знайдемо 

)())(),(( 211 xdxdxdНСД  . Тоді многочлен 
)(
)()(

2

1
2 xd

xdxq   буде многочленом 

без кратних коренів, множина коренів якого збігається із множиною коренів 

многочлена )(1 xd  і з множиною кратних коренів многочлена )(xf . І так далі 

продовжуємо для многочленів )(2 xd , )(3 xd , …, )(1 xd r , до тих пір поки на 

деякому кроці не отримаємо 1)( xd r . Це означає, що у многочлена )(1 xd r  

усі корені прості і вони збігаються із коренями кратності 



 87  

),,,max( 21 mkkkr   многочлена )(xf . Тоді )(
1

)(
)(
)()( 1

11 xdxd
xd
xdxq r

r

r

r
r 

  . 

Ми можемо побудувати многочлени )(,),(),( 21 xqxqxq r . Кожен )(xqi  – 

многочлен без кратних коренів, множина коренів якого збігається із 

множиною коренів многочлена )(xf , що мають кратність i . Тоді можна 

побудувати многочлени 

)()(,
)(
)()(,,

)(
)()(,

)(
)()( 1

1
3

2
2

2

1
1 xqx

xq
xqx

xq
xqx

xq
xqx rr

r

r
r  
 . Кожен )(xi  

– многочлен без кратних коренів, множина коренів якого збігається із 

множиною коренів многочлена )(xf , що мають кратність i , ri ,1 .  

Тоді )()()()()( 3
3

2
21 xxxxxf r

r  . 

Розглянемо приклад. Відокремити кратні множники многочлена 

253)( 234  xxxxxf .  

Знайдемо похідну 5634)( 23  xxxxf . За алгоритмом Евкліда 

знайдемо )())(),(( 1 xdxfxfНСД  . 

)12(27275427

5634
3260244)4(

8156

1
5634

5634
8201244

22

23

23

23

23

234

234
















xxxx

xxx
xxx

xxx

x
xxx

xxxx
xxxx

 

Отже, з точністю до асоційованості 12)( 2
1  xxxr . 

)(0
5105
5105

54
12

484
5634

2

2

2

2

23

23

xr
xx
xx

x
xx

xxx
xxx












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Отже, 12)( 2
1  xxxd . Шукаємо похідну )1(222)(1  xxxd . Тоді 

1))(),(()( 112  xxdxdНСДxd . Знову шукаємо похідну 1)(2  xd . Тоді 

1))(),(()( 223  xdxdНСДxd  і 3r .  

Шукаємо многочлени )(),(),( 321 xqxqxq : 

)1)(2(2
12

253
)(
)()( 2

2

234

1
1 


 xxxx

xx
xxxx

xd
xfxq ,  

1
1
)1(

1
12

)(
)()(

22

2

1
2 





 x

x
x

x
xx

xd
xdxq , 

1
1

1
)(
)()(

3

2
3  xx

xd
xdxq .  

Шукаємо многочлени )(),(),( 321 xxx  : 

2
1

)1)(2(
1

12
)(
)()(

2

2

1
1 





 x

x
xx

x
xx

xq
xqx ,  

1
1
1

)(
)()(

3

2
2 




x
x

xq
xqx , 

1)()( 33  xxqx .  

Тому 3321 )1()2()1(1)2()(  xxxxxf . 

У практичних  задачах часто обмежуються знаходженням многочлена 

))(),((
)()(1 xfxfНСД

xfxq


 .  

4.5. Узагальнена теорема Вієта 

Коефіцієнти многочлена nn
nnn axaxaxaxxf  


1
2

2
1

1)(   

виражаються через його корені nxxxx ,,,, 321   за допомогою рівностей, що 

називаються формулами Вієта: 
























.)1(

,
,

,

321

312421321

213121

1321

n
n

n

nnn

nn

n

axxxx

axxxxxxxxx
axxxxxx

axxxx










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▲ Доведення проведемо методом математичної індукції. В якості бази 

індукції візьмемо відоме зі школи твердження теореми Вієта для квадратного 

тричлена: коефіцієнти многочлена 21
2)( axaxxf   виражаються через 

його корені 21 , xx  за допомогою рівностей:  







.

,

221

121

axx
axx

 

Розглянемо многочлен ( 1k )-ого степеня з коренями 1321 ,,,, kxxxx  . 

Тоді  )())(()( 12112
3

2
2

1
1


  kkk

kkk xxxxxxaxaxaxaxxf  .  

Припущення індукції. Для кожного многочлена )(xf  степеня ( 1k )-ого 

виконуються рівності (1):  































.)1(

,
,

,

1
1

1321

3123421321

2123121

11321

k
k

k

kkk

kk

k

axxxx

axxxxxxxxx
axxxxxx

axxxx











   (*) 

Індукційний крок. Розглянемо тепер многочлен k -ого степеня з коренями 

kk xxxxx ,,,,, 1321  . Нехай  

kkk
kkkk bxbxbxbxbxbxxf  


1
2

2
3

3
2

2
1

1)(~
 .  

Його можна подати у вигляді:  

))(())(())(()(~
121 kkk xxxfxxxxxxxxxf   ,  

де многочлен )(xf  має степінь 1k  і для нього, за припущенням індукції, 

виконуються рівності (1). Тому 

 
 ))(())(()(~

12
3

2
2

1
1

kkk
kkk

k xxaxaxaxaxxxxfxf   

  


 3
2

2
1

1
1

2
2

2
2

1
1

k
k

k
k

k
kkk

kkk xaxxaxxxxaxaxaxax  

 


3
23

2
12

1
112 )()()( k

k
k

k
k

k
k

kkkk xaxaxaxaxxaxaxxax  

121
2

32 )()(   kkkkkkkk axxaxaxaxa . 

Для коефіцієнтів многочлена )(~ xf  враховуючи (*) виконуються 

рівності: 
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kkk xxxxxab  12111  ,  

  )( 121123121122 kkkkk xxxxxxxxxxaxab   

kk xxxxxx 13121   ,  

   3121123421321233 ( xxxxxxxxxxxxxxaxab kkkkk  

kkkkk xxxxxxxxxxx 1242132112 )    ,  

………………………………………………………. 

kkkk
k

k
k

k
k xxxxxaxbb 13211

11 )1()1()1( 
   .  

Як бачимо, рівності (1) виконуються і для многочлена k -ого степеня.  

Отже, рівності (1) виконуються для многочлена довільного натурального 

степеня. ■ 

Часто доводиться використовувати теорему Вієта для многочлена 3-ого 

степеня. Рівності (1) для 32
2

1
3)( axaxaxxf   набувають вигляду: 













.
,
,

3321

2323121

1321

axxx
axxxxxx

axxx
     (2) 

4.6. Раціональні корені многочлена з цілими коефіцієнтами 

Зауважимо спочатку, що кожен многочлен із раціональними 

коефіцієнтами можна помножити на найменше спільне кратне знаменників 

усіх його коефіцієнтів і отримати многочлен з цілими коефіцієнтами. Корені 

многочлена при цьому, очевидно, не змінюються. 

Теорема 1. Якщо раціональне число 
q
p , де цілі числа qp,  – взаємно 

прості, є коренем многочлена nn
nnn axaxaxaxaxf  


1
2

2
1

10)(   з 

цілими коефіцієнтами, то pan  , qa 0 .  

▲ Нехай число 
q
p  – корінь многочлена )(xf . Тоді 

012

2

21

1

10 















nnn

n

n

n

n

n

a
q
pa

q
pa

q
pa

q
pa

q
pf  .    (**) 
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Помножимо цю рівність на 1nq . Отримаємо: 

012
1

2
2

1
10  


 n

n
n

n
nn

n

qapqaqpapa
q
pa  . Звідси число 

q
pa

n

0  – ціле. 

Справді, Z 


 12
1

2
2

1
10

n
n

n
n

nn
n

qapqaqpapa
q
pa  . Тоді qpa n )( 0  . 

Оскільки qp,  – взаємно прості, qa 0 . 

Тепер помножимо рівність (**) на n

n

p
q , матимемо:  

0012

2

21

1

1  







 a
p
qa

p
qa

p
qa

p
qa n

n

nn

n

nn

n

n  . Аналогічно помноживши 

цю рівність на 1np можна довести, що число 
p

qa
n

n  – ціле. Звідси pan  . ■ 

Наслідок. Якщо старший коефіцієнт 0a  многочлена з цілими 

коефіцієнтами дорівнює 1, то всі раціональні корені цього многочлена – цілі і 

є дільниками вільного члена na .  

Теорема 2. Якщо раціональне число 
q
p , де цілі числа qp,  – взаємно 

прості, є коренем многочлена )(xf  з цілими коефіцієнтами, то )()1( qpf  , 

)()1( qpf   . 

Зауважимо, що у теоремах 1, 2 сформульовані  лише необхідні умови 

того, що раціональне число 
q
p  є коренем многочлена з цілими коефіцієнтами. 

Обернені твердження – хибні! Многочлен із цілими коефіцієнтами може не 

мати не лише раціональних, а навіть дійсних коренів. Тому пошук 

раціональних коренів многочлена з цілими коефіцієнтами починається зі 

складання списку раціональних чисел, які задовольняють умови теорем 1,2. 

Цей список скінченний, проте може виявитися досить довгим. Потім кожне 

число із цього списку потрібно безпосередньо перевірити, чи буде воно 

коренем заданого многочлена. Перевірку можна здійснювати, наприклад, за 

схемою Горнера.  
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4.7. Приклади розв’язання типових задач 

Завдання № 1. Обчислити кратність кореня 3x  многочлена 
279198)( 2345  xxxxxf .  

Розв’язання 

Нагадаємо, як виконується ділення многочленів за схемою Горнера.  

У нашій задачі потрібно виконати ділення многочлена )(xf  на лінійний 

многочлен 3x . Для цього складаємо таблицю, у першому стовпці якої 

міститься число 3 – корінь многочлена 3x . У верхньому рядку, починаючи 

з другого стовпця виписуємо усі коефіцієнти многочлена )(xf , не 

пропускаючи нульових, так при 1x  коефіцієнт дорівнює 0, і його потрібно 

вписати у відповідну клітинку. Нижній рядок таблиці, починаючи з другого 

стовпця заповнюємо так. Число з другого стовпця верхнього рядка 

записуємо і в нижньому рядку другого стовпця. Наступні клітинки нижнього 

рядка заповнюються зліва на право за наступним правилом: множимо число 

у клітинці зліва на корінь ( 3x ) і до отриманого добутку додаємо число з 

верхньої клітинки.   

1 -8 19 -9 0 -27 
3 

1 3·1+(-8)=-5 3·(-5)+19=4 3·4+(-9)=3 3·3+0=9 3·9+(-27)=0 

 

У нижньому рядку, починаючи з другої до передостанньої клітинки, 

отримали коефіцієнти частки від ділення )(xf  на 3x . В останній клітинці 

нижнього рядка отримали остачу від ділення )(xf  на 3x . Тобто ми 

можемо записати: 0)9345)(3()( 234  xxxxxxf . Оскільки остача 

від ділення )(xf  на 3x  дорівнює 0, то )(xf  ділиться на 3x , і 3x  

справді є коренем многочлена 279198)( 2345  xxxxxf .  

Для того, щоб знайти кратність цього кореня, будемо ділити частку від 

ділення )(xf  на 3x , тобто многочлен 9345)( 234
1  xxxxxq , на 

3x , отриману частку )(2 xq  – знову на 3x , і так далі, до тих пір, поки не 

отримаємо ненульову остачу від ділення. Все ці обчислення зручно 
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записувати у одній таблиці. Кожен наступний рядок отримується з 

попереднього рядка без його останньої клітинки.  

1 -8 19 -9 0 -27 

1 -5 4 3 9 0 

1 -2 -2 -3 0  

1 1 1 0   

3 

1 4 13    

 

Як бачимо, три остачі від ділення рівні 0, а четверта  дорівнює 13. Отже, 
323 )3()1()3()(  xxxxxf  , але 34 )3(13)4()3()(  xxxxf  не ді-

литься на 4)3( x . Тому кратність кореня 3x  многочлена )(xf  дорівнює 3.  

Відповідь. 3x  – корінь кратності 3 для многочлена 

279198)( 2345  xxxxxf .  

Завдання № 2. Знайти найменший раціональний корінь многочлена 
61772248)( 23456  xxxxxxxf .  

Розв’язання 

Раціональні корені многочлена будемо шукати серед чисел вигляду 
q
p , 

де p  – дільник вільного члена, тобто числа -6, а q  – дільник старшого 

коефіцієнта, тобто числа 8. Випишемо усі раціональні числа такого вигляду: 

,6,
8
3,

4
3,

2
3,3,2,

8
1,

4
1,

2
1,1  

6,
8
3,

4
3,

2
3,3,2,

8
1,

4
1,

2
1,1  . 

Якщо многочлен )(xf  має раціональні корені, то вони будуть числами 

із цього списку. По черзі будемо перевіряти, чи будуть ці числа коренями 

многочлена )(xf . Спочатку за допомогою схеми Горнера знайдемо )1(f  та 

)1(f : 

8 -4 -22 -7 -1 17 -6 
1 

8 4 -18 -25 -26 -9 -15 
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8 -4 -22 -7 -1 17 -6 
-1 

8 -12 -10 3 -4 21 -27 

 

Отже, 15)1( f  та 27)1( f . Числа 1,1   не є коренями многочлена 

)(xf . Щоб зменшити кількість таких перевірок застосуємо теорему 2 із 4.6. 

Наприклад, для числа 
1
66 

  1,6  qp . Тоді 7,5  qpqp . 

Оскільки 27)1( f  не ділиться на 5 qp , то число -6 не є коренем 

многочлена. А для числа 
4
1

  4,1  qp . Тоді 5,3  qpqp . 

)(15)1( qpf   , )(27)1( qpf   . Отже, число 
4
1

  потребує 

додаткової перевірки, чи є воно коренем многочлена. Так перевіряємо решту  

чисел зі списку.   

Числа, що потребують додаткової перевірки випишемо окремо в 

порядку зростання:  

2,
2
1,

4
1,

2
1,

2
3,2  .  

За схемою Горнера знайдемо )2(f :  

8 -4 -22 -7 -1 17 -6 
-2 

8 -20 18 -43 85 -153 300 

 

Оскільки 300)2( f , число -2 не є коренем многочлена )(xf . 

За схемою Горнера знайдемо 







2
3f : 

8 -4 -22 -7 -1 17 -6 
2
3

  
8 -16 2 -10 14 -4 0 

Оскільки 0
2
3







f , число 

2
3

  є коренем многочлена )(xf . І цей 

корінь найменший серед раціональних.  
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Якщо в задачі потрібно знайти всі раціональні корені многочлена, то 

потрібно виконати перевірку для всіх чисел із другого списку.  

Відповідь. найменший раціональний корінь многочлена 

61772248)( 23456  xxxxxxxf  дорівнює 
2
3

x .  
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Розділ 5. Основні алгебраїчні структури: групи, кільця, 
поля, лінійні векторні простори 

 
5.1. Напівгрупи, групи, кільця, поля.  

Розглянемо непорожню множину M . Бінарною операцією   на множині 

M  будемо називати відображення MMM : , яке кожній 

впорядкованій парі елементів із множини M  ставить у відповідність один 

елемент із цієї ж множини.  

Пишуть McbaMM  ),( . Будемо позначати елемент bac   і 

називати його результатом бінарної операції  , застосованої до пари ),( ba .  

Непорожню множину M  із введеною на ній бінарною операцією   

називають групоїдом і позначають ),( M . При цьому кажуть, що бінарна 

операція   замкнена на множині M , або множина M  замкнена відносно 

бінарної операції  .  

Наприклад, бінарними операціями на множині N  натуральних чисел 

будуть арифметичні операції додавання і множення. Справді, сума і добуток 

двох натуральних чисел завжди будуть натуральними числами. Проте 

арифметична операція віднімання на множині натуральних чисел не буде 

бінарною операцією, бо результат віднімання натуральних чисел не завжди 

буде натуральним числом. Але, якщо розглянути ту ж операцію віднімання 

на множині Z  цілих чисел, то вона вже буде бінарною операцією на цій 

множині, оскільки різниця будь-яких двох цілих чисел завжди буде цілим 

числом.  

Для позначення бінарної операції на множині найчастіше 

використовують такі позначення:  ,,,,,  . Саму бінарну операцію часто 

називають множенням, суперпозицією, композицією, додаванням. Проте слід 

зауважити, що ці назви умовні. Ми у більшості випадків будемо вживати 

мультиплікативну термінологію і називати бінарну операцію множенням, 

результат її застосування до пари елементів – їх добутком.  
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Бінарна операція   називається асоціативною на множині M , якщо для 

довільних елементів Mcba ,,  виконується рівність )()( cbacba   . 

Асоціативність бінарної операції на множині дозволяє розглядати добутки 

більше, ніж двох елементів цієї множини, і як завгодно групувати у таких 

добутках множники за допомогою дужок.  

Непорожню множину M  із введеною на ній асоціативною бінарною 

операцією   називають напівгрупою.  

Наприклад, бінарна операція віднімання на множині цілих чисел не буде 

асоціативною. Справді, )13(51)35(  . 

Приклади напівгруп 

1)  ),( N , ),( N , ),( Z , ),( Z ; 

2)  множина N  натуральних чисел відносно операції   відшукання 

найбільшого спільного дільника для пари натуральних чисел; 

3)  множина )(RnM  усіх квадратних матриць порядку n  з дійсними 

елементами відносно операції множення матриць; 

4)  множина )(RnM  відносно операції додавання матриць; 

Елемент Me  називається нейтральним відносно бінарної операції   на 

множині M , якщо для довільного елемента Ma  виконується рівність 

aaeea   .  

Наприклад, у напівгрупах ),( N та ),( Z  нейтральним елементом буде 

число 1; у напівгрупі ),( Z  – число 0; у напівгрупі )),(( RnM  – одинична 

матриця E  порядку n ; у напівгрупі )),(( RnM  – нульова матриця порядку 

n . А от у напівгрупі ),( N  нейтрального елемента немає, бо число 0 не є 

натуральним. У напівгрупі ),( N , де ),( baНСДba  , із того, що 

aeaНСДea  ),(  для всіх натуральних a  випливає, що натуральне число 

e  повинно ділитися на кожне з натуральних чисел, що неможливо. Тому в 

напівгрупі ),( N  також не існує нейтрального елемента.   



 98  

Зауважимо, що часто нейтральний елемент напівгрупи називають 

одиницею напівгрупи, а саму напівгрупу, що містить нейтральний елемент, 

називають напівгрупою з одиницею або моноїдом.   

Бінарна операція   називається комутативною на множині M , якщо 

для довільних елементів Mba ,  виконується рівність abba   .  

Наприклад, бінарні операції у напівгрупах ),( N , ),( N , ),( Z , ),( Z , 

),( N  та )),(( RnM  – комутативні, а у напівгрупі )),(( RnM  бінарна 

операція множення матриць некомутативна.  

Напівгрупу з комутативною бінарною операцією називають 

комутативною напівгрупою.  

Елемент Ma  називається оберненим до елемента Mb  у напівгрупі 

),( M  з одиницею e , якщо виконується рівність eabba   . Із даного 

означення випливає, що елементи a  і b  обернені один до одного у 

напівгрупі, будемо казати, що вони взаємно обернені.  

Зауважимо, що у напівгрупі з одиницею не для кожного елемента може 

існувати обернений. Так, у напівгрупі ),( N  обернений існує лише для числа 

1. Очевидно, що цей елемент обернений сам до себе. У напівгрупі )),(( RnM  

обернений елемент існує лише для невироджених матриць.  

Якщо бінарна операція на множині називається додаванням, то для 

зручності прийнято вживати так звану адитивну термінологію. При цьому 

взаємно обернені елементи називають протилежними, результат 

застосування бінарної операції називають сумою.  

Означення. Непорожня множина G  із введеною на ній бінарною 

операцією   називається групою, якщо виконуються наступні три умови: 

1)  бінарна операція   асоціативна на множині G , тобто для 

довільних Gcba ,,  виконується рівність )()( cbacba   ; 

2)  існує нейтральний елемент Ge  відносно бінарної операції  , 

тобто існує такий елемент Ge , що для всіх Ga  виконується рівність 

aaeea   ; 
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3)  для кожного елемента Ga  існує обернений, тобто для кожного 

Ga  існує такий елемент Gb , що виконується рівність eabba   .  

Умови 1-3 із означення групи називаються аксіомами групи.  

Приклади груп 

1)  ),( Z , ),( Q , ),( R , ),( C ; 

2)  )},1,1({  )},0{\( Q , )},0{\( R , )},0{\( C ; 

3)  множина )(RnGL  усіх невироджених квадратних матриць 

порядку n  з дійсними елементами відносно операції множення матриць; 

4)  )),(( RnM . 

Група ),( G  називається абелевою, якщо бінарна операція на ній 

комутативна, тобто для довільних Gba ,  виконується рівність abba   .  

Так, група )),(( RnGL  – неабелева, а групи ),( Z , ),( Q , ),( R , ),( C , 

)},1,1({  )},0{\( Q , )},0{\( R , )},0{\( C , )),(( RnM  – абелеві.  

Означення. Непорожня множина K  із введеними на ній двома 

бінарними операціями: додаванням (+)  та множенням ( ), називається 

кільцем, якщо виконуються наступні умови: 

1)  відносно додавання множина K  утворює абелеву групу; 

2)  бінарна операція множення   асоціативна на множині K , тобто 

для довільних Kcba ,,  виконується рівність )()( cbacba   ; 

3)  бінарні операції множення і додавання пов’язані 

дистрибутивними законами, тобто для довільних Kcba ,,  виконуються 

рівності: 

cbcacba   )( ; 

bcacbac   )( . 

Умови із означення кільця називаються аксіомами кільця.  

Найпростішим прикладом кільця є ),,( Z . Це кільце називають кільцем 

цілих чисел. Кільце утворює також множина ][xP  усіх многочленів від однієї 

змінної із коефіцієнтами із деякого числового поля P . Це кільце називають 

кільцем многочленів від однієї змінної.  
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Нейтральний елемент відносно операції додавання у кільці називається 

нулем кільця, а нейтральний елемент відносно множення – одиницею кільця. 

Зауважимо, що існують кільця як з одиницею, так і без неї. Зокрема, ),,( Z  

– кільце з одиницею, її роль виконує, очевидно, число 1. Якщо ж розглянути 

множину усіх цілих парних чисел і на ній звичайні операції додавання і 

множення, то отримаємо кільце без одиниці.  

Якщо операція множення у кільці комутативна, то кільце називається 

комутативним.  Прикладом комутативного кільця може служити кільце цілих 

чисел ),,( Z , прикладом некомутативного – повне матричне кільце 

),),(( RnM .  

Зауважимо, що для комутативних кілець достатньо одного 

дистрибутивного закону.  

Розглянемо особливий вид кілець. Комутативне кільце ),,( P  з 

одиницею називається полем, якщо у ньому для кожного відмінного від нуля 

елемента існує обернений відносно операції множення. Кільце з одного 

елемента полем не вважається.  

Дамо строге аксіоматичне означення поля.  

Означення. Множина P , у якій більше одного елемента,  із введеними 

на ній двома бінарними операціями: додаванням (+) та множенням (  ), 

називається полем, якщо виконуються наступні умови: 

1)  відносно додавання множина P  утворює абелеву групу 

(нейтральний елемент відносно додавання називають нулем поля і 

позначають символом 0); 

2)  бінарна операція множення   асоціативна на множині P , тобто 

для довільних Pcba ,,  виконується рівність )()( cbacba  ; 

3)  бінарна операція множення   комутативна на множині P , тобто 

для довільних Pba ,  виконується рівність abba  ; 

4)  існує нейтральний елемент відносно бінарної операції 

множення  , тобто існує такий елемент P1 , що для всіх Pa  виконується 
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рівність aaa  11  (нейтральний елемент відносно множення називають 

одиницею поля і позначають символом 1);   

5)  для кожного відмінного від нуля елемента Pa  існує обернений 

відносно операції множення, тобто для кожного }0{\Pa  існує такий 

елемент Pb , що виконується рівність 1 abba . 

6)  бінарні операції множення і додавання пов’язані 

дистрибутивним законом, тобто для довільних Pcba ,,  виконується 

рівність cbcacba  )( . 

Умови із означення поля називаються аксіомами поля.  

Зауважимо, що множина з одного елемента із бінарними операціями, що 

задовольняють аксіоми поля, полем не вважається. У цьому випадку нуль і 

одиниця збігаються. Якщо ж у множині P  більше одного елемента, то можна 

довести, що роль нуля і роль одиниці виконують різні елементи.  

Таким чином, поле P  можна вважати утвореним двома абелевими 

групами: ),( P  та )},0{\( P  так, що бінарні операції   та   пов’язані 

дистрибутивним законом: для всіх Pcba ,,  виконується рівність 

cbcacba   )( .  

Прикладами полів є числові поля: ),,( Q , ),,( R , ),,( C . Їх елементи 

є числами. Зауважимо, що існують і нечислові поля.  

5.2. Лінійний векторний простір  

Нехай P  – деяке поле. Домовимося його елементи  називати числами. 

Для позначення чисел із поля будемо використовувати символи 0, 1 та 

маленькі букви грецького алфавіту, наприклад:  ,,,, . 

Розглянемо непорожню множину V  з елементами довільної природи, які 

домовимось називати векторами. Вектори будемо позначати маленькими 

буквами латинського алфавіту зі стрілками, наприклад: yxba  ,,, 1 . 

Означення. Непорожня множина V  називається лінійним векторним 

простором над полем P , якщо на ній введено такі дві операції: 



 102  

І.  бінарна операція додавання, відносно якої множина V  утворює 

абелеву групу, тобто виконуються такі умови: 

1)  для довільних Vcba 
 ,,  виконується рівність 

)()( cbacba 
 ; 

2)  для довільних Vba 
,  виконується рівність abba 

 ;  

3)  існує такий елемент V0


, що для всіх Va  виконується 

рівність aa 
 0  (нейтральний елемент відносно додавання у множині V  

називається нульовим вектором і позначається 0


); 

4)  для кожного Va  існує такий елемент Vb


, що виконується 

рівність 0


 ba ;  

ІІ.  зовнішня операція множення векторів із множини V  на числа із 

поля P , така що результатом цієї операції є вектор із множини V , і 

виконуються такі умови: 

5)  для кожного Va  виконується рівність aa  1 ; 

6)  для довільних чисел P ,  і довільного вектора Va  

виконується рівність aa 
 )()(  ; 

7)  для довільних чисел P ,  і довільного вектора Va  

виконується рівність aaa 
  )( ; 

8)  для довільного чисел P  і довільних векторів Vba 
,  

виконується рівність baba

  )( . 

Умови 1)-8) називаються аксіомами лінійного векторного простору. 

Зокрема, аксіоми 1)-4) визначають властивості додавання векторів, аксіоми 

5)-6) – властивості множення вектора на число, а аксіоми 7)-8) – пов’язують 

ці дві операції. Аксіома 6) виражає асоціативність множення вектора на 

число відносно множення чисел, аксіома 7) – дистрибутивність множення 

вектора на число відносно числового множника, а аксіома 8) – 

дистрибутивність множення вектора на число відносно векторного 

множника.  
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Приклади лінійних векторних просторів 

1.  Числовий векторний простір nP .  є лінійним векторним 

простором над полем P . 

Елементами множини nP  є усі впорядковані набори виду 

),,,,,( 1321 nn    з n  чисел із поля P . Їх називають числовими n -

компонентними векторами. На множині nP  вводиться операція 

покомпонентного додавання, а також операція покомпонентного множення 

числового вектора на число із поля P . Легко переконатися, що ці операції 

задовольняють усі аксіоми лінійного векторного простору. Тому nP  утворює 

лінійний векторний простір над полем P . 

2. Множина 2  усіх геометричних векторів площини та 

множина 3  усіх геометричних векторів простору утворюють лінійні 

векторні простори над полем дійсних чисел R .  

Справді, операція додавання геометричних векторів, запроваджена за 

правилом трикутника, та операція множення геометричних векторів на 

дійсне число задовольняють усі аксіоми лінійного векторного простору. 

3. Множина )(PM n  усіх квадратних матриць порядку n  з 

елементами із поля P  утворює лінійний векторний ппростір над полем P . 

Операції додавання матриць і множення матриці на число із поля P  

задовольняють усі аксіоми лінійного векторного простору. 

4. Множина ][xP  усіх многочленів від однієї змінної з 

коефіцієнтами із поля P  утворює лінійний векторний ппростір над полем 

P . 

Операції додавання многочленів та множення многочлена на число із 

поля P  задовольняють усі аксіоми лінійного векторного простору. 

5. Множина ],[ C  усіх неперервних на відрізку ],[   функцій 

утворює лінійний векторний простір над полем дійсних чисел R . 

Операція поточкового додавання функцій та операція множення функції 

на дійсне число задовольняють усі аксіоми лінійного векторного простору. 
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Найпростіші властивості векторних просторів, які випливають із 

аксіом 

1. Для довільного Va  виконується рівність 00


a . 

▲ Оскільки для довільного Va  виконується рівність 

aaaaaaa 
 001)01(1 , а нульовий вектор 0


 є єдиним 

нейтральним елементом відносно додавання векторів, 00


a . ■ 

Вектор Vb


, для якого виконується рівність 0


 ba  називається 

протилежним до вектора a . Його існування для довільного вектора Va  

випливає із третьої аксіоми лінійного векторного простору. Можна довести 

також, що для кожного вектора Va  існує єдиний вектор b


 з такою 

властивістю. Протилежний до вектора a  природно позначити через a . 

2. Для довільного Va  виконується рівність aa 
 )1( . 

▲ Із рівності aaaaaa 
 )1()1(1)11(00  і єдиності 

протилежного до a  вектора випливає, що aa 
 )1( . ■ 

3. Для довільного P  виконується рівність 00


 . 

▲ Справді, для довільного P  і довільного Va  виконується 

рівність 0)0(

  aaa . Із єдиності нейтрального елемента 

відносно додавання векторів випливає, що 00


 . ■ 

Поняття лінійної комбінації, лінійної оболонки системи векторів, 

лінійної залежності системи векторів можна перенести з числових векторних 

просторів на абстрактні лінійні векторні простори. Нагадаємо ці поняття. 

Лінійною комбінацією системи векторів Vaaa s 



 ,,, 21  називається 

вираз ssaaa 


   2211 , де s ,,, 21  – числа з поля P , які називають 

коефіцієнтами лінійної комбінації. Лінійна комбінація називається 

тривіальною, якщо всі її коефіцієнти дорівнюють нулю.  

Лінійна комбінація – це вектор із V . Очевидно, що тривіальна лінійна 

комбінація довільної системи векторів дорівнює нульовому вектору.  
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Множина усіх можливих лінійних комбінацій системи векторів 

Vaaa s 



 ,,, 21  називається лінійною оболонкою векторів saaa 


 ,,, 21  і 

позначається ),,,( saaaL 



21 . 

Якщо для вектора Vb


 існують такі числа s ,,, 21  з поля P , що 

ssaaab 



  2211 , то кажуть, що вектор b


 лінійно виражається через 

вектори saaa 


 ,,, 21  з коефіцієнтами s ,,, 21 . Будемо писати 

),,,( saaaLb 



21 . Очевидно, що нульовий вектор лінійно виражається через 

будь-яку систему векторів з нульовими коефіцієнтами, тобто 

saaa 



0000 21  . 

Означення 1. Система векторів saaa 


 ,,, 21  називається лінійно 

незалежною, якщо лише тривіальна лінійна комбінація цих векторів 

дорівнює нульовому вектору, тобто якщо 0


 лінійно виражається через 

вектори системи лише одним способом: saaa 



0000 21  . 

Означення 2. Система векторів saaa 


 ,,, 21  називається лінійно 

незалежною, якщо із рівності 02211





 ssaaa   випливає, що 

021  s  . 

Означення 1′. Система векторів saaa 


 ,,, 21  називається лінійно 

залежною, якщо існує нетривіальна лінійна комбінація цих векторів, що 

дорівнює нульовому вектору, тобто якщо 0


 лінійно виражається через 

вектори системи більше, ніж одним способом. 

Означення 2′. Система векторів saaa 


 ,,, 21  називається лінійно 

залежною, якщо існують такі числа s ,,, 21  з поля P , серед яких не всі 

нулі, і для яких виконується рівність 02211





 ssaaa  . 

Властивості лінійно залежних та лінійно незалежних систем векторів 

для абстрактних лінійних векторних просторів також можна перенести з 

числових векторних просторів. Нагадаємо основні з них. 
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1. Якщо система векторів saaa 


 ,,, 21  – лінійно незалежна, а система 

baaa s




 ,,,, 21  – лінійно залежна, то вектор b


 лінійно виражається 

через вектори saaa 


 ,,, 21 .  

2. Система векторів saaa 


 ,,, 21  лінійно залежна тоді і тільки тоді, коли у 

цій системі існує вектор, що лінійно виражається через решту векторів 

системи.  

3. Кожна підсистема лінійно незалежної системи векторів буде лінійно 

незалежною.  

4. Кожна надсистема лінійно залежної системи векторів буде лінійно 

залежною.  

5. Якщо кожен із векторів системи mbbb





,,, 21  лінійно виражається через 

вектори системи saaa 


 ,,, 21  і при цьому sm  , то система векторів 

mbbb





,,, 21  є лінійно залежною.  

Доведення цих властивостей аналогічне доведенню для числових 

векторів. 

Усі лінійні векторні простори можна розділити на два класи. 

Перший клас складають ті простори, в яких існує лінійно незалежна 

система із n  векторів, але не існує лінійно незалежних систем із більшою 

кількістю векторів. Такі лінійні векторні простори називаються 

скінченновимірними. Максимально можлива кількість векторів, що складають 

лінійно незалежну систему у векторному просторі, називається його 

розмірністю. Розмірність простору позначають nV dim , лінійний простір 

при цьому називають n -вимірним. 

Другий клас складають такі простори, в яких існують лінійно незалежні 

системи векторів з як завгодно великої кількості векторів. Вони називаються 

нескінченновимірними.  

Так, нескінченновимірними будуть простір ][xP  многочленів над полем 

P  та простір ],[ C  неперервних на відрізку ],[   функцій. У цих 
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просторах многочлени nxxxx ,,,,,1 32   утворюють лінійно незалежну систему 

для довільного натурального n .  

Ми будемо розглядати лише скінченновимірні векторні простори.  

Означення. Система векторів називається базисом лінійного векторного 

простору V , якщо вона лінійно незалежна, і кожен вектор лінійного 

векторного простору V  лінійно виражається через вектори цієї системи.  

Теорема 1. У n -вимірному векторному просторі існує базис із n  

векторів. Кожна лінійно незалежна система із n  векторів утворює базис у n -

вимірному векторному просторі. 

▲ У n -вимірному векторному просторі V  існує лінійно незалежна 

система з n  векторів. Нехай це система naaa 


 ,,, 21 . Доведемо що ця система 

є базисом у V . Розглянемо довільний вектор Vb


. Оскільки у просторі V  

кожна система із 1n  вектора буде лінійно залежною, система baaa n




 ,,,, 21  

є лінійно залежною. Тому за властивістю 1, вектор ),,,( 21 naaaLb 



 . Отже, 

система векторів naaa 


 ,,, 21  утворює базис простору V . ■ 

Теорема 2. Кожен базис у n -вимірному векторному просторі 

складається з n  векторів. 

▲ Нехай keee 


 ,,, 21  та mfff





,,, 21  – два базиси у векторному просторі 

V , і mk  . Із того, що keee 


 ,,, 21  – базис, випливає, що кожен із векторів 

системи mfff





,,, 21  лінійно виражається через вектори системи keee 


 ,,, 21 . 

Тоді за властивістю 5, система mfff





,,, 21  – лінійно залежна, що суперечить 

тому, що дана система є базисом векторного простору. Отже, у двох базисах 

векторного простору однакова кількість векторів. За теоремою 1, у n -

вимірному векторному просторі існує базис із n  векторів. Отже, кожен базис 

у такому просторі складається з n  векторів. ■ 

Отже, розмірність скінченновимірного векторного простору збігається із 

кількістю векторів у довільному його базисі. При цьому базис простору 

можна розглядати як максимальну лінійно незалежну систему векторів у 

векторному просторі. 



 108  

Теорема 3. Кожен вектор простору виражається через вектори базису 

однозначно. 

▲ Нехай naaa 


 ,,, 21  – базис простору nP , а вектор Vb


 виражається 

через базисні вектори більше, ніж одним способом, тобто 

nnnn aaaaaab 






  22112211 . 

Тоді nnn aaa 



)()()(   2221110 . Оскільки naaa 


 ,,, 21  

– лінійно незалежна система, маємо 02211  nn   . Тому 

nn   ,,, 2211 , і вектор b


 виражається через базисні вектори 

однозначно. ■ 

Із теореми 3 випливає, що можна ввести поняття координат вектора.  

Означення. Коефіцієнти лінійної комбінації, у вигляді якої вектор 

простору виражається через вектори базису, називаються координатами 

вектора у цьому базисі.  

Перетворення координат вектора при зміні базису 

Нехай маємо два базиси векторного простору V : neee 


 ,,, 21  та 

nfff





,,, 21 . Деякий вектор Va  лінійно виражається через вектори цих 

базисів наступним чином: nnnn fxfxfxexexexa






  22112211 . 

Знайдемо зв'язок між координатними рядками ),,,( 21 nxxx   та ),,,( 21 nxxx    

вектора a  у двох базисах. 

Вектори базису nfff





,,, 21  лінійно виражаються через вектори базису 

neee 


 ,,, 21 . Будемо вважати, що нам відомо, як саме: 





n

j
jjnn etetetetetf

1
113132121111





, 





n

j
jjnn etetetetetf

1
223232221212





, 

……………………………………………... 





n

j
jnjnnnnnnn etetetetetf

1
332211





. 
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Матрицю, складену із коефіцієнтів ijt  будемо називати матрицею 

переходу від базису neee 


 ,,, 21  до базису nfff





,,, 21 .  

Будемо позначати її через feT  . Оскільки, рядки цієї матриці збігаються 

з координатними рядками базисних векторів nfff





,,, 21 , вони є лінійно 

незалежними. Отже, матриця переходу feT   завжди невироджена, тобто 

0||  feT .  

Підставимо рівності 



n

j
jiji etf

1


, ni ,1  у формулу 





n

i
iinn fxfxfxfxa

1
2211




  і отримаємо: 

  
  


n

j
j

n

i
iji

n

i
i

n

j
jij

n

i
iinn etxxetfxfxfxfxa

1 11 11
2211 )()( 


 .  

З іншого боку, 



n

j
jjnn exexexexa

1
2211




 . Із однозначності 

розкладу вектора через базисні вектори, випливає, що 



n

i
ijij txx

1

 для всіх 

nj ,1 , або ж у матричному вигляді:  

fenn Txxxxxx  ),,,(),,,( 2121  .    (1) 

5.3. Ізоморфізми та гомоморфізми груп  

Нехай ),( G  та ),( G  – групи.  

Ізоморфізмом групи ),( G  на групу ),( G  будемо називати взаємно 

однозначне відображення (бієкцію) GG : , яке узгоджене із груповими 

операціями у групах, тобто таке, що для довільних Gba ,  

)()()( baba   . 

При цьому GG )( . Якщо існує ізоморфізм групи G  на групу G , то 

ці групи називаються ізоморфними. Цю ситуацію позначають GG  .  

Відношення ізоморфності є відношенням еквівалентності на множині 

усіх груп. Один клас еквівалентності при цьому складають усі ізоморфні між 
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собою групи. З точки зору алгебри ізоморфні групи однаково влаштовані, їх 

бінарні операції мають однакові властивості, а тому у теорії груп вивчають 

групи із точністю до ізоморфності. Таким чином уся увага приділяється 

дослідженню властивостей бінарної операції на множині, а природа 

елементів цієї множини не має суттєвого значення.  

Ізоморфізмом групи ),( G  в групу ),( G  будемо називати ін’єктивне 

відображення GG : , яке узгоджене із груповими операціями у групах, 

тобто таке, що для довільних Gba ,  )()()( baba   . 

При цьому GG )( , тобто відображення GG :  може бути не 

сюр’єктивним, а група G  не збігатися із ізоморфним образом )(G  групи G . 

Якщо GG :  – ізоморфізм групи G  в групу G , то відображення 

)(: GG    – ізоморфізм групи G  на групу )(G , що є підгрупою групи 

G .  

Гомоморфізмом групи ),( G  на групу ),( G  будемо називати 

сюр’єктивне відображення GG : , яке узгоджене із груповими 

операціями у групах, тобто таке, що для довільних Gba ,  

)()()( baba   . 

Гомоморфізмом групи ),( G  в групу ),( G  будемо називати 

відображення GG : , яке узгоджене із груповими операціями у групах, 

тобто таке, що для довільних Gba ,  )()()( baba   . 

Зауважимо, що ізоморфізм груп – це частковий випадок гомоморфізму, а 

саме це ін’єктивний гомоморфізм. 

Приклади   

1.  Відображення RR : , яке кожному додатному дійсному 

числу Ra  ставить у відповідність Raln , тобто aa ln)(  , є 

ізоморфізмом групи ),( R  на групу ),( R . 

2.  Відображення }0{\)(: RR nGL , яке кожній квадратній 

невиродженій матриці A  порядку n  із дійсними елементами ставить у 
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відповідність її визначник || A , є гомоморфізмом групи )(RnGL  на групу 

)},0{\( R .  

3.  Нехай e  позначає нейтральний елемент групи G . Відображення 

GG : , таке, що eg )(  для кожного Gg  , називається тривіальним 

гомоморфізмом групи G  в групу G . 

Властивості гомоморфізмів 

Властивість 1. При гомоморфізмі GG :  нейтральний елемент e  

групи G  переходить у нейтральний елемент e  групи G , тобто ee )( .  

▲ Для довільного Ga  )()()()( eaeaa    і )()()( aea   . 

Отже, Ge )(  виконує роль нейтрального елемента у групі G , тобто 

ee )( . ■ 

Властивість 2. При гомоморфізмі GG :  пара взаємно обернених 

елементів групи G  переходить у пару взаємно обернених елементів групи 

G , тобто 11 ))(()(   aa   для довільного Ga . 

▲ Для довільного Ga    )()()()( 11   aaaaee  . 

Аналогічно )()( 1 aae    . Отже, елементи )(a  та )( 1a  – взаємно 

обернені у групі G . ■ 

Властивість 3. Нехай GG :  – ізоморфізм групи G  на групу G . 

Тоді обернене відображення GG  :1  – ізоморфізм групи G  на групу G . 

▲ Пропонується довести самостійно. ■ 

Група G  називається циклічною, якщо існує такий елемент Ga , 

цілими степенями якого вичерпуються всі елементи групи G , тобто для 

кожного Gb  знайдеться ціле число k , таке що kab  .  

При цьому пишуть  aG  і кажуть, що елемент Ga  породжує 

циклічну групу G ; а елемент Ga  називають твірним елементом циклічної 

групи G .  

Очевидно, що циклічні групи – абелеві.  
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Теорема 1. Кожна нескінченна циклічна група ізоморфна адитивній 

групі цілих чисел ),( Z . Кожна циклічна група порядку n  ізоморфна 

адитивній групі лишків ),( nZ  за модулем числа n .  

▲ Доведемо теорему для циклічної групи  aG  порядку n . 

Розглянемо відображення nZG: , побудоване за правилом kak )( , 

1,,2,1,0  nk  . Бієктивність   очевидна. 

)()()()( lklklk aalklkaaa     для довільних 

натуральних }1,...,2,1,0{,  nlk . Отже,   – ізоморфізм групи G  на групу nZ .  

Аналогічно для нескінченної циклічної групи  aG  доводимо, що 

відображення ZG: , де Z kak )( , також ізоморфізм. ■ 

Висновок. Циклічні групи однакових порядків ізоморфні.  

Теорема 2 (Келі). Кожна скінченна група порядку n  ізоморфна деякій 

підгрупі симетричної групи nS .  

Теорема 3 (узагальнена теорема Келі). Кожна група G  ізоморфна 

деякій підгрупі симетричної групи )(GS  підстановок на множині G .  

Задача. Які з наведених нижче груп ізоморфні до адитивної групи 

лишків 6Z ? 

1. Симетрична група 3S . 

2. Мультиплікативна група 6C  комплексних коренів 6-ого степеня 

з одиниці.  

3. Адитивна група Z  цілих чисел.  

4. Група 3D  симетрій трикутника.  

5. Мультиплікативна група усіх невироджених матриць порядку 3 

над полем дійсних чисел. 

Розв’язання. Група 6Z  містить 6 елементів, тому вона не може бути 

ізоморфною нескінченним групам, а саме адитивній групі Z  цілих чисел та 

мультиплікативній групі всіх невироджених матриць порядку 3 над полем 

дійсних чисел.  
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Додавання лишків операція комутативна, тому група 6Z  – абелева. 

Групи 3S  та 3D  некомутативні. Тому вони не можуть бути ізоморфні групі 

6Z .  

Мультиплікативна група 6C  комплексних коренів 6-ого степеня з 

одиниці є абелевою, бо множення комплексних чисел комутативне, містить 6 

елементів. Крім того, ця група циклічна, бо кожен корінь 

5,0,
3

sin
3

cos  kkik
k


 ,  6-ого степеня з одиниці можна подати у 

вигляді k
k )( 1  , де 

3
sin

3
cos1


 i . За теоремою про ізоморфність 

циклічних груп, 6C  ізоморфна до 6Z .  

Відповідь: 66 CZ .  
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